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Ïðåäñòàâëåíî Î.Ñ. Ðîçàíîâîé

Abstract: Exact a priori estimates are obtained for solutions
of a nonlinear integro-di�erential equation with a sum-di�erence
kernel in the cone of the space of functions continuous on the
positive semiaxis. On the basis of these estimates, the method of
weighted metrics is used to prove a global theorem on the existence,
uniqueness, and method of �nding a non-trivial solution of the
indicated equation. It is shown that this solution can be found by
the method of successive approximations of the Picard type and
an estimate is given for the rate of their convergence in terms of
the weight metric. Conditions under which only a trivial solution
exists are indicated. Examples are given to illustrate the results
obtained.

Keywords: Volterra integro-di�erential equation, sum-di�erence
kernel, power nonlinearity.

Ìíîãèå çàäà÷è ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, ìåõàíèêè è áèîëî-
ãèè ïðèâîäÿò ê íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ñóììàðíûìè è
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ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè (ñì. ìîíîãðàôèè [1], [2] è ïðèâåäåííóþ â íèõ áèá-
ëèîãðàôèþ). Íàïðèìåð, îïèñàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ
âîëí â òðóáàõ, íàïîëíåííûõ ãàçîì èëè ïðîöåññà èíôèëüòðàöèè æèäêî-
ñòè èç öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçåðâóàðà â èçîòðîïíóþ îäíîðîäíóþ ïîðèñòóþ
ñðåäó ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè [3], [4],
[5], à íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ñóììàðíûìè ÿäðàìè âîçíèêàþò â òåîðèè
ëó÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ è â òåîðèè ïåðåíîñà òåïëà èçëó÷åíèåì [6], [7].
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè, ò.å. òåî-
ðèÿ óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè, ðàçðàáîòàíà çíà÷èòåëüíî ïîëíåå, ÷åì ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé ñ ñóììàðíûìè ÿäðàìè. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èññëåäîâàíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷èñòî ñóììàðíûìè ÿäðàìè îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, òàê êàê
îïåðàòîðû âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ ñóììàðíûìè ÿäðàìè íå îáëàäàþò, â
îòëè÷èå îò îïåðàòîðîâ ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè, ñâîéñòâîì êîììóòàòèâ-
íîñòè.
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ñ ñóììàðíî-ðàçíîñòíûì ÿäðîì

(1.1) uα(x) =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K(x− t)u′(t) dt, x > 0, α > 1,

ãäå ôóíêöèè H(x) è K(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì îñíîâíûì óñëîâè-
ÿì:

(1.2) H ∈ C1[0,∞), H(x) íå óáûâàåò íà [0,∞) è H(0) ≥ 0,

(1.3) K ∈ C1[0,∞),K ′(x) íå óáûâàåò íà [0,∞), K(0) = 0 è K ′(0) > 0.

Òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåòðèâèàëüíûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (1.1), ïîýòîìó îíè ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå

Q1
0 = {u(x) : u ∈ C[0,∞) ∩ C1(0,∞), u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(x) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1.1) íå ïðè-
íàäëåæèò êëàññó Q1

0.
Öåëü äàííîé ðàáîòû äîêàçàòü ãëîáàëüíóþ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè,

åäèíñòâåííîñòè è ñïîñîáå íàõîæäåíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.1), à òàêæå ïîëó÷èòü òî÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ýòîãî
ðåøåíèÿ.
Íàðÿäó ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1.1) áóäåò èññëå-

äîâàíî òàêæå òåñíî ñâÿçàííîå ñ íèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÿäðîì
Òåïëèöà-Ãàíêåëÿ H(x+ t) +K ′(x− t):

(1.4) uα(x) =

x∫
0

[
H(x+ t) +K ′(x− t)

]
u(t) dt, x > 0, α > 1.
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Óðàâíåíèÿ ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì Òåïëèöà p(x − t) èëè ñóììàðíûì ÿä-
ðîì Ãàíêåëÿ q(x + t) ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìíîãèõ àâòîðîâ, ïîñêîëüêó
îíè âñòðå÷àþòñÿ â òàêèõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ êàê ãèäðîäèíàìèêà,
îáðàòíûå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ïðîáëåìû ïåðåäà÷è
ðàäèàöèîííûõ âîëí, à òàêæå íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ â ìåäèöèíå è áèîëî-
ãèè (ñì. [8]). Â ðàáîòå [9] èçó÷åíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà (1.4) ñ ÿäðîì
Òåïëèöà-Ãàíêåëÿ p(x−t)+q(x+t). ßäðà Òåïëèöà-Ãàíêåëÿ âîçíèêàþò ïðè
èññëåäîâàíèè êðóãîâîãî øòàìïà, ïðîíèêàþùåãî â óïðóãèé ñëîé êîíå÷-
íîé òîëùèíû, îïèðàþùèéñÿ íà æåñòêèé ôóíäàìåíò, à òàêæå ïðè èçó÷å-
íèè ôèëüòðàöèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íàáëþäåíèÿìè,
àòìîñôåðíîãî ðàññåÿíèÿ è äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà [10].
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.4) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(x) ≡ 0 â

êîíóñå

Q = {u(x) : u ∈ C[0,∞) è u(x) ≥ 0 ïðè x ≥ 0},
ñîñòîÿùåì èç íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ íà ïîëóîñè [0,∞) ôóíê-
öèé, è, âîîáùå, ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â êîíóñå Q óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ u(0) = 0. Êðîìå òîãî, åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.4)
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u ∈ Q, òî åãî ñäâèãè

uδ(x) =

{
u(x− δ), åñëè x > δ,

0, åñëè x ≤ δ;

u−δ(x) = u(x+ δ), åñëè x > 0;

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ëþáîì δ > 0, ò.å. óðàâ-
íåíèå (1.4) ìîæåò èìåòü êîíòèíóóì ðåøåíèé. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.4) ñäåëàòü
êîððåêòíîé è â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñ ïðèêëàäíîé è òåîðåòè÷åñêîé òî÷åê
çðåíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ïðè
x > 0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4), áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèÿ â êëàññå

Q0 = {u(x) : u ∈ C[0,∞), u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè,
ò.å. óðàâíåíèé ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî õî-
ðîøî ðàçðàáîòàíà è åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ìî-
íîãðàôèè [11]. ×òî êàñàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ñóììàðíûìè ÿäðàìè, òî, êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [12], îíè
èçó÷åíû, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè, ñðàâíèòåëü-
íî ìàëî. Ýòî çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1 Ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé

Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è
ñïîñîáå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1), âûÿñíèì ñíà÷àëà êàêè-
ìè ñâîéñòâàìè äîëæíû îáëàäàòü ýòè ðåøåíèÿ, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâå ïðîñòûå ëåììû.
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Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2) è (1.3). Åñëè u ∈ Q0 ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4), òî ôóíêöèÿ u(x) íå óáûâàåò íà [0,∞)
è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà íà (0,∞), ò.å. u ∈ C1(0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Q0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4).
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ u(x) íå óáûâàåò íà ïîëóîñè [0,∞).
Äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ [0,∞) òàêèõ, ÷òî x2 > x1, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1.2) è
(1.3), èìååì

uα(x2)−uα(x1) =

x1∫
0

[H(x2+t)+K ′(x2−t)−H(x1+t)−K ′(x1−t)]u(t) dt+

+

x2∫
x1

[H(x2 + t) +K ′(x2 − t)]u(t) dt ≥ 0,

ò.å. u(x2) ≥ u(x1) - ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå u(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà

(0,∞). Òàê êàê ïî óñëîâèþ (1.3) ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ K ′(x) íå óáûâàåò
íà [0,∞), òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïî÷òè âñþäó íà [0,∞) ñóùåñòâóåò âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ K ′′(x), êîòîðàÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (1.4) äèôôåðåíöèðóåìà è â ñèëó èçâåñòíîé ôîð-
ìóëû ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà â ñëó÷àå êîãäà è
ïðåäåëû èíòåãðàëà çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà, èìååì x∫

0

[H(x+ t) +K ′(x− t)]u(t) dt

′

=

=

x∫
0

H ′(x+ t)u(t) dt+H(2x)u(x) +

x∫
0

K ′′(x− t)u(t) dt+K ′(0)u(x) =

(2.1) =

x∫
0

H ′(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

u(x− t)K ′′(t) dt+ [H(2x) +K ′(0)]u(x).

Òàê êàê u(x) íå óáûâàåò, à K ′′(x) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà, òî ïî ëåììå 1
[13] ñâåðòêà

x∫
0

u(x− t)K ′′(t) dt =

x∫
0

K ′′(x− t)u(t) dt

íåïðåðûâíà íà [0,∞).
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (1.4), â ñèëó ðà-

âåíñòâà (2.1), ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà âñåé ïîëóîñè [0,∞). Íî òîãäà
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ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (1.4), ïðè-
÷åì äëÿ ëþáîãî x > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
(2.2)

u′(x) =
1

α
u1−α(x)

 x∫
0

[H ′(x+ t) +K ′′(x− t)]u(t) dt+ [H(2x) +K ′(0)]u(x)

 .

Èç ðàâåíñòâà (2.2) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (0,∞), èñêëþ÷àÿ òî÷êó x = 0,
ò.ê. 1− α < 0 è u(0) = 0. □

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2) è (1.3). Åñëè u ∈ Q1
0 ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), òî u ∈ Q0

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4). Îáðàòíî, åñëè u ∈ Q0 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4), òî u ∈ Q1

0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (1.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû. Ïóñòü u ∈ Q1
0

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1). Òàê êàê Q1
0 ⊂ Q0, òî u ∈ Q0. Èíòå-

ãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà K(0) = u(0) = 0, èç òîæäåñòâà
(1.1) ïîëó÷àåì

uα(x) =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K(x− t) du(t) =

=

x∫
0

H(x+ t)u(t)dt+

x∫
0

K ′(x− t)u(t) dt,

ò.å. u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4).
Îáðàòíî, ïóñòü u ∈ Q0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1.4). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1, u ∈ C1(0,∞) è, çíà÷èò, u ∈ Q1
0. Èñïîëüçóÿ

äâàæäû êîììóòàòèâíîñòü ñâåðòêè, ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
è ðàâåíñòâà K(0) = u(0) = 0, èç òîæäåñòâà (1.4) èìååì

uα(x) =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K ′(t)u(x− t) dt =

=

x∫
0

H(x+t)u(t) dt+

x∫
0

K(t)u′(x−t)dt =

x∫
0

H(x+t)u(t) dt+

x∫
0

K(x−t)u′(t) dt,

ò.å. u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1).
□

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà

(2.3)

x∫
0

a(x+ t)b(t) dt ≤
x∫

0

[2a(2t)− a(t)]b(t) dt, x > 0,
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(2.4)

x∫
0

a(x− t)b(t) dt ≤
x∫

0

a(t)b(t) dt, x > 0,

ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ íåóáûâàþùèõ íà ïîëóîñè
[0,∞) ôóíêöèé a(x) è b(x) . Íåðàâåíñòâî (2.3) ïîäðîáíî äîêàçàíî â [14,
Ëåììà 1], à íåðàâåíñòâî (2.4) èçâåñòíî êàê èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî ×å-
áûøåâà [15, ñ. 120] (ñì., òàêæå, [1, ñ. 121], ãäå ïðèâåäåíû äâà ðàçëè÷íûõ
åãî äîêàçàòåëüñòâà).

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2) è (1.3). Åñëè u ∈ Q0 ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [0,∞) âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà:α− 1

α

x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

1/(α−1)

≤ u(x) ≤

(2.5) ≤

α− 1

α

x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt

1/(α−1)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Q0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4). Äî-
êàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (2.5). Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (1.2) è (1.3), èç
òîæäåñòâà (1.4) ïîëó÷àåì

uα(x) ≥
x∫

0

[H(2t) +K ′(0)]u(t) dt

èëè

(2.6) u(x) ≥

 x∫
0

[H(2t) +K ′(0)]u(t) dt

1/α

äëÿ ëþáîãî x > 0

èëè

u(t) ≥

 t∫
0

[H(2s) +K ′(0)]u(s) ds

1/α

äëÿ ëþáîãî t > 0,

îòêóäà t∫
0

[H(2s) +K ′(0)]u(s) ds

−1/α

[H(2t) +K ′(0)]u(t) ≥ H(2t) +K ′(0).
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Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â ïðåäåëàõ îò 0 äî x, èìå-
åì  x∫

0

[H(2s) +K ′(0)]u(s) ds

(α−1)/α

≥ α− 1

α

x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

èëè x∫
0

[H(2t) +K ′(0)]u(t) dt

1/α

≥

α− 1

α

x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

1/(α−1)

.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, èç (2.6) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðà-
âåíñòâî èç (2.5).
Äîêàæåì, íàêîíåö, âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (2.5). Èñïîëüçóÿ íåðàâåí-

ñòâà (2.3) è (2.4), èìååì

uα(x) =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K ′(x− t)u(t) dt ≤

≤
x∫

0

[2H(2t)−H(t)]u(t) dt+

x∫
0

K ′(t)u(t)dt =

x∫
0

[2H(2t)−H(t)+K ′(t)]u(t) dt,

îòêóäà, îáîçíà÷èâ A(t) = 2H(2t)−H(t)+K ′(t), äëÿ ëþáîãî x > 0 èìååì
(2.7)

u(x) ≤

 x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(t)]u(t) dt

1/α

=

 x∫
0

A(t)u(t) dt

1/α

.

Èç íåðàâåíñòâà (2.7) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì t∫
0

A(s)u(s) ds

−1/α

A(t)u(t) ≤ A(t) äëÿ ëþáîãî t > 0.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â ïðåäåëàõ îò 0 äî x, èìå-
åì  x∫

0

A(s)u(s)ds

(α−1)/α

≤ α− 1

α

x∫
0

A(t) dt

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, x∫
0

A(s)u(s)ds

1/α

≤

α− 1

α

x∫
0

A(t) dt

1/(α−1)

=
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=

α− 1

α

x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt

1/(α−1)

.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, èç (2.7) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì âòîðîå íåðà-
âåíñòâî èç (2.5). □

Â ñèëó ëåììû 2, èññëåäîâàíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (1.1) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4). Èç
ëåìì 1 è 3, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè u ∈ Q1

0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (1.1), òî îíî íå óáûâàåò íà [0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì (2.5).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè H(x) = C1 è K(x) = C2x, ãäå C1 ≥ 0 è C2 > 0 åñòü

êîíñòàíòû, íåðàâåíñòâà â (2.5) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà è äàþò ðåøåíèå
êàê óðàâíåíèÿ (1.4), òàê è óðàâíåíèÿ (1.1), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òî÷-
íîñòè ïîëó÷åííûõ â ëåììå 3 àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1.4).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà (2.4) ñïðàâåäëèâî êàê â

ñëó÷àå íåóáûâàþùèõ, òàê è â ñëó÷àå íåâîçðàñòàþùèõ íà ïîëóîñè [0,∞)
ôóíêöèé a(x) è b(x), ïðè÷åì òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòèõ ôóíê-
öèé èçëèøíå â îáîèõ ñëó÷àÿõ (ïîäðîáíåå, ñì. [1]).

2 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

Èç ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4) åñòåñòâåííî ðàçûñ-
êèâàòü â êëàññå

P = {u(x) : u ∈ C[0,∞) è F (x) ≤ u(x) ≤ G(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [0,∞)},
ãäå

F (x) =

α− 1

α

x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

1/(α−1)

,

G(x) =

α− 1

α

x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt

1/(α−1)

.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1.4) â îïåðàòîðíîì âèäå: u = Tu, ãäå

(Tu)(x) =

 x∫
0

[H(x+ t) +K ′(x− t)]u(t) dt

1/α

.

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2) è (1.3). Òîãäà êëàññ P èíâà-
ðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T , ò.å. T : P → P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ P , ò.å. u ∈ C[0,∞) è F (x) ≤ u(x) ≤ G(x).
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà Tu ∈ C[0,∞) è F (x) ≤ (Tu)(x) ≤ G(x), ò.å.
Tu ∈ P .
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1). Òî, ÷òî Tu ∈ C[0,∞) âûòåêàåò èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé H(x),
K ′(x) è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(x) (ñì., íàïðèìåð, [16, ñ. 288] è [1, c.
120]).
2). Äîêàæåì, ÷òî (Tu)(x) ≥ F (x). Òàê êàê u(x) ≥ F (x), òî

[(Tu)(x)]α =

x∫
0

[H(x+ t) +K ′(x− t)]u(t) dt ≥
x∫

0

[H(2t) +K ′(0)]F (t) dt =

=

(
α− 1

α

)1/(α−1)
x∫

0

[H(2t) +K ′(0)]

 t∫
0

[H(2s) +K ′(0)] ds

1/(α−1)

dt =

=

(
α− 1

α

)1/(α−1)
x∫

0

 t∫
0

[H(2s) +K ′(0)]ds

1/(α−1)

d

 t∫
0

[H(2s) +K ′(0)]ds

 =

=

(
α− 1

α

)1/(α−1) α− 1

α

 t∫
0

[H(2s) +K ′(0)] ds

α/(α−1) ∣∣∣∣∣
x

0

=

=

(
α− 1

α

)α/(α−1)
 x∫

0

[H(2s) +K ′(0)] ds

α/(α−1)

≡ [F (x)]α,

ò.å. (Tu)(x) ≥ F (x).
3). Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî (Tu)(x) ≤ G(x). Òàê êàê u(x) ≤ G(x), òî

èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà (2.3) è (2.4), èìååì

[(Tu)(x)]α =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K ′(x− t)u(t) dt ≤

≤
x∫

0

H(x+ t)G(t) dt+

x∫
0

K ′(x− t)G(t) dt ≤

≤
x∫

0

[2H(2t)−H(t)]G(t) dt+

x∫
0

K ′(t)G(t) dt =

=

x∫
0

[2H(2t)−H(t)+K ′(t)]

α− 1

α

t∫
0

[2H(2s)−H(s) +K ′(s)]ds

1/(α−1)

dt =

=

(
α− 1

α

)1/(α−1) α− 1

α

 t∫
0

[2H(2s)−H(s) +K ′(s)]ds

α/(α−1) ∣∣∣∣∣
x

0

= [G(x)]α,

ò.å. (Tu)(x) ≤ G(x). □
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Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ

Pb = {u(x) : u ∈ C[0, b] è F (x) ≤ u(x) ≤ G(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, b]},

ãäå b > 0 åñòü ëþáîå ÷èñëî, è îïðåäåëèì â íåì ðàññòîÿíèå ñëåäóþùèì
îáðàçîì

(3.1) ρ(u, v) = sup
0<x≤b

|u(x)− v(x)|
G(x)

.

Ëåììà 5. Ïàðà (Pb, ρ) îáðàçóåò ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëåììà 5 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4 èç [14].
Èç ëåììû 4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç

Pb â Pb. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ñëåäóþùåì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè

(3.2) q = sup
0<x≤b

∫ x
0 [2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt

α
x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

< 1,

îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Pb.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëàãðàíæà (ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùå-

íèé), ñîãëàñíî êîòîðîé ïðè ëþáûõ z1 > 0 è z2 > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z
1/α
1 − z

1/α
2 =

1

α
θ(1−α)/α(z1 − z2),

ãäå θ > 0 íåêîòîðîå ÷èñëî, ëåæàùåå ìåæäó z1 è z2. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè z1 ≥ z0 è z2 ≥ z0, ãäå z0 > 0, òî θ > z0 è, çíà÷èò,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(3.3) |z1/α1 − z
1/α
2 | ≤ 1

α

|z1 − z2|
z
(α−1)/α
0

.

Ïóñòü u, v ∈ Pb è x ∈ (0, b]. Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.3), â êîòî-
ðîì ðîëü z0 èãðàåò Fα(x), ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (2.1), ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì

|(Tu)(x)− (Tv)(x)| ≤ 1

α

∫ x
0 [H(x+ t) +K ′(x− t)]|u(t)− v(t)| dt

α−1
α

∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

≤

≤ ρ(u, v)

(α− 1)
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

x∫
0

[H(x+ t) +K ′(x− t)]G(t) dt ≤

≤ ρ(u, v)

(α− 1)
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(x− t)]G(t) dt ≤

≤ ρ(u, v)

(α− 1)
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

×



ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÑÓÌÌÀÐÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÌ ßÄÐÎÌ 491

×
(
α− 1

α

)1/(α−1)
x∫

0

[2H(2t)−H(t)+K ′(t)]

 t∫
0

[2H(2s)−H(s) +K ′(s)] ds

1/(α−1

dt =

=
ρ(u, v)

(α− 1)
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

Gα(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|(Tu)(x)− (Tv)(x)

G(x)
≤ ρ(u, v)

(α− 1)
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

Gα−1(x) =

=
ρ(u, v)

(α− 1)
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

α− 1

α

x∫
0

[2H(2t)−H(t)+K ′(t)] dt ≤ q·ρ(u, v),

îòêóäà

(3.4) ρ(Tu, Tv) ≤ q · ρ(u, v),
ãäå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî q < 1 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.2). Ñëåäîâà-
òåëüíî, îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì - ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðå-

ìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α > 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.3) è (3.2). Òî-
ãäà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.4) èìååò â êîíóñå Q0 (è â Pb ïðè ëþáîì
b > 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â ïðî-
ñòðàíñòâå Pb ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïèêàðîâñêîãî
òèïà ïî ôîðìóëå un = Tun−1, n ∈ N, ñî ñõîäèìîñòüþ ïî ìåòðèêå ρ.
Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

(3.5) ρ(un, u
∗) ≤ qn

1− q
ρ(Tu0, u0), n ∈ N,

ãäå ÷èñëî q < 1 îïðåäåëåíî â óñëîâèè (3.2), à u0 ∈ Pb åñòü íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå (ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (1.4) â îïåðàòîðíîì âèäå: u = Tu.
Èç ëåììû 5 è îöåíêè (3.4) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1.4) âûïîëíå-
íû âñå òðåáîâàíèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, óðàâíåíèå (1.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ ∈ Pb è ýòî ðåøå-
íèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ôîðìóëå
un = Tun−1, n ∈ N, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè (3.5).
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ â êîíóñå Q0

äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå êàê è â òåîðåìå 3 [17]. □

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, òåîðåìó 1 è ðàâåíñòâà (ñì. [14, Ëåììà 2] è [1, c.
120], ñîîòâåòñòâåííî)

x∫
0

H(x+ t) dt =

x∫
0

[2H(2t)−H(t)] dt è

x∫
0

K ′(x− t) dt =

x∫
0

K ′(t) dt
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ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α > 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.3) è (3.2). Òîãäà
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(1.1) uα(x) =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K(x− t)u′(t) dt, x > 0,

èìååò â êîíóñå

Q1
0 = {u(x) : u ∈ C[0,∞) ∩ C1(0,∞), u(0) = 0 è u(x) > 0 ïðè x > 0}

(è â Pb ïðè ëþáîì b > 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x), ïðè÷åì äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ [0,∞) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâàα− 1

α

x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

1/(α−1)

≤ u∗(x) ≤

≤

α− 1

α

x∫
0

[H(x+ t) +K ′(t)] dt

1/(α−1)

.

Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â ïðîñòðàíñòâå Pb ìåòîäîì ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïèêàðîâñêîãî òèïà ïî ôîðìóëå un = Tun−1,
n ∈ N, ñî ñõîäèìîñòüþ ïî ìåòðèêå ρ, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (3.1).
Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (3.5).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà 0 < α < 1 óðàâíåíèå (1.1) íå
èìååò ðåøåíèé â êîíóñå Q1

0. Â ñàìîì äåëå, åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå,
÷òî u ∈ Q1

0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1), òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
îíî íå óáûâàåò è òîãäà, êîãäà 0 < α < 1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1),
èç òîæäåñòâà (1.1) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

uα(x) ≤ u(x)

x∫
0

H(x+ t)dt+ u(x)

x∫
0

K ′(x− t)dt, x > 0,

îòêóäà

uα−1(x) ≤
x∫

0

[2H(2t)−H(t)] dt+K(x).

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → 0 ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ: ∞ ≤ 0.
Çàìå÷àíèå 1. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå (ò.å. ïðè α = 1), êàê è â ñëó÷àå,

êîãäà 0 < α < 1, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1) èìååò â
êîíóñå Q ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(x) ≡ 0.
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Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè α > 1 óðàâíåíèå (1.1) ìîæåò èìåòü
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå è â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå íåëè-
íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîëüòåððîâñêîãî òèïà îò ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ëèøü òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.
Ïðèìåð 1. Åñëè H(x) = C1 ≥ 0 è K(x) = C2x, C2 > 0, òî êðîìå

òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèå (1.1) èìååò â êîíóñåQ è íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå:

u(x) = C · x1/(α−1), ãäå C =

(
α− 1

α
[C1 + C2]

)1/(α−1)

.

Ïðèìåð 2. Åñëè α = 2, H(x) = ex, K(x) = ex − 1, òî êðîìå òðè-
âèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèå (1.1) èìååò â êîíóñå Q è íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå:

u(x) =
1

3
e2x +

2

3
ex/2 − 1.

Â ñâÿçè ñ óñëîâèåì (3.2) çàìåòèì, ÷òî

lim
x→0

∫ x
0 [2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt

α
∫ x
0 [H(2t) +K ′(0)] dt

= lim
x→0

2H(2x)−H(x) +K ′(x)

α · [H(2x) +K ′(0)]
=

1

α
< 1.

Çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü óñëîâèÿ (3.2). Áîëåå
òîãî, â ñëó÷àå ÿäåð H(x) = C1 ≥ 0 è K(x) = C2x, C2 > 0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ, î÷åâèäíî, îñíîâíûì óñëîâèÿì (1.2) è (1.3), äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
(3.2) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ è ïðè ýòîì çíà÷åíèå q = 1/α.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñëåäóÿ ðàáîòàì [11] è [14] òåîðåìó 2 ìîæíî

îáîáùèòü íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ âèäà (1.1) ñ íåîäíîðîäíîñòüþ â ïðàâîé
÷àñòè, à â ñëó÷àå ïîêàçàòåëÿ α ñïåöèàëüíîãî âèäà òàêîå óðàâíåíèå ìîæ-
íî èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L1+α(0,∞) ìåòîäîì ìîíîòîííûõ
ïî Áðàóäåðó-Ìèíòè îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [18]).
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