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Abstract. The problem of numerical Monte Carlo simulation of the
process of optical radiation transfer in scattering media, the scattering
elements of which are transparent or semitransparent crystal particles,
is considered. Among a large number of applications that require solving
the equation for the transfer of electromagnetic radiation in the optical
wavelength range in crystal media, the main attention is paid to solving
one of the most important problems in atmospheric optics - the study of
solar radiation transfer in cirrus clouds consisting of ice crystal particles.
The main goal of such a study is to construct an adequate radiation model
of crystal clouds, taking into account multiple scattering. In this paper,
we consider two algorithms for numerical simulation of radiation transfer
based on the Monte Carlo method and ray tracing. The �rst algorithm
can be called traditional. It is well known and widely used by many
authors for estimating linear functionals of the solution of the optical
radiation transfer equation in isotropic media, in which the scattering
phase functions do not depend on the direction of motion of photon, but
are functions of the scattering angles. Such a model works well for media
such as atmospheric aerosol or liquid drop clouds, in which scattering
occurs on particles of spherical shape. In this context, this algorithm
is adapted to the problems of radiation transfer in anisotropic crystal
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media. Its application to crystal media requires obtaining and storing a
signi�cant amount of initial data on the primary optical characteristics
(attenuation coe�cients and volume phase functions (second-rank tensors)
of radiation scattering) necessary for modeling scattering processes. This
volume especially increases for inhomogeneous stochastic scattering media,
in which the shape, size, and orientation of particles are random functions
of spatial coordinates. The key idea of the second, alternative algorithm
is that in the process of modeling photon trajectories, the direction of
scattering of a photon after a collision with a crystal is calculated using
ray tracing, provided that the shape, size, and orientation of the particle
are previously randomly selected from some random distribution that
speci�es the composition of the scattering environment. In this algorithm,
there is no need for preliminary calculations of a large array of data on
the primary optical characteristics of scattering media. The algorithm
has a limitation on the size of crystal particles: their linear size must
signi�cantly exceed the radiation wavelength, since the laws of geometric
optics are used in modeling the scattering angles and wave e�ects are not
taken into account.

Keywords: Monte Carlo method, geometric optics, radiative transfer,
Cirrus clouds.

1. Ââåäåíèå

Ïðîöåññ ïåðåíîñà êâàíòîâ ñâåòà (ôîòîíîâ) â ðàññåèâàþùèõ è ïîãëîùàþùèõ
ñðåäàõ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè îïèñûâàåòñÿ èíòåãðî - äèôôå-
ðåíöèàëüíûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Èñ-
õîäíûìè ïàðàìåòðàìè è ôóíêöèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè â ýòîì óðàâíåíèè ïðî-
öåññû ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèö â ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ ñòîëêíîâåíèÿ, ÿâ-
ëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû îñëàáëåíèÿ, àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è èíäè-
êàòðèñû ðàññåÿíèÿ (óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè îäíîêðàòíî ðàññå-
ÿííîãî èçëó÷åíèÿ ÷àñòèöàìè çàäàííûõ ðàçìåðîâ, ôîðì è îðèåíòàöèé). Äëÿ
ðàñ÷åòà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê, â ñâîþ î÷åðåäü, íóæíà äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î
ñòðóêòóðå òàêèõ ìèêðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàññåèâàþùèõ ñðåä, êàê êîí-
öåíòðàöèè è ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ôîðìàì, ðàçìåðàì è ïðîñòðàíñòâåííîé
îðèåíòàöèè (äëÿ ÷àñòèö íåñôåðè÷åñêèõ ôîðì). Â ñèëó ÷ðåçâû÷àéíîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê â ðåàëüíûõ ðàññåèâàþùèõ êðè-
ñòàëëè÷åñêèõ ñðåäàõ èõ ìèêðîôèçè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå ìîäåëè ìîãóò áûòü
àäåêâàòíî îïèñàíû òîëüêî â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, ÷òî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íå òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêè óñðåäíåííûå ðàäèàöèîííûå
ìîäåëè, íî è îöåíèâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ðàäèàöèîí-
íûõ ïîëåé. Ðåøåíèå ýòîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è âîçìîæíî òîëüêî ñðåäñòâàìè
ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî).

Äëÿ ðàññåèâàþùèõ ñðåä, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî ñîñòàâó, ðàçìåðàì è ïðîñòðàí-
ñòâåííûì îðèåíòàöèÿì êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö íåñôåðè÷åñêèõ ôîðì, òðåáó-
åòñÿ âû÷èñëÿòü îòäåëüíûå íàáîðû îáúåìíûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ â ìàòðè÷-
íîé ôîðìå (ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà) äëÿ
êàæäîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû ñëó÷àéíîãî ðàçìåðà ñî ñëó÷àéíûìè îðèåíòàöèåé è
ôîðìîé. Îñîáåííîñòüþ ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïîïàäàíèè ôîòî-
íîâ íà ïðîçðà÷íûå êðèñòàëëè÷åñêèå ÷àñòèöû îíè ïðîíèêàþò âíóòðü ÷àñòèö è
ïåðåä âûëåòîì èç íèõ ôîòîíû èñïûòûâàþò âíóòðè ìíîãîêðàòíûå îòðàæåíèÿ
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îò ãðàíåé ýòèõ ÷àñòèö. Â áîëüøîì êîëè÷åñòâå èçâåñòíûõ ëèòåðàòóðíûõ èñ-
òî÷íèêîâ (íàïðèìåð, [3-9]) ïîäîáíûå çàäà÷è òðàäèöèîííî ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè
ôèçè÷åñêîé îïòèêè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñðåä ñ çàðàíåå çàäàííûì íàáîðîâ
êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö. Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñ÷åòà ìàò-
ðèö îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (òåíçîðîâ òðåòüåãî ðàíãà) è ýôôåêòèâíûõ ñå÷åíèé
îñëàáëåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ îãðîìíîãî íàáîðà êðèñòàëëîâ ðàçíûõ
ðàçìåðîâ, ôîðì è îðèåíòàöèé. Ïî îöåíêàì, ïðèâåäåííûì â ðàáîòå [10], òàêîé
ðàñ÷åò ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ïðè ñà-
ìûõ ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê òî÷íîñòè ìîäåëè è îáúåìó ñòàòèñòè÷åñêîé
âûáîðêè òðåáóåò ìîäåëèðîâàíèÿ áîëåå 1014 òðàåêòîðèé ôîòîíîâ. Ïðè ýòîì â
ïàìÿòè êîìïüþòåðà íåîáõîäèìî õðàíèòü êàê ìèíèìóì 1010 ýëåìåíòîâ òåíçî-
ðà ðàññåÿíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûì àëãîðèòìîì ïðåäñòàâ-
ëåí íîâûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé â îäíîì ðàñ÷åòå âû÷èñëÿòü õàðàêòåðèñòèêè
ïåðåíîñà îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â êðèñòàëëè÷åñêèõ ñðåäàõ äëÿ ëþáîãî íàáîðà
÷àñòèö ñëó÷àéíûõ ôîðì, ðàçìåðîâ è îðèåíòàöèé áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñ÷åòà
âûøåóêàçàííîãî òåíçîðà ðàññåÿíèÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ðàçðàáîòàííîì àë-
ãîðèòìå, îñíîâàííîì íà çàêîíàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðàçìåð êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö çíà÷èòåëüíîãî ïðåâûøàåò äëèíó âîëíû èç-
ëó÷åíèÿ. Âû÷èñëåíèå íîâîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ
ñëó÷àéíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ÷àñòèöåé ïðîèçâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â õîäå ìî-
äåëèðîâàíèÿ åãî òðàåêòîðèè ìåòîäîì òðàññèðîâêè ëó÷åé. Â äàííîì ñëó÷àå íåò
íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü áîëüøèå îáúåìû äàííûõ îá èíäèêàòðèñàõ ðàññåÿíèÿ
èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ïàäåíèÿ ôîòîíà íà êðèñòàëëè÷åñêèå ÷àñòè-
öû ðàçíûõ ðàçìåðîâ, ôîðì è ïðîñòðàíñòâåííûõ îðèåíòàöèé. Ýòîò àëãîðèòì
ïîçâîëÿåò ëåãêî èçìåíÿòü ñîñòàâ ðàññåèâàþùåé ñðåäû äàæå â ïðîöåññå ðàáî-
òû ïðîãðàììû. Îáà ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìà ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ îäíèõ è òåõ æå çàäà÷ ïåðåíîñà îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ðàññåèâàþùèõ ñðåä, â êîòîðûõ ôîðìû êðèñòàëëîâ, èõ êîíöåí-
òðàöèè è îðèåíòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè. Ïðè ýòîì àëãîðèòìû
èìåþò ðàçíóþ òðóäîåìêîñòü è âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ìèêðîôèçè÷åñêèõ ìî-
äåëåé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîõîæäåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ïëîñêîé ñëîé
0 ≤ z ≤ H îäíîðîäíîãî ðàññåèâàþùåãî è ïîãëîùàþùåãî âåùåñòâà. Âçàèìîäåé-
ñòâèå ôîòîíîâ ñ âåùåñòâîì áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü îáúåìíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè îñëàáëåíèÿ σe, ðàññåÿíèÿ σs è ïîãëîùåíèÿ σa(σe = σs+σa) è èíäèêàòðèñîé

ðàññåÿíèÿ g(ω
′
,ω), íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì

∫
Ω
g(ω

′
,ω) dω = 1. Çäåñü ω

′
è

ω - åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ ôîòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî
ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíîâ óäîáíåå îïèñûâàòü âìåñòî èíòåãðî - äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ýêâèâàëåíòíûì åìó èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèåì äëÿ ïëîòíîñòè ñòîëêíîâåíèé [11, ñòð. 16], äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü
ôèçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà

(1) f(x) =

∫
X

k(x
′
,x)f(x

′
)dx

′
+ ψ(x),

ãäå f(x) - ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé â òî÷êå x ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X êîîð-
äèíàò è íàïðàâëåíèé, ψ(x) - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ. ßäðî ýòîãî
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óðàâíåíèÿ èìååò âèä ([11, ñòð. 15])

(2) k(x
′
,x) = σsg[(ω

′
,ω)]

e−τ(r
′
,r)

2π|r − r′ |2
δ

(
ω − r − r

′

|r − r′ |

)
è ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà èç òî÷êè x

′
= (r

′
,ω

′
) â òî÷êó x = (r,ω),

îïðåäåëÿþùåé ìàðêîâñêóþ öåïü ñòîëêíîâåíèé ñ ýëåìåíòàìè âåùåñòâà. Â (2)

τ(r
′
, r) = σe|r

′ − r| - îïòè÷åñêàÿ äëèíà ïóòè îò òî÷êè r
′
äî òî÷êè r. Â ñàìîé

îáùåé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå Jχ = (f(x), χ(x)), ãäå χ(x) ≥ 0 - íåêîòîðàÿ íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (1) ñ ÿäðîì (2) îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåíîñà
ôîòîíîâ â èçîòðîïíîé ñðåäå, â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû σe, σs, σa è èíäèêàòðè-
ñà ðàññåÿíèÿ g(µ) íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ ω

′
, çäåñü µ - êîñèíóñ óãëà ðàñ-

ñåÿíèÿ: µ = (ω
′
,ω). Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ,

íàïðèìåð, â àýðîçîëüíûõ è æèäêî êàïåëüíûõ ñðåäàõ. Â íèõ ðàññåÿíèå ïðîèñ-
õîäèò íà ÷àñòèöàõ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â ñëîå âî
âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Îïòè÷åñêèå ìîäåëè òàêèõ ñðåä ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
[12, 13]. Â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ êîýôôèöèåíòû σe, σs, σa çàâèñÿò îò ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êîîðäèíàò. Â îòëè÷èå îò èçîòðîïíûõ ñðåä êðèñòàëëè÷åñêèå ñðåäû
âñëåäñòâèå ðàçíûõ òèïîâ, ôîðì è îðèåíòàöèé êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö ÿâëÿ-
þòñÿ àíèçîòðîïíûìè. Ýòî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò îïòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàññå-
èâàþùåé ñðåäû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â åäèíè÷íîì îáúåìå ñðåäû ïðèñóòñòâóåò
íàáîð êðèñòàëëîâ èç m ìàññèâîâ ÷àñòèö, ñãðóïïèðîâàííûõ ïî ïðèçíàêó ôîðì,
à îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà (ñ÷åòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö) ðàâíî
M =

∑m
ν=1mν , ãäå mν - ñ÷åòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ν-ãî òèïà. Âñå ÷àñòèöû

êàæäîé ãðóïïû ìîãóò èìåòü ðàçíûå ðàçìåðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíû-
ìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ñ ïëîòíîñòüþ Pν(ρ), ν = 1,m. Â êà÷åñòâå
ðàçìåðîâ ÷àñòèö íåñôåðè÷åñêèõ ôîðì ρ ìîæíî ïðèíèìàòü âåëè÷èíû òàê íà-
çûâàåìûõ ôîðì-ôàêòîðîâ, ðàâíûõ îòíîøåíèþ äëèíû âûäåëåííîé ãëàâíîé îñè
÷àñòèöû ê âûäåëåííîìó ýôôåêòèâíîìó äèàìåòðó îñíîâàíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ è
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ îðèåíòàöèé êðèñòàëëîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
çàäàííûõ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé PΘ,ν(α, β, γ), èñïîëüçóåòñÿ
ñèñòåìà óãëîâûõ êîîðäèíàò Ýéëåðà α, β, γ [14], îïðåäåëÿþùèõ âðàùåíèå ÷àñòèö
îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì. Ðèñ.1).

Â ýòîé ìîäåëè òåíçîðû îñëàáëåíèÿ Σe(ω) è ðàññåÿíèÿ ḡ[ω
′
,ω], âõîäÿùèå â

ÿäðî (2) óðàâíåíèÿ (1), âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Σe(ω) =
1

m

m∑
ν=1

mν

∫ 2π

0

PΘ,ν(α, β, γ)[

∫ π

0

[

∫ 2π

0

[

∫ ρmax

ρmin

×Pν(ρν)Se,ν(ω, (α, β, γ), ρν) dρν ] dα] dβ] dγ,

ḡ[ω
′
,ω] =

1

m

m∑
ν=1

∫ ρmax

ρmin

Pν(ρν)[

∫ 2π

0

[

∫ π

0

[

∫ 2π

0

PΘ,ν(α, β, γ)

(3) ×gν(ω
′
,ω, (α, β, γ), ρ) dγ] dβ] dα] dρ,

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ÿäðî (2) ïðè îòñóòñòâèè ïîãëîùåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

(4) k(x
′
,x) = Σe(ω)ḡ[ω

′
,ω]

e−Σe(ω)l

|r − r′ |2
δ

(
ω − r − r

′

|r − r′ |

)
, r = r

′
+ ωl, l = |r − r

′
|.
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Ðèñ. 1. Ê îïðåäåëåíèþ óãëîâ Ýéëåðà (XY Z - ñèñòåìà êîîðäè-
íàò, ïîëó÷åííàÿ âðàùåíèåì ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
xyz íà óãëû α, β, γ)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè Se,ν(ω, (α, β, γ), ρν), âõîäÿùåé â âûðàæåíèå äëÿ
Σe(ω), ýòî ïëîùàäü ïðîåêöèè êðèñòàëëà ν-ãî òèïà è ðàçìåðà ρν ñ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé îðèåíòàöèåé, çàäàíîé óãëàìè Ýéëåðà α, β, γ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-
êóëÿðíóþ âåêòîðó ω, òàê ÷òî âåëè÷èíà Se,ν(ω, (α, β, γ), ρν) ÿâëÿåòñÿ îáúåìíûì
êîýôôèöèåíòîì îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ òàêèìè ÷àñòèöàìè. Ïî òåîðåìå îïòè-
÷åñêîé ýêñòèíêöèè äèôðàêöèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàâíà ëó÷åâîé [6, ñòð.98],
ïîýòîìó äëÿ ó÷åòà ýôôåêòà äèôðàêöèè ôóíêöèþ Se,ν(ω, (α, β, γ), ρν) íóæíî
óìíîæèòü íà 2. Çäåñü ïîëåçíî äîáàâèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòèö ïðàâèëüíîé
ôîðìû ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïðîåê-
öèè ÷àñòèöû â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðàâèëüíóþ ãåê-
ñàãîíàëüíóþ ïðèçìó ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ d è âûñîòîé áîêîâîé ñòîðîíû h, íà
êîòîðóþ ïàäàåò èçëó÷åíèå â íàïðàâëåíèè ñ çåíèòíûì óãëîì θ è àçèìóòàëüíûì
óãëîì η (ñì. ðèñ. 2). Ïëîùàäü ïðîåêöèè ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû íà ïëîñêîñòü,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íàïðàâëåíèþ ω îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé [6, ñòð.98]

S(θ, η) =
3
√
3d2

8
sinθ + dhcosθcos(π/6− η).

Äëÿ õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííîé ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû, ñ ó÷åòîì òåîðåìû
îïòè÷åñêîé ýêñòèíêöèè è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì âõîäÿùèì íàïðàâëåíèÿì,
ñå÷åíèå îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ðàâíî Se,ν = 3/4(

√
3d2/4 + dh).

Â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ Σe(ω) è ḡ[ω
′
,ω] - ñîîòâåòñòâåííî òåíçîðû

îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ, çàâèñÿùèå îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôî-
òîíà, îñðåäíåííûå ïî ðàñïðåäåëåíèÿì ðàçìåðîâ, ôîðì è îðèåíòàöèé êðèñòàë-
ëîâ. Ïðè ýòîì óãëû Ýéëåðà, îïðåäåëÿþùèå âðàùåíèÿ êðèñòàëëîâ îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ëàáîðàòîðíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, çàäàþòñÿ â óçëàõ ñåò-
êè {αi, βj , γk : i = 1, nα, j = 1, nβ , k = 1, nγ}. nα, nβ , nγ - ñîîòâåòñòâóþùåå
êîëè÷åñòâî óçëîâ. Èíòåãðàëû â (3) âû÷èñëÿþòñÿ êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíîãî
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [15] ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàññèðîâêè ëó÷åé, ïðîíèêàþùèõ
âíóòðü êðèñòàëëîâ, ñ çàìåíîé èíòåãðàëîâ ñóììèðîâàíèåì ïî óçëîâûì çíà÷å-
íèÿì ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé â óçëàõ αi, βj , γk ñ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöè-
åé ìåæäó óçëàìè. Ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò äëÿ ïðîâåäåíèÿ òðåáóåìûõ ðàñ÷åòîâ
ïðèìåíèòü òðàäèöèîííóþ ñõåìó ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì. [11]), ò. å. ðàññìàòðèâàòü
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Ðèñ. 2. Îïðåäåëåíèå óãëîâ θ è η ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöè-
åíòà îñëàáëåíèÿ

àêòû ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ â ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ. Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè óòî÷íèì ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå çàäà÷ó. Ãðàíèöà z = 0 ñëîÿ
0 ≤ z ≤ H, çàïîëíåííîãî ðàññåèâàþùèìè ñâåò êðèñòàëëè÷åñêèìè ÷àñòèöà-
ìè, îñâåùàåòñÿ áåñêîíå÷íî øèðîêèì ñâåòîâûì ïîòîêîì åäèíè÷íîé ìîùíîñòè â
íàïðàâëåíèè ω0. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü äîëþ ñâåòîâîãî ïîòîêà, âûøåäøåãî èç
ñëîÿ ÷åðåç ãðàíèöó z = H. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (1) ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà
ψ(x) = ψ((x, y, z),ω) = δ(z)δ(ω − ω0), à ôóíêöèÿ

χ(x) =

{
1 ïðè z ≥ H,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë Jχ åñòü íè÷òî èíîå, êàê âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ôî-
òîíîì ÷åðåç ñëîé 0 ≤ z ≤ H. Åñëè òðåáóåòñÿ îöåíèòü óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå
âûõîäÿùåãî èç ñëîÿ èçëó÷åíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâî z > H, òî âåêòîð íàïðàâëå-
íèÿ âûëåòà ôîòîíà èç ñëîÿ ω óäîáíî çàäàâàòü â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò θ, η ñ íà÷àëîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ôîòîíîì ïëîñêîñòè z = H, θ ∈ [0, π/2]
- øèðîòíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè, ïàðàëëåëüíîé îñè z, à η ∈ [0, 2π]
- àçèìóòàëüíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè x ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàèáîëåå
ïðîñòî èñêîìîå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëÿòü â âèäå ãèñòîãðàììû ïî óãëî-
âûì ïåðåìåííûì. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óãëîâ θ, η ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñåòêè óçëîâ {θi, i = 0, . . . , nθ} è {ηj , j = 1, . . . , nη}. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
χ(x) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

χ(x) = χ[(x, y,H), (θ, η)] =

{
1 ïðè θ ∈ [θi−1, θi], η ∈ [ηj , ηj+1],

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

Òðàäèöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî óðàâíåíèÿ ïåðå-
íîñà èçëó÷åíèÿ (1) â êðèñòàëëè÷åñêèõ ñðåäàõ, êàê óêàçûâàëîñü â ðàçäåëå 2,

òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ôóíêöèé Σe(ω) è ḡ[ω
′
,ω]. Ïðîöåäóðà

âû÷èñëåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ îïèñàíà â [10]. Äàëåå ñòðîÿòñÿ òðàåêòîðèè äâèæå-
íèÿ ôîòîíîâ â âèäå ëîìàíûõ ëèíèé ñî ñëó÷àéíûìè äëèíàìè ïðÿìîëèíåéíûõ
ó÷àñòêîâ è ñëó÷àéíûìè óãëàìè èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ â òî÷êàõ
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ðàññåÿíèÿ [11]. Ïðÿìîé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ìàð-
êîâñêîé öåïè ñòîëêíîâåíèé òðàåêòîðèé ôîòîíîâ â ðàññåèâàþùåé ñðåäå ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü çàäàíà ëàáîðàòîðíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò xyz, â êîòîðîé
ñëîé ðàññåèâàþùåãî âåùåñòâà îãðàíè÷åí ïëîñêîñòÿìè z = 0 è z = H. Ïóñòü
ïîñëå (k − 1) - ãî ñòîëêíîâåíèÿ â òî÷êå rk−1 ôîòîí äâèæåòñÿ âäîëü âåêòîðà
ωk−1 (äëÿ ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ôîòîí èñïóñêàåòñÿ èç òî÷êè r0 â íàïðàâëå-
íèè ω0). Ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l äî ñëåäóþùåé òî÷êè
ñòîëêíîâåíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè fl(t) =
Σe(ωk−1)exp(−Σe(ωk−1)t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå l = −ln(ς)/Σe(ωk−1), ãäå ς
- ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàñïðåäåëåííîå ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (0, 1). Êîîðäèíàòû
òî÷êè k-ãî ñòîëêíîâåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå rk = rk−1 + ωk−1l. Ïîñëå
êàæäîãî îïðåäåëåíèÿ î÷åðåäíîé òî÷êè ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà
âûëåòà èç ñðåäû. Åñëè ôîòîí âûëåòåë èç ñðåäû, òî òðàåêòîðèÿ îáðûâàåòñÿ
è ìîäåëèðóåòñÿ íîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Åñëè ôîòîí âûëåòåë â ïîëóïðîñòðàíñòâî
z > H, òî â ñ÷åò÷èê äëÿ ôóíêöèîíàëà Jχ çàíîñèòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà W ,
êîòîðàÿ çàâèñèò îò îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ, îïðåäåëÿåìûõ êîìïëåêñ-
íûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = n− iκ, ãäå i =

√
−1. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü

ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îòâå÷àåò çà îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà íà ãðàíÿõ
êðèñòàëëà, à ìíèìàÿ ÷àñòü îòâå÷àåò çà îñëàáëåíèå ïó÷êà â ðåçóëüòàòå ïîãëî-
ùåíèÿ âíóòðè êðèñòàëëà. Â ñëó÷àå ïðîçðà÷íûõ êðèñòàëëîâ, ò.å. â îòñóòñòâèå
ïîãëîùåíèÿ, W = 1. Åñëè κ ̸= 0, òî ÷àñòü èçëó÷åíèÿ ïîãëîùàåòñÿ â êðèñòàëëå.
Â îòëè÷èå îò ìîäåëè ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ ÷àñòèöàìè àýðîçîëåé èëè êàïëÿìè
âîäû, â êîòîðîé ïîãëîùåíèå â ñëó÷àå åãî íàëè÷èÿ ïðîèñõîäÿò ïðè ñòîëêíî-
âåíèÿõ, â äàííîì ñëó÷àå ïó÷îê èçëó÷åíèÿ îñëàáëÿåòñÿ íà ïóòè îò ïîïàäàíèÿ
ôîòîíîâ âíóòðü êðèñòàëëîâ äî âûëåòà è îïðåäåëÿåòñÿ äëèíàìè ýòèõ ïóòåé äëÿ
êàæäîãî îòäåëüíîãî ôîòîíà. Ýòè äëèíû L ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè,
çàâèñÿùèìè îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíà ω

′
ïåðåä ïîïàäàíèåì â êðè-

ñòàëë, îò ôîðìû è ðàçìåðà êðèñòàëëà, çàäàííûìè ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
Pν(ρν), à òàêæå îò îðèåíòàöèè êðèñòàëëà, çàäàâàåìîé óãëàìè Ýéëåðà (α, β, γ).
Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ¾ñòîëêíîâèòåëüíîé¿ ìîäåëè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíè-
åì (1), ÿäðî (4) íóæíî óìíîæèòü íà ôóíêöèþ

Qa(ω
′
) =

1

m

m∑
ν=1

∫ 2π

0

[

∫ π

0

[

∫ 2π

0

[

∫ ρmax

ρmin

PΘ,ν(α, β, γ)

(5) ×Pν(ρν)e
−σa,crL(ω

′
,(α,β,γ),ρν) dρν ] dα] dβ] dγ.

Çäåñü σa,cr - êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîãî âåùåñòâà. Äëÿ ÷à-
ñòèö ëüäà âåëè÷èíó ýòîãî êîýôôèöèåíòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [13, ñòð.99].

Ôóíêöèÿ Qa(ω
′
) èãðàåò ðîëü àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ìîäåëè, îïè-

ñûâàåìîé óðàâíåíèåì (1). Îíà, êàê è òåíçîðû Σe(ω) è ḡ[ω
′
,ω] â (3), ïðåä-

âàðèòåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñ ïðèìåíåíèåì òðàññèðîâêè
ëó÷åé âíóòðè êðèñòàëëîâ. Âêëàä W â îöåíêó ôóíêöèîíàëà Jχ îò ïðîèçâîëü-
íîé ñëó÷àéíîé s-é òðàåêòîðèè ñ ns,k ñòîëêíîâåíèÿìè ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ
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âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ws =
∏ns,k

n=1Qa(ω
′

n−1). Òàêèì îáðàçîì, ïî ðåçóëü-
òàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ àíñàìáëÿ èç S íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé ôîòîíîâ îöå-

íèâàåòñÿ èñêîìûé ôóíêöèîíàë Jχ ≈ 1/S
∑S

s=1Ws ñ îòíîñèòåëüíûì ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêèì óêëîíåíèåì δW ≈
√
DW/Jχ, ãäå DW îöåíèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

DW ≈ 1/S[1/S
∑S

s=1W
2
s − [1/S

∑S
s=1Ws]

2].
Äàëåå îïèøåì ïîäðîáíåå ïðîöåäóðó ñëó÷àéíîãî âûáîðà íîâîãî íàïðàâëåíèÿ

äâèæåíèÿ ôîòîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ â ¾ñòîëêíîâèòåëüíîé¿ ìîäåëè. Åäèíè÷íûé
âåêòîð íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíà ω, èñõîäÿùèé èç òî÷êè ñòîëêíîâåíèÿ
r, áóäåì çàäàâàòü â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò θ, η ñ ïîëþñîì â òî÷êå
r îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå
r: ω = (θ, η), θ ∈ [0, π] - çåíèòíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè, ïàðàëëåëüíîé
îñè z, à η ∈ [0, 2π] - àçèìóòàëüíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè x ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëíûé òåëåñíûé óãîë 4π ïðåäñòàâëåí â âèäå ñåòêè
óçëîâ ïî êîîðäèíàòàì θ ∈ [0, π] è η ∈ [0, 2π]: {θi, i = 0, . . . , nθ} è {ηj = 1, . . . , nη}.
Ñîãëàñíî ïðîöåäóðå, ïðåäñòàâëåííîé â [10], ìåòîäîì òðàññèðîâêè ëó÷åé âíóòðè

êðèñòàëëîâ äëÿ òåíçîðà ḡ[ω
′
,ω] ïîëó÷åíà îöåíêà â âèäå ãèñòîãðàììû ïî óãëî-

âûì ñåãìåíòàì òåëåñíîãî óãëà 4π ïî ïåðåìåííûì θ, η. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîäåëè-
ðîâàíèå íîâîãî íàïðàâëåíèÿ ω ïîñëå ðàññåÿíèÿ ôîòîíà, èìåâøåãî äî ðàññåÿíèÿ
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ω

′
, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïî îïðåäåëå-

íèþ
∫
4π
ḡ[ω

′
,ω] dω = 1. Îòñþäà

∑nθ

i=0

∑nη

j=1 ḡi,j [ω
′
,ω]∆ω,i,j = 1 ïðè ω(θ, η) ∈

∆ω,i,j , ãäå óãëîâûå ñåãìåíòû ∆ω,i,j îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè θi−1 < θ ≤ θi, ηj <
η ≤ ηj+1 : {i = 1, . . . , nθ, j = 1, . . . , nη −1}. Ðàçûãðûâàåòñÿ î÷åðåäíîå ñëó÷àéíîå
÷èñëî ς, ðàñïðåäåëåííîå ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (0, 1). Âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðî-

âàíèå ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Σς =
∑nθ

i=0[
∑nη

j=1 ḡi,j [ω
′
,ω]∆ω,i,j ] äî

ïåðâîãî ìîìåíòà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Σς > ς. Åñëè ýòî ïðîèñõî-
äèò ïðè èíäåêñàõ i = iς è j = jς , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîâîå íàïðàâëåíèå
ω ∈ ∆ω,iς ,jς . Âíóòðè ñåãìåíòà ∆ω,iς ,jς âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ θς , ης
ïî ïðàâèëó: θς = θiς−1+(θiς − θiς−1)×ς1 è ης = ηjς +(ηjς+1 − ηjς )×ς2. Çäåñü ς1 è
ς2 - äâà î÷åðåäíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñëà, ðàñïðåäåëåííûõ ðàâíîìåð-
íî íà îòðåçêå (0, 1). Â êà÷åñòâå âåêòîðà íîâîãî íàïðàâëåíèÿ ïîñëå ðàññåÿíèÿ
áåðåòñÿ âåêòîð ω (θς , ης).

Ýòîò àëãîðèòì èìååò îãðàíè÷åíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ � íåîáõîäèìîñòü îáøèð-
íûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ òåíçîðîâ ḡ[ω

′
,ω] è Σe(ω), òðåáóþùèõ çíà÷è-

òåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è ïîñëåäóþùåãî õðàíåíèÿ áîëüøîãî áàíêà
äàííûõ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæ-
äîå èçìåíåíèå ìèêðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàññåèâàþùåé ñðåäû (íàïðèìåð,
èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèé ÷àñòèö ðàçíîãî òèïà èëè ó÷åò ðàçíûõ ôîðì øåðîõî-
âàòîñòè ãðàíåé êðèñòàëëîâ) òðåáóåò ïåðåñ÷åòà ýòèõ òåíçîðîâ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñî÷åòà-
íèè ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî òðàåêòîðèé ôîòîíîâ, èñ-
ïûòûâàþùèõ ðàññåÿíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè, ïðè ýòîì ðàññåÿíèå ïî-
ïàâøèõ âíóòðü êðèñòàëëîâ ôîòîíîâ ìîäåëèðóåòñÿ ìåòîäîì òðàññèðîâêè ëó-
÷åé. Â ýòîì àëãîðèòìå ïðîöåäóðà ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ òåíçîðîâ ðàññåÿ-
íèÿ ḡ[ω

′
,ω] è Σe(ω) íå òðåáóåòñÿ. Çäåñü ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóþùàÿ. Â

î÷åðåäíîé òî÷êå ñòîëêíîâåíèÿ r
′
(x

′
, y

′
, z

′
) ôîòîí, èìåþùèé íåêîòîðîå íàïðàâ-

ëåíèå äâèæåíèÿ ω
′
, ïîïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü ñëó÷àéíîãî êðèñòàëëà. Èç ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òèï ÷àñòèöû,
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ðàçìåð è ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ. Â îïîðíóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷-
êå r

′
ïîìåùàåòñÿ âûáðàííàÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ èç íàïðàâëåíèÿ ω

′
îñâåùàåòñÿ

íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ôîòîíîâ äî òåõ ïîð, ïîêà ôîòîí íå ïîïàäåò â íåêî-
òîðóþ ñëó÷àéíóþ òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîðà ω

′
è êðèñòàëëè÷åñêîé ÷àñòèöû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ïðîöåäóðà (ñì. Ðèñ. 3). Ðàäèóñ îïîðíîé ñôåðû R äîëæåí áûòü òàêîãî ðàç-
ìåðà, ÷òîáû ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ÷àñòèöà ñ âíóòðåííåé öåíòðàëüíîé òî÷êîé,
ïîìåùåííîé â öåíòð ñôåðû, ïðè âñåõ âðàùåíèÿõ ïîìåùàëàñü âíóòðè ñôåðû.

Ìîäåëèðóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ òî÷êà
(
x

′

ς , y
′

ς , z
′

ς

)
, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â êðó-

ãå
(
x− x

′
)2

+
(
y − y

′
)2

≤ R2, z = z
′
. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïîâîðîò ïëîñêîñòè

z = z
′
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð ω

′
ñòàë íîðìàëüíûì âåêòîðîì äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàííîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ ïîâîðîò ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî
îñè Ox íà óãîë θ è îòíîñèòåëüíî îñè Oz íà óãîë η:xςyς

zς

 =

cosη −sinη 0
sinη cosη 0
0 0 1

 cosθ 0 sinθ
0 1 0

−sinθ 0 cosθ

x′

ς

y
′

ς

z
′

ς

 .
Ñïîñîáîì, îïèñàííûì â [16], îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîðà −ω, èñ-
õîäÿùåãî èç òî÷êè (xς , yς , zς), ñ ãðàíüþ êðèñòàëëà. Â ñëó÷àå, åñëè âåêòîð −ω íå
ïåðåñåêàåò êðèñòàëë, ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ñ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóþùåé ñëó-

÷àéíîé òî÷êè
(
x

′

ς , y
′

ς , z
′

ς

)
. Îòðàæåíèå èëè ïðåëîìëåíèå ëó÷à ω ïîâåðõíîñòüþ

Ðèñ. 3. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè è âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ äî
ðàññåÿíèÿ

êðèñòàëëà ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì ëó÷åâîé îïòèêè íà ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêå
ñ âåêòîðîì íîðìàëè s, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà â òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ. C âåðîÿòíîñòüþ P (ω, s) ïðîèñõîäèò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå â íàïðàâëåíèè
ωrefl = ω−2(ω, s)s, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−P (ω, s) ïðîèñõîäèò ïðåëîìëåíèå â íà-
ïðàâëåíèè ωrefr = vω−Ds. Çäåñü P (ω, s) - êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ Ôðåíåëÿ,
êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ïðåîáðàçîâàííîé
ôîðìå

P (ω, s) =
(|A| −B)2(A2B2 + C2)

(|A|+B)2(|A|B + C)2
, A = (ω, s),
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B =


√
n2i,a − 1 +A2 A < 0,√
1/n2i,a − 1 +A2 A >

√
1− 1/n2i,a,

0 0 ≤ A ≤
√
1− 1/n2

i,a.

C = 1−A2, D = A− sign(A)B, v =

{
1/ni,a A ≤ 0,

ni,a A > 0.

Çäåñü n - äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ ñâå-
òà ãðàíüþ êðèñòàëëà.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëî èñïîëüçîâàíî 4 òèïà ÷àñòèö (ñì.
Ðèñ. 4): ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿìè (ae, be, ce), ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð ñ ïîëóîñÿìè
îñíîâàíèÿ (ac, bc) è âûñîòîé hc, ïðèçìà ïðàâèëüíîé èëè íåïðàâèëüíîé ôîðìû ñ
÷èñëîì âåðøèí ïðè îñíîâàíèè NV , âûñîòîé hp è ïîëóîñÿìè ýëëèïñà ap, bp, îïè-
ñàííîãî îêîëî îñíîâàíèÿ. ×åòâåðòîé ìîäåëüþ êðèñòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé
ìíîãîãðàííèê ñëó÷àéíîé ôîðìû, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ îáî-
ëî÷êó ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ òî÷åê â íåêîòîðîì çàäàííîì îáúåìå [17-21].

Ðèñ. 4. Òèïû òåñòèðîâàííûõ ìîäåëåé ÷àñòèö â ñëó÷àéíûõ ïå-
ðèñòûõ îáëàêàõ

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå âû÷èñ-
ëåííûõ èíäèêàòðèñ c ðàñ÷åòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Òàê êàê îñíîâíûå øàãè â
ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ, îïèñàííûå âûøå, ñîâïàäàþò ñ
ïðîöåññîì âû÷èñëåíèÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ìåòîäîì ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè è òðàññèðîâêè ëó÷åé, òî äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïðåäëîæíîãî àëãîðèò-
ìà áûëè ðàçðàáîòàíû êîäû ïðîãðàìì äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ
÷àñòèöàìè ðàçëè÷íûõ ôîðì, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñðàâíèâà-
ëèñü ñ ðàñ÷åòàìè èç ðàáîò [8, 9]. Â ðàñ÷åòàõ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ëüäà
áûë ðàâåí n = 1.311. Íà ðèñ. 5 (ñëåâà) ïðåäñòàâëåíû âû÷èñëåííûå èíäèêà-
òðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà (ñ ïàðàìåòðàìè hc/2 = ac = bc) è



ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÐÀÄÈÀÖÈÈ Â ÊÐÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÐÅÄÀÕ 11

ïðàâèëüíîé ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû (ñ ïàðàìåòðàìè ap = bp = hp/2) ñ õàîòè-
÷åñêîé îðèåíòàöèåé, êîòîðûå âèçóàëüíî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîòû
[8, �g.2]. Íà ðèñ. 5 (ñïðàâà) âû÷èñëåííûå èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ ñôåðî-
èäîâ (ñ ñîîòíîøåíèåì îñåé 3 : 3 : 4) è ñôåð ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èç
ðàáîòû [9]. Ñðàâíåíèÿ ïîêàçàëè õîðîøåå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ, èç ÷åãî äåëàåì
âûâîä, ÷òî ðàçðàáîòàííûå ïðîãðàììû ðàáîòàþò êîððåêòíî. Òàêæå áûëè ïðîâå-

Ðèñ. 5. Èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà è
ïðàâèëüíîé ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû ñ õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèåé
(ñëåâà). Èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ ñôåðîèäîâ è ñôåð (ñïðàâà)

äåíû ðàñ÷åòû ïðîïóñêàíèÿ è îòðàæåíèÿ èçëó÷åíèÿ äëÿ ïëîñêîãî îäíîðîäíîãî
ðàññåèâàþùåãî ñëîÿ, ñîñòîÿùåãî èç îäèíàêîâûõ õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ
ïðàâèëüíûõ ãåêñàãîíàëüíûõ ëåäÿíûõ ïðèçì (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ
ïðåëîìëåíèÿ 1.31), äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñ-
ëåííûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ è ñ âû÷èñëåíèåì íàïðàâëåíèé ðàññåÿíèÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé ôîòîíîâ (¾in situ tracing¿). Âå-
ðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ ôîòîíà ïðè ñòîëêíîâåíèè ðàâíà q = 0.9936. Íà ðèñ. 6
ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè îòðàæåíèÿ R1, R2, ïðîïóñêàíèÿ T1, T2 è ïî-
ãëîùåíèÿ A1, A2 ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ ñ îïòè÷åñêîé òîëùèíîé τ . Íà÷àëüíûé
óãîë ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ ðàâåí 0. Èíäåêñîì 1 îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû, ðàññ÷è-
òàííûå ìåòîäîì ¾in situ tracing¿, çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì 2 ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-
âàíèåì çàðàíåå âû÷èñëåííûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ. Íà òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåðîÿòíîñòè îòðàæåíèÿ R1, ïîãëîùåíèÿ A1, ïðîïóñêàíèÿ
T1 è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ∆R1,∆A1,∆T1 àëãîðèòìîì ñ âû÷èñëåíèåì
óãëà ðàññåÿíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèè ôîòîíà äëÿ
êðèñòàëëè÷åñêèõ îáëàêîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãåêñàãîíàëüíûõ ïðèçì, ñ îïòè÷åñêîé
òîëùèíîé τ . Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ðàâíà 0, 024
ïðè ÷èñëå òðàåêòîðèé 105.

Â ñëåäóþùèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ
ñîñòàâà ðàññåèâàþùåãî ñëîÿ íà åãî àëüáåäî è ïðîïóñêàíèå äëÿ õàîòè÷åñêè îðè-
åíòèðîâàííûõ êðóïíûõ ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ ôîðì. Ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà
ñîñòàâà ñðåäû: 1) âñå ÷àñòèöû îäèíàêîâû è õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàíû. 2) ÷à-
ñòèöû îäíîãî òèïà, íî ðàçëè÷íû ïî ñîîòíîøåíèÿì ïàðàìåòðîâ. Ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè ïîëóîñè ýëëèïñîèäîâ ðàâíû 5 äëÿ ïåðâîãî ñîñòàâà ñðåäû è ae, be, ce
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â îáëàñòè [1, 6] äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ñîñòàâà. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ ãåêñàãîíàëüíûå ïðèçìû ïðàâèëüíîé ôîðìû ñ âûñî-
òîé hp = 5, è ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ 5, âî âòîðîì - çíà÷åíèÿ ap, bp, hp ðàâíîìåðíî
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Ðèñ. 6. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåðîÿòíîñòè îòðàæåíèÿ R1, R2,
ïðîïóñêàíèÿ T1, T2 è ïîãëîùåíèÿ A1, A2 àëãîðèòìàìè ñ âû-
÷èñëåíèåì óãëà ðàññåÿíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè
òðàåêòîðèè ôîòîíà (èíäåêñ 1), è ñ èñïîëüçîâàíèåì çàðàíåå âû-
÷èñëåííîé èíäèêàòðèñû (ñ èíäåêñîì 2) äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ
îáëàêîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãåêñàãîíàëüíûõ ïðèçì, ñ îïòè÷åñêîé
òîëùèíîé τ

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåðîÿòíîñòè îòðàæåíèÿ R1,
ïîãëîùåíèÿ A1, ïðîïóñêàíèÿ T1 è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ∆R1,∆A1,∆T1 àëãîðèòìîì ñ âû÷èñëåíèåì óãëà ðàññå-
ÿíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèè ôîòîíà
äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ îáëàêîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãåêñàãîíàëüíûõ
ïðèçì, ñ îïòè÷åñêîé òîëùèíîé τ

τ R1 A1 T1 ∆R1 ∆A1 ∆T1
1 0.1346 0.0195 0.8459 0.00795 0.02448 0.00134
5 0.4534 0.1013 0.4453 0.00304 0.00921 0.00408
10 0.5890 0.1885 0.2225 0.00245 0.00646 0.00673
15 0.6107 0.2641 0.1252 0.00233 0.00538 0.00973
20 0.6284 0.2981 0.0735 0.00226 0.00498 0.01378

ðàñïðåäåëåíû â îáëàñòè [5, 15]. Äëÿ ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ìíîãîãðàííèêîâ íåðå-
ãóëÿðíîé ôîðìû â ïåðâîì âàðèàíòå ìîäåëèðîâàëèñü êîîðäèíàòû âåðøèí x, y, z
â îáëàñòè [-1, 1] è ôèêñèðîâàëñÿ îäèí ìíîãîãðàííèê ñ êîëè÷åñòâîì ãðàíåé 8,
âî âòîðîì âàðèàíòå èñïîëüçîâàëèñü ñëó÷àéíûå ìíîãîãðàííèêè ñ âåðøèíàìè,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè â îáëàñòè [-1, 1]. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñðåäû
çàäàâàëèñü îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ: òîëùèíà ñëîÿ 150(m), êî-
ýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ ñðåäû 0, 02(m−1), ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ êðèñòàëëîâ
1,33, ïîãëîùåíèå îòñóòñòâóåò. ×èñëî òðàåêòîðèé äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ðàñ÷åòà
106, ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷¼òà 0,0026. Íà ðèñ. 7 ïðåä-
ñòàâëåíî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îòðàæåíèÿ ðàññåèâàþùåãî ñëîÿ â
çàâèñèìîñòè îò çåíèòíîãî óãëà ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ (óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì
ïàäåíèÿ è íîðìàëüþ ê ñëîþ) θ ∈ [0, 90◦], äëÿ ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ
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÷àñòèö (ñëåâà), è äëÿ ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íûì ñîîòíîøåíè-
åì ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ (ñïðàâà). Èç ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî ôîðìà ÷àñòèö çíà÷è-
òåëüíî âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ àëüáåäî ñëîÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ñëîÿ, ñîñòîÿùåãî èç
îäèíàêîâûõ õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ ãåêñàãîíàëüíûõ ïðèçì, âåðîÿòíîñòü
îòðàæåíèÿ ïðè çåíèòíûõ óãëàõ θ < 70◦ áîëüøå, ÷åì äëÿ ñëîÿ, ñîñòîÿùåãî ãåê-
ñàãîíàëüíûõ ïðèçì ñ ðàçëè÷íûì ñîîòíîøåíèåì ðàçìåðîâ.

Ðèñ. 7. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå àëüáåäî ñëîÿ, ñîñòîÿùåãî èç
õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö â ôîðìå
ýëëèïñîèäîâ (ellipsoid), ïðèçì (prism) è ìíîãîãðàííèêîâ íåïðà-
âèëüíîé ôîðìû (convex hull). Ñëåâà âñå ÷àñòèöû èìåþò îäíó
è òó æå ôîðìó, ñïðàâà - ïàðàìåòðû ôîðìû ÷àñòèö èìåþò ñëó-
÷àéíûå çíà÷åíèÿ

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â êðèñòàëëè÷åñêèõ îá-
ëàêàõ, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòèö ñ ðàçìåðîì ñóùåñòâåííî áîëüøèì äëèíû âîëíû
èçëó÷åíèÿ, ðàññìîòðåíî äâà àëãîðèòìà. Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé ñõåìû ìî-
äåëèðîâàíèÿ â àëüòåðíàòèâíîì àëãîðèòìå íîâîå íàïðàâëåíèå ðàññåÿíèÿ âû-
÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèè ôîòîíà ìåòîäîì
òðàññèðîâêè ëó÷åé ïî çàêîíàì ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Âàëèäàöèÿ àëãîðèòìîâ
ïðîèçâåäåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äâóìÿ àëãîðèòìàìè ìåæäó
ñîáîé, à òàêæå ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ðàñ÷åòàìè èç ðàáîò [8, 9].

Â òðàäèöèîííîì àëãîðèòìå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ íåîá-
õîäèìî çàðàíåå âû÷èñëÿòü íàáîð òåíçîðîâ ðàññåÿíèÿ ðàçëè÷íûìè ÷àñòèöàìè
ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ. Àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èçáåæàòü âû-
÷èñëåíèÿ è õðàíåíèÿ áîëüøèõ ìàññèâîâ äàííûõ, òðåáóåìûõ äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ðàññåÿíèÿ â êðèñòàëëè÷åñêèõ îáëàêàõ, â ñîñòàâå êîòîðûõ èìåþòñÿ ÷àñòèöû
ðàçëè÷íûõ ôîðì è îðèåíòàöèé. Òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî àëãîðèòìà
ìîæíî èçìåíÿòü õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòèö (ôîðìà, øåðîõîâàòîñòü, îðèåíòàöèÿ)
â çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû áåç óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ïðåä-
âàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ è èñïîëüçóåìîé ìàøèííîé ïàìÿòè.

Äàëüíåéøèì ïëàíîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå äàííûõ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé, â ÷àñòíîñòè, â îáðàòíûõ çàäà÷àõ
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äèñòàíöèîííîãî àýðîêîñìè÷åñêîãî ïàññèâíîãî è àêòèâíîãî (ëàçåðíîãî) çîíäè-
ðîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ îáëàêîâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âñå 16 ýëå-
ìåíòîâ òåíçîðà ïîëÿðèçàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïÿòèìåðíûìè îáúåêòà-
ìè, çàâèñÿùèìè îò íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ,
ïðè àëüòåðíàòèâíîì ïîäõîäå îæèäàåòñÿ, ÷òî ñîêðàùåíèå îáúåìîâ èñõîäíîé èí-
ôîðìàöèè, òðåáóåìîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ è ïåðåñ÷åòà ïîëÿðèçàöèè,
áóäåò åùå áîëåå çíà÷èòåëüíî ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïî òåíçîðàì ðàñ-
ñåÿíèÿ.
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