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Abstract. The question of the algorithmic implementation of basic
analytical operations is considered: multiplication and division by a polynomial,
di�erentiation and integration � over functions represented by series in
classical orthogonal polynomials. It is shown that the considered linear
transformations for classical orthogonal polynomials and functions are
subject to recurrence relations of a special form, which makes it possible
to perform these transformations over series in the space of expansion
coe�cients. A theorem on the condition for the existence of a recurrent
relation for the inverse transformation is proved. A general scheme of
the algorithm for calculating the coe�cients of the resulting series from
the coe�cients of the original series through the coe�cients of recurrent
relations is proposed. It is proved that the linear transformation of a
series of lengthN is executed by the algorithm of linear complexityΘ(N).
Examples are given for the Jacobi, Laguerre, Hermite and Chebyshev
polynomials.

Keywords: orthogonal polynomials, recurrent relations, di�erentiation,
integration, multiplication, division of polynomials, polynomial algebra,
symbolic calculations.

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ è ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê àíàëèçó îäíîìåðíûõ
è ìíîãîìåðíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûé ñïåêòðàëüíî-àíàëèòè÷åñêèé ìå-
òîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àëãîðèòìû àíàëèçà è ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ
â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî êëàññè÷åñêèì îðòîãîíàëüíûì
áàçèñàì äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ çàäà÷ [1].

Îáøèðíûì êëàññîì çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è àíàëèçà áèîìîëåêóëÿðíûõ ñòðóê-
òóð, êàê ëèíåéíûõ (íóêëåîòèäíûõ è àìèíîêèñëîòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé),
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òàê è ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð ãëîáóëÿðíûõ áåëêîâ. Äëÿ àíàëèçà ãåíîì-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òàíäåìíûõ
ïîâòîðîâ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â îðòîãîíàëüíûå ðÿäû êðèâûõ GC-ñîäåðæàíèÿ
íóêëåîòèäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è îöåíêè êîððåëÿöèè ìåæäó ñèãíàëîì è
åãî âòîðîé ïðîèçâîäíîé [2]. Äëÿ àíàëèçà ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð áåëêîâ
áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîãî õîäà öåïè ïîëè-
ìåðíîé ìîëåêóëû â âèäå íàòóðàëüíîãî óðàâíåíèÿ êðèâîé, ïåðåõîä ê êîòîðîìó
îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò òðåõêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èñõîäíûõ êðèâûõ,
çàäàííûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [3]. Äëÿ àíàëèçà ðåëüåôà áûëà ïðåä-
ëîæåíà ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà äâóìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ ïî
ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà[4].

Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçðà-
áîòêå îïåðàöèé íàä ðÿäàìè, àïïðîêñèìèðóþùèìè ñèãíàëû, ïðè ðàçëè÷íûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íàä íèìè. Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ àë-
ãîðèòì âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà îïåðàöèé íàä êëàññè÷åñêèìè îðòî-
ãîíàëüíûìè ðÿäàìè.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è è îáçîð ëèòåðàòóðû. Â ðàçäåëå 2 ââîäÿòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé, äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà îá îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-
íèé. Â ðàçäåëå 3 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà íà
îñíîâå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ðàçäåëå 4 äîêàçàííûå òåîðåìû ïðèìå-
íåíû ê ïðåîáðàçîâàíèÿì èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàä ðÿäàìè
ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2(a, b) ïðåäñòàâèìà ðÿäîì

f(x) =

∞∑
n=0

cnφn(x),

ãäå {φn(x)} � ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé φn(x) ∈ L2(a, b), à c = {cn}
� âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó
φn(x). Èçâåñòíî, ÷òî ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì f(x), g(x) ∈ L2(a, b) ñîîòâåòñòâó-
þò ðàçëè÷íûå ñïåêòðû c, d ∈ H, ãäå H � áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå (ãèëü-
áåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî, à L2(a, b) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ èíòåãðèðóåìûì
êâàäðàòîì.

Ïóñòü äàëåå ïàðà ôóíêöèé f, g ∈ L2(a, b) ñâÿçàíà íåêîòîðûì àíàëèòè÷åñêèì

ïðåîáðàçîâàíèåì A : g = A(f). Òîãäà ñïåêòðû ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ã : d =

Ã(c), íàçûâàåìûì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðà A, îïðåäåëåííûì â ïðîñòðàíñòâå
ñïåêòðàëüíûõ âåêòîðîâ H.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò êîíå÷íûå ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé â
âèäå òàê íàçûâàåìûõ óñå÷åííûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ:

f(x) ≈ f(N ;x) =

N∑
n=0

cnφn(x),

êîòîðûå ïðè áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ N äàþò õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ (àïïðîê-
ñèìàöèè) ôóíêöèè f(x). Ïðè ýòîì ñïåêòð ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
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âåêòîðîì êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîäìíîæåñòâîì áåñêî-
íå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

c ∈ HN ⊂ H.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ êî-
òîðûõ ñïðàâåäëèâî: g(K;x) = A(f(N ;x)) ïðè N,K < ∞, ò.å. ñëó÷àè, êîãäà ðå-
çóëüòàò äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñïåêòðàëüíûì âåêòîðîì êîíå÷íîé äëèíû
c ∈ HN ïðåäñòàâèì êîíå÷íûì æå âåêòîðîì d ∈ HK . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äîëæíî
ñóùåñòâîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåêòðîâ Ã òàêîå, ÷òî d = Ã(c).

Ïðåäìåòîì äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíî-
ãî àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðÿäà ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
íà ïðàêòèêå: ñëîæåíèÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ, óìíîæåíèÿ è
äåëåíèÿ îòðåçêîâ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, òî åñòå-
ñòâåííûì èõ ïðåäñòàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå áûëî ðàññìîòðåíî è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû [5], êàñàþùèåñÿ ñïåêòðà
îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò â îáùåì âè-
äå îáîñíîâàòü è ðåàëèçîâàòü äåëåíèå îòðåçêîâ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, à òàêæå
èçâëå÷åíèå êîðíÿ, ò.å. ðåàëèçàöèþ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ñòåïåíè îò îòðåçêà îð-
òîãîíàëüíîãî ðÿäà.

Îäíàêî, ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò ñâîäèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îïåðàöèè ê ìàòðè÷íûì ñ èçáûòî÷íîé ñëîæíîñòüþ Θ(N2). Â äàííîé
ðàáîòå âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ñëîæíîñòè Θ(N) ðåøàåòñÿ äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèé, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Àëãîðèòì äëÿ ñóììèðîâàíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [6]. Âîïðîñ âûïîëíåíèÿ íåëè-
íåéíûõ îïåðàöèé íàä îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè � âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü � áûë
ðàññìîòðåí â ðàáîòå [7]. Íà îñíîâå äàííûõ ïîäõîäîâ â äàëüíåéøåì áûëè ñî-
çäàíû ïàêåòû ïðîãðàìì, ïîñâÿùåííûå îïåðàöèÿì íàä îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè
[8, 9]. Óìíîæåíèå ðÿäîâ íå òîëüêî ×åáûøåâà, íî è Ôóðüå ðåàëèçîâàíî â ðàáîòå
[10]. Âîïðîñû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäîâ ×åáûøåâà áûëè
ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [11], à íàõîæäåíèþ îáðàòíîé âåëè÷èíû äëÿ ðÿäà ×åáû-
øåâà ïîñâÿùåíà ðàáîòà [12].

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ, à òàêæå â [13], äåòàëüíî ðàçðàáîòàí ñëó÷àé ìíî-
ãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ôóðüå,
ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà â îá-
ùåì âèäå.

3. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Äëÿ ðÿäà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé

A : f −→ g, f, g ∈ L2
ρ(a, b)

ìîæíî íàéòè ñîîòíîøåíèÿ âèäà

(1) A(φn+1) = α
(n)
0 A(φn) + . . .+ α(n)

r A(φn−r) + β(n)
p φn+p + . . .+ β

(n)
−q φn−q,

ãäå p, q, r � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå ïðåîáðàçîâàíèåì A è âûáîðîì îðòîãî-

íàëüíîé ñèñòåìû {φn}, à α
(n)
i è β

(n)
i � êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå ðåêóð-

ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1).



ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÍÀÄ ÐßÄÀÌÈ 147

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåì ôóíêöèé
{φn(x)}, ïîñòðîåííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà.

Êëàññè÷åñêèìè îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëèíîìè-
àëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà [14]

(2) σ(x)y′′ + τ(x)y′ + λy = 0,

ãäå σ(x) = a0 + a1x+ a2x
2, τ(x) = b0 + b1x.

Ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà â
çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ãëàâíîãî ñîìíîæèòåëÿ σ(x) :

ïîëèíîìû ßêîáè (P
(α,β)
n ∈ L2

(1−x)α(1+x)β (−1, 1)),

ïîëèíîìû Ñîíèíà-Ëàãåððà (Lα
n ∈ L2

xαe−x(0,∞)),

ïîëèíîìû Ýðìèòà (Hn ∈ L2
e−x2 (−∞,∞)).

σ(x) τ(x) λn ρ(x)

P
(α,β)
n (x) 1− x2 β − α− (α+ β + 2)x n(n+ α+ β + 1) (1− x)α(1 + x)β

Lα
n(x) x 1 + α− x n xαe−x

Hn(x) 1 −2x 2n e−x2

ãäå α, β > −1.
Ëþáîå äðóãîå ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ëèíåéíîé çàìåíîé ïå-

ðåìåííîé ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç âûøåóêàçàííûõ, ñîâïàäàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîèçâîëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ èìååò ìåñòî
ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà âèäà:

(3) xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x)

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ αn, βn è γn äëÿ íèõ èçâåñòíû è
ëåãêî ìîãóò áûòü âûðàæåíû, íàïðèìåð, â âèäå

αn βn γn

P
(α,β)
n (x) 2(n+1)(n+α+β+1)

(2n+α+β+1)(2n+α+β+2)
β2−α2

(2n+α+β)(2n+α+β+2)
2(n+α)(n+β)

(2n+α+β)(2n+α+β+1)

Lα
n(x) −(n+ 1) 2n+ α+ 1 −(n+ α)

Hn(x) 1/2 0 n

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (3) â âèäó ïðîñòîòû ñâîåé ðåàëè-
çàöèè.

ßñíî, ÷òî (3) ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ

A : f(x) −→ xf(x).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

A−1 : f(x) −→ 1

x
f(x)
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ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (3) â âèäå

(4)
Pn+1(x)

x
=

1

αn
Pn(x)−

βn

αn

Pn(x)

x
− γn

αn

Pn−1(x)

x

Â îáùåì ñëó÷àå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. (Îá îáðàòèìîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.)
Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà (1),

ïðè÷åì β
(n)
p ̸= 0.

Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà A−1 òàêæå ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
âèäà (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì A íà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
(1) è ðàçðåøèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíîãî ñòàðøåãî ÷ëåíà:

A−1(φn+p) =

=
1

β
(n)
p

(
−β

(n)
p−1A

−1(φn+p−1)− . . .− β
(n)
−q A

−1(φn−q) + φn+1 − α
(n)
0 φn − . . .− α(n)

r φn−r

)
Ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì âèäà (1),
òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. □

Äàëåå ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàöè-
ÿì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé:

(5) A : f(x) −→ f ′(x).

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå äëÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãî-
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîîòíîøåíèÿ:

(Lα
n+1)

′ = (Lα
n)

′ − Lα
n,(6) (

Hn(x)
)′

= 2nHn−1(x).(7)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6), ðóêîâîäñòâóÿñü äîêàçàííîé òåîðåìîé, ìîæíî ïîëó÷èòü
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ:∫

Lα
ndx = −Lα

n+1 + Lα
n.

Ðàññìîòðåííûå ïðèåìû, ïî àíàëîãèè, ïðèìåíèìû è íà ñëó÷àé îïåðèðîâàíèÿ
ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè ßêîáè.

4. Âíóòðèñïåêòðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè îïèñàíû íåêîòîðûå ïðèåìû ïîëó÷åíèÿ ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé âèäà (1) â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíûõ îðòîãîíàëüíûõ
ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ íà ïîëèíîìàõ ßêîáè, Ñîíèíà-Ëàãåððà è Ýðìèòà.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôóíêöèè èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà (1), òî åìó ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðûé êîìïëåêñ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íàä êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæå-
íèÿ ýòîé ôóíêöèè. Íà îñíîâàíèè ÷åãî áóäåò ïðåäëîæåí ñïîñîá ïðåîáðàçîâàíèÿ
ðÿäà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â òî÷íîì àíàëèòè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðå-
îáðàçîâàíèåì ñàìîé ôóíêöèè. Òàêæå áóäóò èçëîæåíû ïðèíöèïû àëãîðèòìè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè è îñíîâíûå ñèñòåìíûå îöåíêè.
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Òåîðåìà 2. (Î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðà.)
Ïóñòü íåêîòîðûå ôóíêöèè f, g ∈ L2

ρ(a, b) ïðåäñòàâëåíû â âèäå îòðåçêîâ îð-
òîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïî îïðåäåëåííîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {φn(x)} è èìåþò
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ {cn}, {dn} ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèè ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì

g(x) = A(f(x)),

ãäå A � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ðåêóððåíòíîå ñî-
îòíîøåíèå âèäà (1).

Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ëèíåéíîé ñëîæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ãëó-
áèíû ðàçëîæåíèÿ, ðåàëèçóþùèé ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

d = Ã(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä êîíå÷íûìè ñóì-
ìàìè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ:

(8)

K∑
n=0

dnφn(x) = A

(
N∑

n=0

cnφn(x)

)
=

N∑
n=0

cnA(φn(x)),

ãäå N,K ∈ N � ãëóáèíû ðàçëîæåíèé ôóíêöèé f, g ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8), âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì

(1), â âèäå
N∑

n=0

cnA(φn) =

=

N−1∑
n=0

cnA(φn)+

cN (α
(N−1)
0 A(φN−1) + . . .+ α(N−1)

r A(φN−1−r)+

β(N−1)
p φN−1+p + . . .+ β

(N−1)
−q φN−1−q) =

(9) =

N−1∑
n=0

anA(φn) +

N−1+p∑
n=N−1−q

bnφn,

ãäå an, bn � íîâûå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå èç cn ïðè ïðèìåíåíèè ðåêóð-
ðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ.

aN−1 = cN−1 + α
(N−1)
0 cN ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aN−1−r = cN−1−d + α(N−1)
r cN ;

bN−1+p = β(N−1)
p cN ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bN−1−q = β
(N−1)
−q cN ;

Ñîïîñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ðàâåíñòâîì (8), ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî

K = N − 1 + p,

Äëèíà íåïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà ñ êîýôôèöèåíòàìè an óìåíüøèëàñü íà åäè-
íèöó. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì ïîíèæàòü äëèíó ðÿäà, ìû ïîëó÷àåì ïîäõîä,
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êîòîðûé ìîæíî îïèñàòü â âèäå íåêîòîðîé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè, ïðèìåíÿåìîé
N ðàç ê ïàðå ìàññèâîâ (an è bn), ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíè íàõîäÿòñÿ â
ñîñòîÿíèè:

a(0)n = cn, b(0)n = 0,

à ïîñëå êîíå÷íîé, N -îé èòåðàöèè:

a(N)
n = 0, b(N)

n = dn.

Òî åñòü, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) êàê áû �ïåðåòåêàþò� èç ìàñ-
ñèâà an â ìàññèâ bn, ïðèîáðåòàÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ îïðåäå-
ëåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè: A(f(x)).

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó àëãîðèòìà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà âû÷èñëåíèå dn èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ cn
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå N -øàãîâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ðåàëèçîâàí-
íîãî, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì âèäå:

Ïóñòü an è bn � ïàðà ìàññèâîâ è â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàññèâû óñòàíîâëåíû
â ñîñòîÿíèå:

an = cn, bn = 0.

Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç N øà-
ãîâ. Íà êàæäîì n-òîì øàãå (N > n > 1) áóäóò ïðîèçâîäèòüñÿ ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

an := an + α
(n)
0 an+1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−r := an−r + α(n)
r an+1;

bn+p := bn+p + β(n)
p an+1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn−q := bn−q + β
(n)
−q an+1;

an+1 := 0.

Â êîíå÷íûé ìîìåíò ìàññèâû an è bn, áóäóò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè:

an = 0, bn = dn.
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?

αn
0

?

αn
−1

?

αn
−2

���
βn
−2

����

��
βn
−1

��	

βn
0

?

@@
βn
1

@@R

a0 · · · · · · an−1 an an+1
· · · · · · aN

b0 · · · · · · bn−1 bn bn+1
· · · · · · bN−2+p bN−1+p

Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êàñêàäà è
äèôôóçèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó, îòîáðàæåííóþ
ñõåìàòè÷íî íà Ðèñ.1. Íà êàæäîì øàãå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ñêëàäûâàåòñÿ ñ
áîëåå ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè ìàññèâà a ïîñëå óìíîæåíèÿ íà êîýôôèöè-
åíòû α è ñ áëèçëåæàùèìè êîýôôèöèåíòàìè ìàññèâà b ïîñëå óìíîæåíèÿ íà êî-
ýôôèöèåíòû β, ïîñëå ÷åãî îáíóëÿåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå íàä ìàññèâîì a ìîæíî
íàçâàòü êàñêàäîì, à ïðåîáðàçîâàíèå ìàññèâà a â ìàññèâ b - äèôôóçèåé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êàñêàä ïðåäøåñòâóåò äèôôóçèè, à ðåçóëüòàò äèôôóçèè
íå âëèÿåò íà ñëåäóþùèå èòåðàöèè êàñêàäà. Ïîýòîìó èñõîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé: ñíà÷àëà âû-
ïîëíÿåòñÿ êàñêàäíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä âñåìè ýëåìåíòàìè ìàññèâà a, íà÷èíàÿ
ñî ñòàðøèõ, à çàòåì äèôôóçíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàññèâà a â b:

d = ÃdÃcc.

Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ïðåîáðàçîâàíèé, îòîáðàæåííîé íà ðèñ.1, ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî ìàòðèöà êàêñêàäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãc èìååò âåðõíå òðå-
óãîëüíûé âèä ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à ìàòðèöà äèôôóçíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ãd èìååò ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü ìàòðèöû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, îíè
ìîãóò áûòü âûïîëíåíû çà îäèí ëèíåéíûé öèêë, à äëÿ îáðàùåíèÿ ýòèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1 è ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà äëÿ îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì íå òðåáóåò çàâîäèòü äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàññèâîâ è ïîýòîìó èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü êàê ïî
ïàìÿòè, òàê è ïî êîëè÷åñòâó âû÷èñëåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷-
íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè, ïðåä-
ñòàâëåííîé êîíå÷íûì îðòîãîíàëüíûì ðÿäîì, è îïðåäåëåííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé íàä åå êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ, åñëè èçâåñòíî ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà (1).
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5. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà

Ðàññìîòðèì îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìíîãî÷ëå-
íàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ ñóùåñòâóåò ôîð-
ìóëà:

(10)

∫
Tn(x)dx =

1

2

(
Tn+1(x)

n+ 1
− Tn−1(x)

n− 1

)
Ñäåëàåì çàìåíó èíäåêñà äëÿ ïðèäàíèÿ ñòàíäàðòíîé ôîðìû (8):∫

Tn+1(x)dx =
1

2

(
Tn+2(x)

n+ 2
− Tn(x)

n

)
Ñîãëàñíî îáùåé ôîðìóëå äëÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (8) äàííàÿ ôîðìóëà
íå ñîäåðæèò êàñêàäíûå (íåÿâíûå) ÷ëåíû, à òîëüêî äèôôóçíûå (ÿâíûå) ÷ëåíû
ñ êîýôôèöèåíòàìè:

β
(n)
2 =

1

2(n+ 2)
, β

(n)
0 = − 1

2n

Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ñëåäóþùåé
ôîðìóëå:

bn+2 := bn+2 + β
(n)
2 an+1 = bn+2 +

1

2(n+ 2)
an+1;

bn := bn + β
(n)
0 an+1 = bn − 1

2n
an+1;

Çàìåíîé èíäåêñîâ ýòè ôîðìóëû ìîæíî ñîâìåñòèòü â îäíó ôîðìóëó:

(11) bn =
1

2n
an−1 −

1

2n
an+1;

Ïî òåîðåìå 1 èñõîäíàÿ ôîðìóëà (10) èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà
äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ - äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ è
ðàçðåøèâ îòíîñèòåëüíîãî ñòàðøåãî ÷ëåíà, ïîëó÷èì:

(12) T
′

n+1(x) =
n+ 1

n− 1
T

′

n−1(x) + 2(n+ 1)Tn(x)

Â ýòîé ôîðìóëå â ïðàâîé ÷àñòè óæå ïðèñóòñòâóþò êàê êàñêàäíûé, òàê è äèô-
ôóçèîííûé ÷ëåíû. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû èìåþò çíà÷åíèÿ:

α
(n)
1 =

n+ 1

n− 1
, β

(n)
0 = 2(n+ 1)

Êàñêàäíûé è äèôôóçèîííûé ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

an−1 := an−1 + α
(n)
1 an+1 = an−1 +

n+ 1

n− 1
an+1;

bn := bn + β
(n)
0 an+1 = bn + 2(n+ 1)an+1;

Ïîñêîëüêó ñâÿçü ìåæäó a è b òàêàÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îáðàòíî a ÷å-
ðåç b, òî ïîäñòàâèâ åå â êàñêàäíîå âûðàæåíèå äëÿ a, ìîæíî ïîñëå íåêîòîðûõ
óïðîùåíèé ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå â âèäå:

bn−1 = 2nan + bn+1

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò òàêæå áûòü íàïðÿìóþ ïîëó÷åíà èç èòîãîâîé ôîðìóëû äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ (11).
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â íàøåé áîëåå ðàííåé ðàáîòå [2] ïðèâåäåíà îøè-
áî÷íàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøå-
âà ïåðâîãî ðîäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòà ôîðìóëà âûâåäåíà è èìååò âèä (12).

6. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïîèñêå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïðåîáðà-
çîâàíèåì ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìîé îòðåçêîì îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà, è êîìïëåê-
ñîì àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íàä êîýôôèöèåíòàìè åå ðàçëîæåíèÿ. Â êà÷åñòâå
ïðåîáðàçîâàíèé ðàññìîòðåíû äèôôåðåíöèðîâàíèå, èíòåãðèðîâàíèå, óìíîæå-
íèå è äåëåíèå íà îäíî÷ëåí. Îïèñàí òèï ëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
íåÿâíîãî âèäà, êîòîðîìó ïîä÷èíÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ïðè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òåõ ïðåîáðàçîâàíèé, äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíîãî âèäà ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíê-
öèé áàçèñà, ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûé èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ
ïåðåä äðóãèìè ïîäõîäàìè:

(1) Àëãîðèòì óíèâåðñàëüíûé êàê äëÿ ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ, òàê è ðàçëè÷íûõ
îïåðàöèé.

(2) Àëãîðèòì èìååò ëèíåéíóþ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ðÿäà ñëîæíîñòü êàê
ïî ïàìÿòè, òàê è ïî êîëè÷åñòâó îïåðàöèé.

(3) Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñà.

(4) Äëÿ âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ðå-
êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà
îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà.
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