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Äâóìåðíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâóõ íåèçâåcòíûõ óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîcòè â
cëàáî ãîðèçîíòàëüíî-íåîäíîðîäíîé cðåäå

Æ. Ä. Òîòèåâà

Àííîòàöèÿ

Ïðåäcòàâëåíà äâóìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâóõ íåèçâåcòíûõ �

cêîðîcòè ðàcïðîcòðàíåíèÿ âîëí è ÿäðà äëÿ óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîcòè â cëà-

áî ãîðèçîíòàëüíî-íåîäíîðîäíîé cðåäå. Ïðÿìàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

ôóíêöèè cìåùåíèÿ cîäåðæèò íóëåâûå íà÷àëüíûå äàííûå è ãðàíè÷íîå ócëîâèå

Íåéìàíà cïåöèàëüíîãî âèäà. Â êà÷åcòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè çàäàåòcÿ

îáðàç Ôóðüå ôóíêöèè cìåùåíèÿ òî÷åê cðåäû ïðè x3 = 0. Ïðåäïîëàãàåòcÿ, ÷òî
ècêîìûå âåëè÷èíû ðàçëàãàþòcÿ â àcèìïòîòè÷åcêèé ðÿä ïî còåïåíÿì ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà. Â ðàáîòå ïîcòðîåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ äâóìåðíûõ êîýôôèöèåíòà è ÿäðà

c òî÷íîcòüþ äî ïîïðàâêè, èìåþùåé ïîðÿäîê O(ε2). Äîêàçàíû òåîðåìû ãëîáàëü-

íîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîcòè è ócòîé÷èâîcòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå cëîâà: ëèíåéíàÿ âÿçêîóïðóãîcòü, îáðàòíàÿ çàäà÷à, äåëüòà-

ôóíêöèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÿäðî, êîýôôèöèåíò, ócòîé÷èâîcòü.

A two-dimensional inverse problem of determination of two unknowns � wave

propagation velocity and kernel for a viscoelasticity equation in a weakly horizontally

inhomogeneous medium is presented. The direct initial-boundary value problem for

the displacement function contains zero initial data and the Neumann condition of

a special form. As additional information, the Fourier image is given displacement

function at x3 = 0. It is assumed that the kernel decomposes into an asymptotic

series. In this paper, we construct a method for determining kernel and coe�cient

with an accuracy of O(ε2), where ε is a small parameter. The theorems of global

unique solvability and stability are proved.

Keywords: linear viscoelasticity, inverse problem, delta function, Fourier

transform, kernel, coe�cient, stability.

1. Ïîcòàíîâêà çàäà÷è

Ðàccìîòðèì ïðè x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ R, x3 > 0 èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
=

3∑
j=1

∂

∂xj

(
a(x2, x3)

∂u

∂xj

)
+

∫ t

0

k(x1, t− τ)
3∑
j=1

∂

∂xj

(
a(x2, x3)

∂u

∂xj

)
(x, τ)dτ, (1.1)

ïðè cëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ócëîâèÿõ

u |t<0≡ 0, (1.2)
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a(x2, 0)

[
∂u

∂x3
(x, t) +

∫ t

0

k(x1, t− τ)
∂u

∂x3
(x, τ)dτ

] ∣∣∣∣
x3=+0

= −δ(x1)δ(x2)δ′(t), (1.3)

u(x, t) � ôóíêöèÿ cìåùåíèÿ, a(x2, x3) � êîýôôèöèåíò, îïècûâàþùèé cêîðîcòü ðàc-
ïðîcòðàíåíèÿ âîëí â cðåäå, k(x1, t) � ôóíêöèÿ ïàìÿòè, ó÷èòûâàþùàÿ âÿçêèå ñâîéñòâà
ñðåäû; δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, δ′(·) � ïðîèçâîäíàÿ δ(·).

Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòcÿ â îòûcêàíèé ôóíêöèè u(x, t) èç óðàâíåíèÿ (1.1)
ïðè cîîòâåòcòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ ócëîâèÿõ (1.2), (1.3).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò a(x2, x3) è ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà k(x1, t), t > 0, âõîäÿùèõ â (1.1), åcëè îòíîcèòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.3)
èçâåcòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ

Fx1,x2 [u](x3, t, ν, λ)|x3=+0 = g(t, ν, λ), t > 0, ν, λ ∈ R, (1.4)

g(t, ν, λ) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ,

Fx1,x2 [u](x3, t, ν, λ) =
∞∫

−∞
u(x, t)e−i(νx1+λx2) dx1 dx2�îáðàç Ôóðüå ôóíêöèè u(x, t) ïî

ïåðåìåííûì x1, x2 (çäåcü è äàëåå i � ìíèìàÿ åäèíèöà).

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà ôóíêöèé a(x2, x3) ∈ C1(R× [0,∞)), k(x1, t) ∈ C(R× [0,∞))
íàçûâàåòcÿ ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1.1)�(1.3), åcëè cîîòâåòcòâóþùåå åé ðåøåíèå
ïðÿìîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) u(x, t) èç êëàccà îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′(R3

+ ×R) óäîâëå-
òâîðÿåò (1.4) äëÿ g(t, ν, λ), ïðèíàäëåæàùåé êëàññó D′([0,∞)) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
íåíóëåâîãî íàáîðà (ν, λ).

Íàcòîÿùåå èccëåäîâàíèå îòíîcèòcÿ ê êëàccó îáðàòíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé äèíàìè-
÷åcêîé âÿçêîóïðóãîcòè. Âÿçêîóïðóãèå cðåäû � ýòî cðåäû c ïàìÿòüþ (cîcòîÿíèå òàêèõ
cðåä â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè çàâècèò îò âcåé ïðåäûcòîðèè ïðîöåccà). Ècêîìîé âå-
ëè÷èíîé â ïîcòàâëåííîé çàäà÷å ÿâëÿåòcÿ cêîðîcòü ðàcïðîcòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí è
ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ìîäåëèðóþùåãî ÿâëåíèå ïàìÿòè, êîòîðîå èìååò ìåcòî
ïðè ðàcïðîcòðàíåíèè âîëíîâûõ ïðîöåccîâ â âÿçêîóïðóãèõ cðåäàõ.

Çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ÿäðà (çàâècÿùåãî îò âðåìåííîé è ïðîcòðàícòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ) � íàïðàâëåíèå â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷, âîçíèêøåå â êîíöå ïðîøëîãî còî-
ëåòèÿ [1�7] â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñðåä ñ ïàìÿòüþ, â ÷àñòíîñòè, íîâûõ ñèíòåòè-
÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ (ïîëèìåðîâ, êîìïîçèòîâ). ßäðî, îò êîòîðîãî çàâèñèò ïîâåäåíèå
ñðåä, íå ïîääàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ, åãî ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî òåî-
ðåòè÷åñêè. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ècòî÷íèêîâ ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ ïðåäcòàâ-
ëåí â ìîíîãðàôèè [8], êîòîðàÿ ÿâëÿåòcÿ îäíîé èç ïîcëåäíèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðà-
áîò â îáëàcòè èccëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ cðåä c ïàìÿòüþ (èëè c ïîcëåäåé-
còâèåì). Â íåé ïðåäcòàâëåíû ðåçóëüòàòû èccëåäîâàíèÿ êîððåêòíîcòè ðÿäà ïîcòàíî-
âîê îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ îáðàòíûõ äèíàìè÷åcêèõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åcêèõ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè îïècàíèè âíóòðåííèõ õà-
ðàêòåðècòèê cðåä c ïîcëåäåécòâèåì ïî èçìåðåíèÿì âîëíîâîãî ïîëÿ â äîcòóïíûõ îá-
ëàcòÿõ. Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîcòè ïîcòàâëåííûõ îáðàòíûõ
çàäà÷, à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè íåïðåðûâíîé çàâècèìîcòè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ îò
âõîäíûõ äàííûõ.

Èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ ïî îáðàòíûì çàäà÷àì ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîcòè (áëèçêèì
ê äàííîé) ìîæíî îòìåòèòü [9�11]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè,
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çà ïîñëåäíèå äåñÿòü ëåò îòðàæåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [12�18]. Â ïîñëåäíèå ãîäû
íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé ïî ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì ÿäåð èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ [19�24].

Îcîáûé èíòåðåc ïðåäcòàâëÿþò ìíîãîìåðíûå îáðàòíûå çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ
ÿäåð, êîãäà ècêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâècèò îò äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ. Ìíîãîìåðíàÿ
îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ (1.1) c íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè ócëîâèÿìè (1.2) è (1.3), äî-
ïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé (1.6) èccëåäîâàíà â [25]. Â ýòîé ðàáîòå íà îcíîâå ìåòîäà
øêàë áàíàõîâûõ ïðîcòðàícòâ ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîcòü çàäà-
÷è îïðåäåëåíèÿ ÿäðà k(x, t) â êëàccå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åcêèõ ïî ïåðåìåííîé x è
ãëàäêèõ ïî ïåðåìåííîé t.

Â ðàáîòå [26] ðàccìîòðåíà îäíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ÿäðà
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â cðåäå cî cëàáî ãîðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîä-
íîcòüþ, â êîòîðîé ðàçâèòû ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èç ðàáîòû [27].

Îòìåòèì, ÷òî âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñðåä ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì, íåñîìíåííî, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, òàê
êàê ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðîâîäèòü àíàëèç âëèÿíèÿ ïàìÿòè ñðåäû íà åå õàðàêòå-
ðèñòèêè. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ â ðàìêàõ îäíîé çàäà÷è íàõîäèòü êîýôôèöèåíò óðàâ-
íåíèÿ è ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé áîëåå èí-
òåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè
âåëè÷èíàìè. Íàïðèìåð, äëÿ ãåîôèçèêè îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ êîëè-
÷åñòâåííàÿ îöåíêà ãîðèçîíòàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â ñêîðîñòÿõ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí.
Íàêîïëåíû ôàêòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î ñóùåñòâîâàíèè âíóòðè Çåìëè íåîäíîðîäíî-
ñòåé ïî ãåîãðàôè÷åñèì êîîðäèíàòàì, èëè ãîðèçîíòàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Ê ÷èñëó
òàêèõ ôàêòîâ îòíîñÿòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ãîäîãðàôîâ âîëí îò óñðåäíåí-
íîãî ãîäîãðàôà, àñèìåòðèÿ ãðàâèòàöèîííîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé. Ïðè ýòîì
îòêëîíåíèÿ îò ãîäîãðàôîâ, îòâå÷àþùèõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ñêîðîñòåé óïðóãèõ âîëí, äîñòàòî÷íî ìàëû [28].

Èç ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êîýôôöèåíòíûì îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ âÿçêîóïðóãèõ
ñðåä, êîòîðûõ îäíîâðåìåííî (ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíî) îïðåäåëÿþòñÿ ÿäðà èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû [9,29�32]. Íàïðèìåð, â [29] èçó÷åíà ìîäåëü-
íàÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
è ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì îáðàçà Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ
îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ [33], ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî k(x1, t), a(x2, x3) cëàáî çàâècÿò îò ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 ñî-
îòâåòñòâåííî:

a(x2, x3) = a0(x3) + εx2a1(x3) +O(ε2),

k(x1, t) = k0(t) + εx1k1(t) +O(ε2),
(1.5)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð.
Â ðàâåíñòâàõ (1.5) áóäåì ñ÷èòàòü a0(x3) çàäàííîé âåëè÷èíîé, ïðè÷åì a0(x3) ≥

m > 0.
Îcíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîcòðîåíèå ìåòîäà íàõîæäåíèÿ k0(t) è a1(x3), k1(t)

c òî÷íîcòüþ äî âåëè÷èíû O(ε2). Äëÿ ýòîãî, êàê ìû óâèäèì äàëåå, äîcòàòî÷íî çà-
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äàòü ôóíêöèþ g(t, ν, λ) äëÿ ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ
(νj, λj), j = 1, 2. Ðåçóëüòàòàìè èccëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòcÿ òåîðåìû ãëîáàëüíîé îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîcòè è ócòîé÷èâîcòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) áóäåì ècêàòü â âèäå ðÿäà ïî còåïåíÿì ε

u(x, t) =
∞∑
j=0

εjuj(x, t). (1.6)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1.4) è (1.6), èìååì

F−1
x1,x2

[u](x3, t, ν, λ)
∣∣∣
x3=+0

:= U(x1, x2, t) =
∞∑
j=0

εjUj(x1, x2, t).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî uj (ñëåäîâàòåëüíî è Uj) � ÷åòíûå ïî ñîâîêóïíîñòè x1, x2 ïðè
÷åòíûõ j è íå÷åòíûå � ïðè íå÷åòíûõ j. Òåì ñàìûì, ïî èçâåñòíîé ôóíêöèè U(x1, x2, t)
ìîæíî íàéòè U0(x1, x2, t) è U1(x1, x2, t) ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2) [27]:

U0(x1, x2, t) =
U(x1, x2, t) + U(−x1,−x2, t)

2
, U1(x1, x2, t) =

U(x1, x2, t)− U(−x1,−x2, t)
2

.

Òàê êàê ìåòîä ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå a1(x3), k0(t), k1(t) c òî÷íîcòüþ äî ïî-
ïðàâêè ïîðÿäêà O(ε2), òî â ýòîì cëó÷àå, ïîäcòàâëÿÿ (1.5), (1.6) â (1.1), ïîëó÷àåì äâå
îáðàòíûå îäíîìåðíûå çàäà÷è ïîcëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ k0(t) è a1(x3), k1(t) :

(i) Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé k0(t) è u0(x, t) èç ðàâåíñòâ

∂2u0
∂t2

= a0(x3)
[∂2u0
∂x21

+
∂2u0
∂x22

]
+

∂

∂x3

(
a0(x3)

∂u0
∂x3

)

+

∫ t

0

k0(t− τ)

[
a0(x3)

[∂2u0
∂x21

+
∂2u0
∂x22

]
+

∂

∂x3

(
a0(x3)

∂u0
∂x3

)]
(x, τ)dτ, (1.7)

u0 |t<0≡ 0, (1.8)

a0(+0)

[
∂u0
∂x3

(x, t) +

∫ t

0

k0(t− τ)
∂u0
∂x3

(x, τ)dτ

]∣∣∣∣
x3=+0

= −δ(x1)δ(x2)δ′(t), (1.9)

Fx1,x2 [u0](x3, t, ν, λ)|x3=+0 = Fx1,x2 [U0](t, ν, λ) := g0(t, ν, λ), t > 0. (1.10)

(ii) Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé a1(x3), k1(t) è u1(x, t) èç ðàâåíñòâ

∂2u1
∂t2

= L
[
k0,

∂

∂x3

(
x2a1(x3)

∂u0
∂x3

+ a0(x3)
∂u1
∂x3

)
+

∂

∂x2

(
x2a1(x3)

∂u0
∂x2

)
+a0(x3)

[∂2u1
∂x21

+
∂2u1
∂x22

]
+ x2a1(x3)

∂2u0
∂x21

]
+

∫ t

0

x1k1(τ)

[
a0(x3)

[∂2u0
∂x21

+
∂2u0
∂x22

]
+

∂

∂x3

(
a0(x3)

∂u0
∂x3

)]
(x, τ)dτ, (1.11)
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u1| |t<0≡ 0, (1.12)

L
[
k0, x2a1(+0)

∂u0
∂x3

+ a0(0)
∂u1
∂x3

]
+ a0(+0)x1

∫ t

0

k1(t− τ)
∂u0
∂x3

(x, τ)dτ

∣∣∣∣∣
x3=+0

= 0, (1.13)

Fx1,x2 [u1](x3, t, ν, λ)|x3=+0 = Fx1,x2 [U1](t, ν, λ) := g1(t, ν, λ), t > 0. (1.14)

2. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé k0(t) è u0(x, t)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ z ïî ôîðìóëå

z = ϕ(x3) :=

∫ x3

0

dξ√
a0(ξ)

, c0(z) :=
√
a0(ϕ−1(z).

×åðåç ϕ−1(z) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ϕ(x3).
Ïóñòü

v(z, t, ν, λ) := Fx1,x2 [u0](ϕ
−1(z), t, ν)

√
c0(z)

c0(0)
,

w(z, t, ν, λ) :=

[
v(z, t, ν, λ) +

∫ t

0

k0(t− τ)v(z, τ, ν, λ)dτ

]
exp (−k0(0)t/2) .

Òîãäà

v(z, t, ν, λ) = exp (k0(0)t/2)w(z, t, ν, λ)+

∫ t

0

r0(t−τ) exp (k0(0)τ/2)w(z, τ, ν, λ)dτ, (2.1)

r0(t) = −k0(t)−
∫ t

0

k0(t− τ)r0(τ) dτ. (2.2)

Îòíîcèòåëüíî íîâûõ ôóíêöèé w(z, t, ν, λ) è r0(t) ïîëó÷àåì:

∂2w

∂t2
=
∂2w

∂z2
+H(z, ν, λ)w −

∫ t

0

h(t− τ)w(z, τ, ν, λ) dτ, z > 0, t ∈ R, (2.3)

w|t<0 ≡ 0, (2.4)(
∂w

∂z
− c′0(z)

2c0(z)
w

)∣∣∣∣
z=+0

= − 1

c0(0)

(
δ′(t)− 1

2
r0(0)δ(t)

)
, (2.5)

w|z=+0 = g̃0(t, ν, λ) +

∫ t

0

k̂0(t− τ)g̃0(τ, ν, λ) dτ, (2.6)

H(z, ν, λ) := q(z)− (ν2 + λ2)c20(z) +
r20(0)

4
− r′0(0), q(z) =

[c′0(z)]
2 − 2c0(z)c

′′
0(z)

4c20(z)
,

h(t) := r′′0(t) exp (r0(0)t/2) , g̃0(t, ν, λ) := Fx1,x2 [g0](t, ν, λ) exp(r0(0)t/2),

k̂0(t) := k0(t) exp (r0(0)t/2) .
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Çäåcü, ê ïðèìåðó, r′0, r
′′
0 îçíà÷àåò îïåðàöèþ îäíîêðàòíîãî è äâóêðàòíîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé t èëè z. Ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó ïðåîáðàçîâàíèÿ
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ, íàïðèìåð, gν(t, ν, λ).

Â (2.5) ècïîëüçîâàíî ðàâåícòâî k0(0) = −r0(0), âûòåêàþùåå èç (2.2).
Èç òåîðèè ãèïåðáîëè÷åcêèõ óðàâíåíèé cëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w(z, t, ν, λ) êàê ðåøå-

íèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.3)�(2.5) îáëàäàåò câîécòâîì w ≡ 0, t < z, z > 0 è â îêðåcòíîcòè
õàðàêòåðècòè÷åcêîé ïðÿìîé t = z èìååò cëåäóþùóþ còðóêòóðó:

w(z, t, ν, λ) =
1

c0(+0)
δ(t− z) + w̃(z, t, ν, λ)θ(t− z), (2.7)

ãäå w̃(z, t, ν, λ) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

g̃0(t, ν, λ) :=
1

c0(+0)
δ(t) + ĝ0(t, ν, λ)θ(t), ĝ0(t, ν, λ) := g00(t, ν, λ) exp(r0(0)t/2),

çäåcü g00(t, ν, λ) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àcòü ôóíêöèè Fx1,x2 [g0](t, ν, λ).
Ïîäcòàâëÿÿ ôóíêöèþ (2.7) â óðàâíåíèÿ (2.3)�(2.6) è ècïîëüçóÿ ìåòîä âûäåëåíèÿ

îcîáåííîcòåé, íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ w̃(z, t, ν, λ) â îáëàcòè t > z > 0 óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèÿì (w = w̃ äëÿ t > z):

∂2w

∂t2
=
∂2w

∂z2
+H(z, ν, λ)w − 1

c0(+0)
h(t− z)−

∫ t

z

h(t− τ)w(z, τ, ν, λ) dτ, (2.8)

w|t=z+0 = − 1

2c0(0)

(
r0(0) +

c′0(0)

c0(0)
−
∫ z

0

H(ξ, ν, λ)dξ

)
:= β(z, ν, λ), (2.9)(

∂w

∂z
− c′0(0)

2c0(0)
w

)∣∣∣∣
z=+0

= 0, (2.10)

w|z=+0 = ĝ0(t, ν, λ) +

∫ t

0

k̂0(t− τ)ĝ0(τ, ν, λ) dτ +
1

c0(+0)
k̂0(t). (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ k0(t), u0(x, t) èç ðàâåícòâ (1.7)�

(1.10) câîäèòcÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ k̂0(t), w(z, t, ν, λ) èç ðàâåícòâ (2.8)�(2.11).
Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ íåèçâåcòíûõ âåëè÷èí r0(0), r

′
0(0).

Òðåáóÿ íåïðåðûâíîcòè ôóíêöèé w(z, t, ν, λ),
(
∂w
∂z

)
(z, t, ν, λ) ïðè z = t = 0 èç cî-

îòíîøåíèé (2.9), (2.11) íåcëîæíî âûðàçèòü r0(0), r
′
0(0):

r0(0) = 2c0(0)ĝ0(0, ν, λ) +
c′0(0)

c0(0)
, (2.12)

r′0(0) = −q(0) + (ν2 + λ2)c20(0) +
3

4

[
c′0(0)

c0(0)

]2
−c20(0)ĝ20(0, ν, λ) + c′0(0)ĝ0(0, ν, λ)− 2c0(0)ĝ

′
0(0, ν, λ). (2.13)

Ïðè âûâîäå ïîcëåäíèõ ðàâåícòâ áûëè ècïîëüçîâàíû cëåäóþùèå cîîòíîøåíèÿ:

k′(t) = −r′(t)− r(0)k(t)−
∫ t

0

r′(t− τ)k(τ) dτ,
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k′(0) = −r′(0) + r2(0), k̂′(0) =
r2(0)

2
− r′(0).

Â äàëüíåéøåì áóäåì c÷èòàòü r(0), r′(0) èçâåcòíûìè âåëè÷èíàìè.
Â ïîñëåäóþùèõ ðàâåíñòâàõ âìåñòî ν, λ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü çàäàííûé íàáîð çíà-

÷åíèé.

Ëåììà 2.1 Ïócòü äëÿ íåíóëåâûõ ôèêcèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ ν, λ ôóíêöèÿ
g00(t, ν, λ) ∈ C3[0, T ], c0(z) ∈ C4[0, T/2], T > 0 ôèêcèðîâàíî. Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà-
÷à (2.8)�(2.11) äëÿ (z, t) ∈ DT , DT = {(z, t)| 0 ≤ z ≤ t ≤ T − z} ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
íàõîæäåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè

[
w(z, t, ν, λ),

(
∂w
∂t

)
(z, t, ν, λ),

(
∂2w
∂t2

)
(z, t, ν, λ), h(t), h′(t),

k̂0(t), k̂
′
0(t), k̂

′′
0(t), k̂

′′′
0 (t)

]
èç cëåäóþùåé íåëèíåéíîé cècòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé:

w(z, t, ν, λ) = β(z, ν, λ) +

∫ t

z

∂w

∂τ
(z, τ, ν, λ) dτ, (2.14)

∂w

∂t
(z, t, ν, λ) =

1

4c0(0)
H
(z + t

2
, ν, λ

)
− c′0(0)

4c0(0)
w(0, t− z, ν, λ)

+
1

2
(ĝ′0(t− z, ν, λ)− r0(0)ĝ0(t− z, ν, λ))

− 1

2c0(0)
h(t− z)z +

1

2c0(0)
k̂′0(t− z) +

1

2

∫ t−z

0

k̂′0(t− z − τ)ĝ0(τ, ν, λ) dτ

+
1

2

∫ (z+t)/2

z

[
H(ξ, ν, λ)w(ξ, t+ z − ξ, ν, λ)− 1

c0(0)
h(t+ z − 2ξ)

−
∫ t+z−2ξ

0

h(τ)w(ξ, t+ z − ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ.

−1

2

∫ z

0

[
H(ξ, ν, λ)w(ξ, t− z + ξ, ν, λ)−

∫ t−z

0

h(τ)w(ξ, t− z + ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ

=: G1[w, h, k̂0, k̂
′
0], (2.15)

∂2w

∂t2
(z, t, ν, λ) =

∂

∂t
G1[w, h, k̂0, k̂

′
0], (2.16)

h(t) =
1

2
H ′
(
t

2
, ν, λ

)
−2c0(0)

[
ĝ′′0(t, ν, λ)− r0(0)ĝ

′
0(t, ν, λ) + r01ĝ0(t, ν, λ)−

1

2
H

(
t

2
, ν, λ

)
β

(
t

2
, ν, λ

)]
−2k̂′′0(t)− 2c0(0)

∫ t

0

k̂′′0(t− τ)ĝ0(τ, ν, λ)dτ − c0(0)

∫ t

0

h(τ)β

(
t− τ

2
, ν, λ

)
dτ

+2c0(0)

∫ t
2

0

[
H(ξ, ν, λ)

∂w

∂t
(ξ, t− ξ, ν, λ)−

∫ t−2ξ

0

h(τ)
∂w

∂t
(ξ, t− ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ
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=: G2

[∂w
∂t
, h, k̂′′0

]
, (2.17)

h′(t) =

(
G2

[∂w
∂t
, h, k̂′′0

])′

, (2.18)

k̂0(t) = −r0(0) + r01t+

∫ t

0

(t− τ)k̂′′0(τ) dτ, (2.19)

k̂′0(t) = r01 +

∫ t

0

k̂′′0(τ) dτ, (2.20)

k̂′′0(t) = −h(t) + r00k̂0(t)−
∫ t

0

h(t− τ)k̂0(τ) dτ. (2.21)

k̂′′′0 (t) = −h′(t) + r00k̂
′
0(t)− h(0)k̂0(t)−

∫ t

0

h′(t− τ)k̂0(τ) dτ, (2.22)

ãäå

r00 =
r20(0)

4
− r′0(0), r01 =

r20(0)

2
− r′0(0).

Äëÿ äîêàçàòåëücòâà ëåììû çàìåòèì, ÷òî cïðàâåäëèâû ðàâåícòâà

∂2w

∂t2
− ∂2w

∂z2
=

(
∂

∂t
− ∂

∂z

)(
∂

∂t
+

∂

∂z

)
w =

(
∂

∂t
+

∂

∂z

)(
∂

∂t
− ∂

∂z

)
w.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èíòåãðèðóåì (2.8) âäîëü cîîòâåòcòâóþùèõ õàðàêòåðècòèê äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ (z, t) ∈ DT . Èíòåãðèðîâàíèå âäîëü õàðàê-
òåðècòèêè îïåðàòîðà ∂

∂t
− ∂

∂z
cîâåðøèì îò òî÷êè (z, t) äî òî÷êè ((z + t)/2, (z + t)/2)

íà ïëîcêîcòè ïåðåìåííûõ (ξ, τ). Ècïîëüçóÿ ðàâåícòâî
(
∂
∂t
+ ∂

∂z

)
w((z + t)/2, (z +

t)/2, ν, λ) = 1
2c0(0)

H((z+ t)/2, ν, λ), âûòåêàþùåå èç (2.9) ïîcëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
z, ïîëó÷èì (

∂

∂t
+

∂

∂z

)
w(z, t, ν, λ) =

1

2c0(0)
H
(z + t

2
, ν, λ

)
+

∫ (z+t)/2

z

[
H(ξ, ν, λ)w(ξ, t+ z − ξ, ν, λ)− 1

c0(0)
h(t+ z − 2ξ)

−
∫ t+z−2ξ

0

h(τ)w(ξ, t+ z − ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ. (2.23)

Èíòåãðèðîâàíèå âäîëü õàðàêòåðècòèêè îïåðàòîðà ∂
∂t
+ ∂
∂z
cîâåðøèì îò òî÷êè (0, t−

z) äî òî÷êè (z, t). Ècïîëüçóÿ ðàâåícòâà (2.10), (2.11), íàõîäèì

(
∂

∂t
− ∂

∂z

)
w(z, t, ν, λ) = − c′0(0)

2c0(0)
w(0, t− z, ν, λ) + ĝ′0(t− z, ν, λ)− r0(0)ĝ0(t− z, ν, λ)
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− 1

c0(0)
h(t− z)z +

1

c0(0)
k̂′0(t− z) +

∫ t−z

0

k̂′0(t− z − τ)ĝ0(τ, ν, λ) dτ

+

∫ z

0

[
H(ξ, ν, λ)w(ξ, t− z + ξ, ν, λ)−

∫ t−z

0

h(τ)w(ξ, t− z + ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ. (2.24)

Èç ðàâåícòâ (2.23) è (2.24) ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå (2.15). Â óðàâíåíèè
(2.23), ïîëàãàÿ z = 0 è ècïîëüçóÿ ócëîâèÿ (2.10), (2.11), íàõîäèì

ĝ′0(t, ν, λ)− r0(0)ĝ0(t, ν, λ)+
1

c0(0)
k̂′0(t)+

∫ t

0

k̂′0(t− τ)g̃0(τ, ν, λ) dτ −
c′0(0)

2c0(0)
w(0, t− z, ν, λ)

=
1

2c0(0)
H

(
t

2
, ν, λ

)
+

∫ t/2

0

[
H(ξ, ν, λ)w(ξ, t− ξ, ν, λ)− 1

c0(0)
h(t− 2ξ)

−
∫ t−2ξ

0

h(τ)w(ξ, t− ξ − τ, ν)dτ

]
dξ.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåícòâî, ïîcëå íåcëîæíûõ âûêëàäîê ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(2.17).

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè è, â îñíîâíîì, ècïîëüçó-
þòcÿ äëÿ çàìûêàíèÿ cècòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Çíà÷åíèÿ h(0), k̂′′(0) ñòàíî-
âÿòñÿ èçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè, åñëè ðåøèòü ïðè t = 0 ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé
(2.21) è (2.17). Òåì càìûì ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1. Ïócòü cïðàâåäëèâû ócëîâèÿ ëåììû 2.1. Òîãäà cóùåcòâóåò
åäèícòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1.7)�(1.10) k0(t) ∈ C3[0, T ] ïðè ëþáîì ôè-
êcèðîâàííîì T > 0.

Ïócòü Γ(K0) � ìíîæåcòâî ôóíêöèé k0(t) ∈ C3[0, T ], óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ t ∈
[0, T ] íåðàâåícòâó ∥k0(t)∥C3[0,T ] ≤ K0 c ôèêcèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîcòîÿííîé
K0.

Òåîðåìà 2.2. Ïócòü k
(1)
0 (t), k

(2)
0 (t) ∈ Γ(K0) � ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1.7)�

(1.10) c íàáîðîì äàííûõ {
c
(j)
0 (z), g

(j)
00 (t, ν, λ)

}
äëÿ j = 1, 2 cîîòâåòcòâåííî. Òîãäà íàéäåòcÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷ècëî C =

C(K0, h0(ν, λ),m, T ), h0(ν, λ) = max

{
∥c(j)0 (z)∥C4[0,T/2], ∥g(j)00 (t, ν, λ)∥C3[0,T ], j = 1, 2

}
,

÷òî cïðàâåäëèâà îöåíêà ócòîé÷èâîcòè

∥k(1)0 − k
(2)
0 ∥C3[0,T ] ≤ C

[
∥c(1)0 − c

(2)
0 ∥C4[0,T/2] + ∥g(1)00 − g

(2)
00 ∥C3[0,T ]

]
. (2.25)

Äîêàçàòåëücòâî òåîðåìû 2.1. Îcíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëücòâà cîcòîèò â ïðèìåíå-
íèè ïðèíöèïà cæàòûõ îòîáðàæåíèé ê íåëèíåéíîé cècòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
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Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà (2.14)�(2.22). Çàïèøåì óêàçàííóþ cècòåìó óðàâíåíèé â âèäå
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

φ = Aφ, (2.26)

ãäå φ = [φj], j = 1, 2, . . . , 9 :

φ1(z, t, ν, λ) := w(z, t, ν, λ),

φ2(z, t, ν, λ) :=
∂w

∂t
(z, t, ν, λ) +

1

2c0(0)
h(t− z)z − 1

2c0(0)
k̂′0(t− z),

φ3(z, t, ν, λ) :=
∂2w

∂t2
(z, t, ν, λ)+

1

2c0(0)
h′(t−z)z− 1

2c0(0)
k̂′′0(t−z)+

1

2
h(t−z)

∫ z

0

β(ξ, ν) dξ,

φ4(t) := h(t) + 2k̂′′0(t), φ5(t) := h′(t) + 2k̂′′′0 (t) + c0(0)h(t)β(0, ν),

φ6(t) := k̂0(t), φ7(t) := k̂′0(t), φ8(t) := k̂′′0(t) + h(t)− r00k̂0(t),

φ9(t) := k̂′′′0 (t) + h′(t)− r00k̂
′
0(t) + h(0)k̂0(t).

Îïåðàòîð A îïðåäåëåí íà ìíîæåcòâå âåêòîð-ôóíêöèé φ ∈ C[DT ] è â cîîòâåòcòâèè
c ðàâåícòâàìè (2.14)�(2.22) èìååò âèä A = (A1, A2, . . . , A9) :

A1φ = φ01

+

∫ t

z

[
φ2(z, τ, ν, λ)−

1

2c0(0)
z (2φ8(τ − z)− φ4(τ − z) + 2r00φ6(τ − z))+

1

2c0(0)
φ7(τ−z)

]
dτ,

A2φ = φ02 +
1

2

∫ t−z

0

φ7(t− z − τ)ĝ0(τ, ν, λ)dτ +
1

2

∫ z

0

[
H(ξ, ν, λ)φ1(ξ, t− z + ξ, ν, λ)

−
∫ t−z

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))φ1(ξ, t− z + ξ − τ, ν)dτ

]
dξ

+
1

2

∫ t+z
2

z

[
H(ξ, ν, λ)φ1(ξ, t+z−ξ, ν)−

1

c0(0)
(2φ8(t+z−2ξ)−φ4(t+z−2ξ)+2r00φ6(t+z−2ξ))

−
∫ t+z−2ξ

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))φ1(ξ, t+ z − ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ,

A3φ = φ03 +
1

2

∫ t−z

0

(φ4(t− z − τ)− φ8(t− z − τ)− r00φ6(t− z − τ))ĝ0(τ, ν, λ) dτ

+
1

2

∫ z

0

[
H(ξ, ν, λ)

∂w

∂t
(ξ, t− z + ξ, ν)

−
∫ t−z

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))
∂w

∂t
(ξ, t− z + ξ, ν)dτ

]
dξ

+
1

2

∫ t+z
2

z

[
H(ξ, ν, λ)

∂w

∂t
(ξ, t− z + ξ, ν, λ)− 1

c0(0)
h′(t+ z − 2ξ)
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−(2φ8(t+ z − 2ξ)− φ4(t+ z − 2ξ) + 2r00φ6(t+ z − 2ξ))β(ξ, ν)

−
∫ t+z−2ξ

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))
∂w

∂t
(ξ, t+ y − ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ,

A4φ = φ04 − 2c0(0)

∫ t

0

k̂′′0(t− τ)ĝ0(τ, ν) dτ

−c0(0)
∫ t

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ)) β
′
t

(
t− τ

2
, ν, λ

)
dτ

+2c0(0)

∫ t/2

0

[
H(ξ, ν, λ)

∂w

∂t
(ξ, t− ξ, ν, λ)

−
∫ t−2ξ

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))
∂w

∂t
(ξ, t− ξ − τ, ν, λ)dτ

]
dξ,

A5φ = φ05 − c0(0)

∫ t

0

(φ4(t− τ)− φ8(t− τ)− r00φ6(t− τ)) ĝ0(τ, ν, λ) dτ

−c0(0)
2

∫ t

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ)β

(
t− τ

2
, ν, λ

)
dτ

+c0(0)

∫ t/2

0

[
H(ξ, ν, λ)

∂2w

∂t2
(ξ, t− ξ, ν)− (2φ8(t− 2ξ)− φ4(t− 2ξ)

+2r00φ6(t−2ξ)
∂w

∂t
(ξ, ξ, ν)−

∫ t−2ξ

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))
∂2w

∂t2
(ξ, t−ξ−τ, ν)dτ

]
dξ,

A6φ = φ06 +

∫ t

0

(t− τ) (φ4(t− τ)− φ8(t− τ)− r00φ6(t− τ)) dτ,

A7φ = φ07 +

∫ t

0

(φ4(t− τ)− φ8(t− τ)− r00φ6(t− τ)) dτ,

A8φ = φ08 −
∫ t

0

(2φ8(τ)− φ4(τ) + 2r00φ6(τ))φ6(τ) dτ,

A9φ = φ09 −
∫ t

0

h′(t− τ)φ6(τ) dτ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå φ0 = [φ01, φ02, . . . , φ09] :

φ01(z, ν, λ) := β(z, ν, λ),

φ02(z, t, ν, λ) :=
1

2
(ĝ′0(t− z, ν, λ)− r0(0)ĝ0(t− z, ν, λ)) +

1

4c0(0)
H

(
z + t

2
, ν, λ

)
− c′0(0)

4c0(0)
w(0, t− z, ν, λ),

φ03(z, t, ν, λ) :=
1

2
(ĝ′′0(t− y, ν, λ)− r0(0)ĝ

′
0(t− y, ν, λ)) +

1

8c0(0)
H

(
z + t

2
, ν, λ

)
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+
1

4

[
H

(
y + t

2
, ν, λ

)
β

(
z + t

2
, ν, λ

)
− 1

c0(0)
h(0)

]
,

φ04(t, ν, λ) :=
1

2
H ′
(
t

2
, ν, λ

)
−2c0(0)

[
ĝ′′0(t, ν, λ)− r0(0)ĝ

′
0(t, ν, λ) + r01ĝ0(t, ν, λ)−

1

2
H

(
t

2
, ν, λ

)
β

(
t

2
, ν, λ

)]
,

φ05(t, ν, λ) :=
1

2
H ′′
(
t

2
, ν, λ

)
−2c0(0)

[
ĝ′′′0 (t, ν, λ)− r0(0)ĝ

′′
0(t, ν, λ) + r01ĝ

′
0(t, ν, λ)−

1

2

(
H
( t
2
, ν, λ

)
β
( t
2
, ν, λ

))′]
+2c0(0)H

(
t

2
, ν, λ

)
∂β

∂t

(
t

2
, ν, λ

)
,

φ06(t) := −r(0) + r01t, φ07(t) := r01, φ08(t) := 0, φ09(t) := 0.

Â cècòåìå óðàâíåíèé (2.26)

h(t) = 2φ8(t)− φ4(t) + 2r00φ6(t), h′(t) = 2φ9(t) + 2r00φ7(t)− φ5(t)

+c0(0) (2φ8(t)− φ4(t)) + 2 (r00c0(0)β(0, ν)− h(0))φ6(t),

k̂′′0(t) = φ4(t)− φ8(t)− r00φ6(t),

(2.27)

∂w

∂t
(z, t, ν, λ) = φ2(z, t, ν, λ)−

z

2c0(0)
(2φ8(t− z)− φ4(t− z)

+2r00φ6(t− z)) +
1

2c0(0)
φ7(t− z),

∂2w

∂t2
(z, t, ν, λ) = φ3(z, t, ν, λ)−

z

2c0(0)
h′(t−z)+ 1

2c0(0)
k̂′′0(t−z)−

1

2
h(t−z)

∫ z

0

β(ξ, ν, λ)dξ,

k̂′′′0 (t) = φ9(t)− h′(t)− r00φ7(t) + h(0)φ6(t).

Â ïîcëåäíèõ äâóõ ðàâåícòâàõ âìåcòî ôóíêöèé h(t), h′(t), k̂′′0(t) â ïðàâîé ÷àcòè ïîä-
ðàçóìåâàþòcÿ èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè φ (2.26).

Ââåäåì áàíàõîâî ïðîcòðàícòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Cσ, ïîðîæäåííûõ cåìåé-
còâîì âåcîâûõ íîðì

∥φ∥σ = max

{
sup

(z,t)∈DT

∣∣φi(z, t, ν, λ)e−σt∣∣ , i = 1, 2, 3, sup
t∈[0,T ]

∣∣φj(t)e−σt∣∣ , j = 4, 9

}
, σ ≥ 0.

Ïðè σ = 0 ýòî ïðîcòðàícòâî ÿâëÿåòcÿ ïðîcòðàícòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé c îáû÷-
íîé íîðìîé ∥φ∥. Â cèëó íåðàâåícòâà

e−σT∥φ∥ ≤ ∥φ∥σ ≤ ∥φ∥ (2.28)
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íîðìû ∥φ∥σ è ∥φ∥ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ëþáîãî ôèêcèðîâàííîãî T ∈ (0,∞). ×ècëî σ
âûáèðàåòcÿ ïîçæå. Ïócòü Qσ(φ0, ∥φ0∥) =: {φ | ∥φ − φ0∥σ ≤ ∥φ0∥} � øàð ðàäèócà
∥φ0∥ c öåíòðîì â òî÷êå φ0 íåêîòîðîãî âåcîâîãî ïðîcòðàícòâà Cσ (σ ≥ 0). Äëÿ φ ∈
Qσ(φ0, ∥φ0∥) èìååò ìåcòî îöåíêà ∥φ∥σ ≤ ∥φ0∥σ + ∥φ0∥ ≤ 2∥φ0∥.

Ïóñòü φ(z, t, ν, λ) ∈ Qσ(φ0, ∥φ0∥). Äàëåå ïîêàçûâàåòcÿ, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáî-
ðå σ > 0 îïåðàòîð A ïåðåâîäèò øàð Qσ â øàð Qσ. Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà òåõíèêó
îöåíêè äëÿ âòîðîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ cècòåìû (2.26) (äëÿ îcòàëüíûõ óðàâíåíèé
îöåíêè ïîëó÷àþòcÿ àíàëîãè÷íî [17, 34]). Äëÿ (z, t) ∈ DT èìååì

||A2φ− φ02||σ = sup
(z,t)∈DT

∣∣(A2φ− φ02)e
−σt∣∣

= sup
(z,t)∈DT

∣∣∣∣12
∫ t−z

0

φ7(t− z − τ)ĝ0(τ, ν, λ)e
−σ(t−z−τ)e−σ(z+τ) dτ

+
1

2

∫ z

0

[
H(ξ, ν, λ)φ1(ξ, t− z + ξ, ν, λ)e−σ(t−z+ξ)e−σ(z−ξ)

−
∫ t−z

0

(2φ8(τ)−φ4(τ)+2r00φ6(τ))e
−στφ1(ξ, t− z+ ξ− τ, ν, λ)e−σ(t−z+ξ−τ)e−σ(z−ξ)d τ

]
dξ

+
1

2

∫ t+z
2

z

[
H(ξ, ν, λ)φ1(ξ, t+ z − ξ, ν, λ)e−σ(t+z−ξ)e−σ(ξ−z)

−a(2φ8(t+ z − 2ξ)− φ4(t+ z − 2ξ) + 2r00φ6(t+ z − 2ξ))e−σ(t+z−2ξ)e−σ(2ξ−z)

−
∫ t+z−2ξ

0

(2φ8(τ)−φ4(τ)+2r00φ6(τ))e
−στφ1(ξ, t+z−ξ−τ, ν, λ)e−σ(t+z−ξ−τ)e−σ(ξ−z) dτ

]
d ξ

∣∣∣∣
≤ 1

2
G∥φ7∥σ

1

σ
(e−σz − e−σt)

+
1

2
H0∥φ1∥σ

1

σ
(1− e−σz) +

1

2
(2∥φ6∥σ + ∥φ3∥σ + 2r00∥φ4∥σ)∥φ1∥σ

1

σ
(1− e−σz)T

+
1

2
H0∥φ1∥σ

1

σ
(1− e−σ

t−z
2 ) +

λ

2c0(0)
(2∥φ6∥σ + ∥φ3∥σ + 2r00∥φ4∥σ))

1

σ
(e−σz − e−σt)

+
1

2
(2∥φ6∥σ + ∥φ3∥σ + 2r00∥φ4∥σ)∥φ1∥σ

1

σ
(1− e−σ

t−z
2 )T

≤ 2∥φ0∥
[
1

2
G+H0 + (3 + 2|r00|)(

λ

2c0(0)
+ T∥φ0∥)

]
1

σ
:= 2∥φ0∥χ2(m,G,H0, r00, T, ∥φ0∥)

1

σ
,

H0 := max
z∈[0,T/2]

|H(z, ν, λ)| , G := max
t∈[0,T ]

|ĝ0(t, ν, λ)| .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âcåõ óðàâíåíèé cècòåìû (2.26) ïîëó÷àåì

||Ajφ− φ0j||σ ≤ 2∥φ0∥χj
1

σ
, j = 1, 2, . . . , 9

(χj � cîîòâåòcòâóþùèå êîícòàíòû, çàâècÿùèå îò òåõ æå âåëè÷èí, ÷òî è χ2).
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Âûáèðàÿ σ ≥ σ0 := 2 max
1≤j≤9

{χj} , ïîëó÷èì, ÷òî A ïåðåâîäèò øàð Qσ(φ0, ∥φ0∥) â
øàð Qσ(φ0, ∥φ0∥).

Ïócòü òåïåðü φ1, φ2 � ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç Qσ(φ0, ∥φ0∥). Òîãäà, ècïîëüçóÿ
âcïîìîãàòåëüíûå íåðàâåícòâà âèäà∣∣φ1

iφ
1
j − φ2

iφ
2
j

∣∣ e−σt ≤ ∣∣φ1
i

∣∣ ∣∣φ1
j − φ2

j

∣∣ e−σt + ∣∣φ2
j

∣∣ ∣∣φ1
i − φ2

i

∣∣ e−σt
≤ 4∥φ0∥

∥∥φ1 − φ2
∥∥
σ
,

ïîëó÷èì ∥∥Aφ1 − Aφ2
∥∥
σ
≤ σ00

σ

∥∥φ1 − φ2
∥∥
σ
,

ãäå σ00 îïðåäåëÿåòcÿ òàê æå, êàê è σ0 (åäèícòâåííîå îòëè÷èå σ00 îò σ0 cîcòîèò â òîì,
÷òî âõîäÿùàÿ â êîýôôèöèåíòû χj ïîcòîÿííàÿ ∥φ0∥ óäâàèâàåòcÿ [17,34]).

Åcëè ÷ècëî σ âûáðàíî èç ócëîâèÿ σ > σ∗ := max {σ0, σ00}, òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòcÿ
cæèìàþùèì íà Qσ(φ0, ∥φ0∥). Òîãäà cîãëàcíî ïðèíöèïó Áàíàõà óðàâíåíèå (2.26) èìå-
åò è ïðèòîì åäèícòâåííîå ðåøåíèå â Qσ(φ0, ∥φ0∥) ïðè ëþáîì ôèêcèðîâàííîì T > 0.

Òàê êàê k̂0(t) := exp(r0(0)t/2)k0(t), òî ïî íàéäåííîé ôóíêöèè k̂0(t) ôóíêöèÿ k0(t)
íàõîäèòcÿ ïî ôîðìóëå:

k0(t) = exp[−r0(0)t/2]k̂0(t). (2.29)

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëücòâî òåîðåìû 2.2. Òàê êàê ócëîâèÿ òåîðåìû 2.1 âûïîëíåíû, òî ðåøåíèå
(2.25) ïðèíàäëåæèò ìíîæåcòâó Qσ(φ0, ∥φ0∥) è ∥φi∥σ ≤ 2∥φ0∥, i = 1, 2, . . . , 9. Òàêèì
îáðàçîì,

max
t∈[0,T ]

|k0(t)| ≤ 2∥φ0∥ exp (|r0(0)|T ) := K0.

Ïóñòü φ(j), j = 1, 2 � âåêòîð-ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòcÿ ðåøåíèÿìè (2.26) c

íàáîðîì äàííûõ

{
c
(j)
0 (z), gj00(t, ν, λ)

}
cîîòâåòcòâåííî. Èçâåcòíûå ôóíêöèè c

(j)
0 (z), (j =

1, 2) âõîäÿò â câîáîäíûå ÷ëåíû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.25) cîîòâåòcòâóþùèì
îáðàçîì ÷åðåç ôóíêöèè H(j)(z, ν, λ), q(j)(z) (j = 1, 2). Ïåðåõîäÿ â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ê

ðàçíîcòÿì c
(1)
0 − c

(2)
0 , èìååì [35]

∥q(1) − q(2)∥C[0,T/2] ≤ C0(m,h0)∥c(1)0 − c
(2)
0 ∥C2[0,T/2].

Èç ðàccóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëücòâå òåîðåìû 2.1, äëÿ σ ≥ σ∗ ïîëó÷èì
îöåíêó ∥∥φ(1) − φ(2)

∥∥
σ
≤ C1γ +

σ∗

σ

∥∥φ(1) − φ(2)
∥∥
σ
, (2.30)

γ := ∥c(1)0 − c
(2)
0 ∥C4[0,T/2] + ∥g(1)00 − g

(2)
00 ∥C3[0,T ],

ïîcòîÿííàÿ C1 çàâècèò îò òåõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî è C â òåîðåìå 2.2. Èç íåðàâåícòâ (2.28)
è (2.30) cëåäóåò îöåíêà ∥∥∥k̂(1)0 − k̂

(2)
0

∥∥∥ ≤ C2γ,
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ñ ïîñòîÿííîé C2 = σC1/(σ − σ∗). Òîãäà, ðàccìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (2.29) äëÿ{
k
(1)
0 , k̂

(2)
0

}
,
{
k
(1)
0 , k̂

(2)
0

}
è ècïîëüçóÿ (2.30), ïîëó÷èì îöåíêó (2.25).

3. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé a1(x3), k1(t) è u1(x, t)

Äàëåå äëÿ êðàòêîé çàïècè îïðåäåëèì áèëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð L ïî
ôîðìóëå

L [k0(t), u(x, t)] = u(x, t) +

∫ t

0

k0(t− τ)u(x, τ)dτ.

Â äàëüíåéøåì èíîãäà íå áóäåì â îïåðàòîðå L óêàçûâàòü çàâècèìîcòü ôóíêöèé îò
ïåðåìåííûõ, ïîäðàçóìåâàÿ çàâècèìîcòü ïåðâîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé t, à âòîðîé
� îò x, t èëè x3, t, ν, λ.

Â ðàâåíñòâàõ (1.11)�(1.14) ïåðåéäåì îò ôóíêöèé u1(x, t) è u0(x, t) ê èõ îáðàçàì
Ôóðüå ũj(x3, t, ν, λ) := Fx1,x2 [uj](x3, t, ν, λ), j = 0, 1.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1.11)�(1.14) â òåðìèíàõ ôóíêöèè ũ1 ïåðåïèøåòcÿ â âèäå

∂2ũ1
∂t2

= L

[
k0,

∂

∂x3

(
a0(x3)

∂ũ1
∂x3

)
− (ν2 + λ2)a0(x3)ũ1

]

+L

[
k0, i

∂

∂x3

(
a1(x3)

∂ũ0λ
∂x3

)
− iλa1(x3)ũ0 − i(λ2 + ν2)a1(x3)ũ0λ

]

+i

∫ t

0

k1(t− τ)

[
∂

∂x3

(
a0(x3)

∂ũ0ν
∂x3

)
− a0(x3)

[
2νũ0 + (λ2 + ν2)ũ0ν

]]
(x3, τ, ν, λ) dτ, (3.1)

u1 |t<0≡ 0, (3.2)(
L

[
k0, ia1(+0)

∂ũ0λ
∂x3

+ a0(+0)
∂ũ1
∂x3

]
− ia0(+0)

∫ t

0

k1(t− τ)
∂ũ0ν
∂x3

(x3, τ, ν, λ)dτ

) ∣∣∣
x3=+0

= 0,

(3.3)
ũ1(0, t, ν, λ) = Fx1,x2 [U1](t, ν, λ) := g1(t, ν, λ), t > 0 (3.4)

(â ðàâåícòâàõ (3.1), (3.3) íèæíèé èíäåêc ν (λ) îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïàðàìåòðó.

Ïóñòü

V (z, t, ν, λ) = L

[
k0, ũ1(ϕ

−1(z), t, ν, λ)

√
c0(z)

c0(0)

]
exp (r0(0)t/2) .

Òîãäà (3.1)�(3.4) äëÿ z > 0, t ∈ R ïðèìóò âèä

∂2V

∂t2
=
∂2V

∂z2
+H(z, ν, λ)V −

∫ t

0

h(t− τ)V (z, τ, ν, λ)dτ − iλc1(z)w − i
(
λ2 + ν2

)
c1(z)wλ

+ic′1(z)

[
q1(z)

∂wλ
∂z

− 1

2
q2(z)wλ

]
+ ic1(z)

[
q1(z)

∂2wλ
∂z2

− 2q2(z)
∂wλ
∂z

+ q3(z)wλ

]
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+i exp(r0(0)t/2)

∫ t

0

k1(t−τ)

[
∂2vν
∂z2

+[q(z)−(λ2+ν2)c20(z)]vν−2νc20(z)v(z, τ, ν)

]
dτ, (3.5)

V |t<0≡ 0, (3.6)(
ia1(+0)

[
∂wλ
∂z

− c′0(+0)

2c0(+0)
wλ

]
+

[
∂V

∂z
− c′0(+0)

2c0(+0)
V

]

+i exp(r0(0)t/2)

∫ t

0

k1(t− τ)

[
∂vν
∂z

− c′0(+0)

2c0(+0)
vν

]
dτ

)∣∣∣∣∣
z=+0

= 0, (3.7)

V |z=+0= L
[
k̂0, ĝ1(t, ν, λ)

]
, (3.8)

ãäå
c1(z) := a1(ϕ

−1(z)),

q1(z) :=
1

c20(z)
, q2(z) :=

c′0(z)

c30(z)
, q3(z) :=

5[c′0(z)]
2 − 2c′′0(0)c0(z)

4c40(z)
, (3.8′)

ĝ1(t, ν, λ) = g1(t, ν, λ) exp(r0(0)t/2).

Â ñèëó (2.1) è (2.7)

v = exp(k0(0)t/2)

[
1

c0(0)
δ(t− z) + w̃(z, t, ν, λ)θ(t− z)

]

+

∫ t

0

r0(t− τ) exp(k0(0)τ/2)

[
1

c0(0)
δ(τ − z) + w̃(z, τ, ν, λ)θ(τ − z)

]
dτ,

(äàëåå çíàê˜íàä w áóäåò îïóùåí)

vν = exp(k0(0)t/2) [wν(z, t, ν, λ)θ(t− z)] +

∫ t

z

r0(t− τ)wν(z, τ, ν, λ) exp(k0(0)τ/2) dτ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè wν cïðàâåäëèâà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ïîëó÷àåìàÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðàâåícòâ (2.8)�(2.11) ïî ïàðàìåòðó ν:

∂2wν
∂t2

=
∂2wν
∂z2

+H(z, ν, λ)wν +Hν(z, ν)w −
∫ t

z

h(t− τ)wν(z, τ, ν, λ)dτ, (3.9)

wν |t=z+0 = βν(z, ν), (3.10)(
∂wν
∂z

− c′0(z)

2c0(z)
wν

)∣∣∣∣
z=+0

= 0, (3.11)

wν |z=+0 = L[k̂0, ĝ0ν(t, ν, λ)]. (3.12)

Òîãäà c ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî, èìååì

exp(r0(0)t/2)

∫ t

0

k1(t− τ)
∂vν
∂z

dτ
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=

∫ t

z

k̂1(t− τ)

[
∂wν
∂z

(z, τ, ν, λ) +

∫ η

z

r̂0(τ − η)
∂wν
∂z

(z, η, ν, λ)dη

]
dτ, (3.13)

ãäå k̂1(t) := k1(t) exp(r0(0)t/2), r̂0(t) := r0(t) exp(r0(0)t/2),

exp(r0(0)t/2)

∫ t

0

k1(t− τ)
∂2vν
∂z2

dτ

=

∫ t

z

k̂1(t− τ)

[
∂2wν
∂z2

+

∫ τ

z

r̂0(τ − η)
∂2wν
∂z2

(z, η, ν, λ) dη

]
dτ, (3.14)

exp(r0(0)t/2)

∫ t

0

k1(t− τ)[q(z)− (λ2 + ν2)c20(z)]vνdτ

=

∫ t

z

k̂1(t−τ)[q(z)−(λ2+ν2)c20(z)]

[
wν(z, τ, ν, λ)+

∫ τ

z

r̂0(τ−η)wν(z, η, ν, λ)dη

]
dτ, (3.15)

exp(r0(0)t/2)

∫ t

0

k1(t− τ)2νc20(z)v(z, τ, ν, λ) dτ

=
2ν

c0(0)
c20(z)k̂1(t− z) +

2ν

c0(0)
c20(z)

∫ t

z

k̂1(t− τ)r̂0(τ − z)dτ

+

∫ t

z

k̂1(t− τ)2νc20(z)

[
w(z, τ, ν, λ) +

∫ τ

z

r̂0(τ − η)w(z, η, ν, λ)dη

]
dτ, (3.16)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.11), (3.13)�(3.16), ìîæíî ïåðåïècàòü çàäà÷ó (3.5)�(3.8)
â cëåäóþùåì âèäå äëÿ z > 0, t ∈ R

∂2V

∂t2
=
∂2V

∂z2
+H(z, ν, λ)V −

∫ t

z

h(t− τ)V (z, τ, ν, λ)dτ + νc̃(z)k̂1(t− z)

−iλc1(z)
(

1

c0(0)
δ(t− z) + w(z, t, ν, λ)θ(t− z)

)
− i(λ2 + ν2)c1(z)wλ(z, t, ν, λ)

+ic′1(z)

[
q1(z)

∂wλ
∂z

− 1

2
q2(z)wλ

]
+ ic1(z)

[
q1(z)

∂2wλ
∂z2

− 2q2(z)
∂wλ
∂z

+ q3(z)wλ

]
+

∫ t

z

p(z, τ, ν, λ)k̂1(t− τ) dτ, (3.17)

V |t<0≡ 0, (3.18)(
∂V

∂z
− c′0(+0)

2c0(+0)
V

) ∣∣∣
z=+0

= 0, (3.19)

V |t=z= 0, (3.20)
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V |z=0= L
[
k̂0, ĝ1(t, ν, λ)

]
, (3.21)

ãäå

c̃(z) = i
2

c0(0)
c20(z), p(z, t, ν, λ) = c̃(z)r̂0(t− z)

−iL0

[
r̂0,

∂2wν
∂z2

(z, t, ν, λ) + [q(z)− (λ2 + ν2)c20(z)]wν(z, t, ν, λ)− 2νc20(z)w(z, t, ν, λ)

]
.

(â îïðåäåëåíèè p(z, τ, ν, λ) îïåðàòîð L0 îòëè÷àåòcÿ îò îïåðàòîðà L òåì, ÷òî íèæíèé
èíäåêc â èíòåãðàëå îïåðàòîðà çàìåíåí íà z).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè îáðàòíóþ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ a1(x3), k1(t) èç ðàâåícòâ

(1.11)�(1.14) ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ c1(z), k̂1(t) èç ðàâåícòâ (3.17)�(3.21).
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà, ïîëó÷àåì äëÿ t > z

V (z, t, ν, λ) =
1

2

(
L
[
k̂0, ĝ1(t− z, ν, λ)

]
+ L

[
k̂0, ĝ1(t+ z, ν, λ)

])

− c′0(0)

4c0(0)

t+z∫
t−z

L
[
k̂0, ĝ1(τ, ν, λ)

]
dτ − iλ

2c0(0)

t+z
2∫

t−z
2

c1(ξ)dξ

+
1

2

z∫
0

∫ t+z−ξ

t−z+ξ

{
νc̃(ξ)k̂1(τ − ξ) +H(ξ, ν, λ)V (ξ, τ, ν, λ)

−c1(ξ)N(ξ, τ, ν, λ) + ic′1(ξ)

[
q1(ξ)

∂wλ
∂z

(ξ, τ, ν, λ)− 1

2
q2(ξ)wλ(ξ, τ, ν, λ)

]

−
∫ τ

ξ

[
h(τ − η)V (ξ, η, ν, λ) + k̂1(τ − η)p(ξ, η, ν, λ)

]
dη

}
dτdξ := F [V, c1, c

′
1, k̂1], (3.22)

ãäå

N(ξ, τ, ν, λ) := i
[
λw(ξ, τ, ν, λ) + (λ2 + ν2)wλ

−q1(ξ)
∂2wλ
∂z2

(ξ, τ, ν) + 2q2(ξ)
∂wλ
∂z

(ξ, τ, ν, λ)− q3(ξ)wλ(ξ, τ, ν, λ)
]
.

Ïåðåõîäÿ â ðàâåícòâå (3.22) ê ïðåäåëó t→ z + 0 c ó÷åòîì V |t=z = 0, èìååì

−L
[
k̂0, ĝ1(2z, ν, λ)

]
+

c′0(0)

2c0(0)

2z∫
0

L
[
k̂0, ĝ1(τ, ν, λ)

]
dτ = − iλ

c0(0)

z∫
0

c1(ξ)dξ

+

z∫
0

∫ 2z−ξ

ξ

{
νc̃(ξ)k̂1(τ − ξ) +H(ξ, ν, λ)V (ξ, τ, ν, λ)
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−c1(ξ)N(ξ, τ, ν, λ) + ic′1(ξ)

[
q1(ξ)

∂wλ
∂z

(ξ, τ, ν, λ)− 1

2
q2(ξ)wλ(ξ, τ, ν, λ)

]

−
∫ τ

ξ

[
h(τ − η)V (ξ, η, ν, λ) + k̂1(τ − η)p(ξ, η, ν, λ)

]
dη

}
dτdξ. (3.23)

Èç (3.23) ñëåäóåò, ÷òî ĝ1(0, ν, λ) = 0. Çàìåíÿÿ 2z íà t è äèôôåðåíöèðóÿ (3.23) ïî t,
ïîëó÷àåì

−L
[
k̂0, ĝ

′
1(t, ν, λ)

]
+

c′0(0)

2c0(0)
L
[
k̂0, ĝ1(t, ν, λ)

]
= − iλ

2c0(0)
c1(t/2)

+

t/2∫
0

{
νc̃(ξ)k̂1(t− 2ξ) +H(ξ, ν, λ)V (ξ, t− ξ, ν, λ)

−c1(ξ)N(ξ, t− ξ, ν, λ) + ic′1(ξ)

[
q1(ξ)

∂wλ
∂z

(ξ, t− ξ, ν, λ)− 1

2
q2(ξ)wλ(ξ, t− ξ, ν, λ)

]

−
∫ t−2ξ

0

[
h(τ)V (ξ, t− ξ − η, ν, λ) + k̂1(τ)p(ξ, t− ξ − τ, ν, λ)

]
dη

}
dτdξ. (3.24)

Î÷åâèäíî, ÷òî c1(0) =
2c0(0)
iλ

ĝ′1(0, ν, λ). Äèôôåðåíöèðóÿ (3.24) ïî t, çàòåì ïîäñòàâ-
ëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ λ1, λ2 è ñîñòàâëÿÿ ðàçíîñòü ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïðè
ôèêñèðîâàííîì çàäàííîì ν, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ c′(z)(z = t/2) :

c′1(z) =
1

M(z)
∆λ

{
L
[
k̂0, ĝ

′
1λ(2z, ν, λ)

]′
− c′0(0)

2c0(0)
L
[
k̂0, ĝ

′
1λ(2z, ν, λ)

]}

− 2∆λ{N(z, z, ν, λ)}
M(z)︸ ︷︷ ︸
Ñλ(z,ν,λ)

c1(z)+
1

M(z)

z∫
0

∆λ

{
H(ξ, ν, λ)

∂V

∂t
(ξ, t−ξ, ν, λ)−c1(ξ)

∂N

∂t
(ξ, t−ξ, ν, λ)

+ic′1(ξ)

[
q1(ξ)

∂2wλ
∂t∂z

(ξ, τ, ν, λ)− 1

2
q2(ξ)

∂wλ
∂t

(ξ, t− ξ, ν, λ)

]

−
∫ 2z−2ξ

0

[
h(τ)

∂V

∂t
(ξ, 2z − ξ − τ, ν, λ) + k̂1(τ)

∂p

∂t
(ξ, 2z − ξ − τ, ν, λ)

]
dτ

}
dξ, (3.25)

ãäå ∆λ{·} � ýòî ðàçíîñòü çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ïðè λ = λ1 è λ = λ2.
Â ÷àñòíîñòè, ∆λ{N(z, z, ν, λ)} := N(z, z, ν, λ1)−N(z, z, ν, λ2). Äàëåå ïî àíàëîãèè ïîä
∆ν{·} áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàçíîñòü çíà÷åíèé äëÿ ν1, ν2.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì (3.8′)

M(z) := i(λ1 − λ2)

[
1 +

1

4c0(0)
− c′0(z)

2c30(z)

∫ z

0

c20(ξ)dξ

]
̸= 0

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ c′0(z) ≤ 0, λ1 ̸= λ2.
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Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (3.24) ïî t (ïðåäâàðèòåëüíî cäåëàâ çàìåíó ïå-
ðåìåííîé â ïåðâîì èíòåãðàëå t−2ξ = τ), çàòåì ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ν1, ν2
(ν1 ̸= ν2) è ñîñòàâëÿÿ ðàçíîñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì çàäàííîì çíà÷åíèè λ, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå äëÿ k̂1(t) (t/2 = z):

k̂1(t) = − 2

c̃(0)(ν1 − ν2)
∆ν

{
L
[
k̂0, ĝ

′
1ν(t, ν, λ)

]
+
ic′0(0)

c0(0)
L
[
k̂0, ĝ

′
1ν(t, ν, λ)

]}

+
∆ν{2N(z, z, ν, λ)}
c̃(0)(ν1 − ν2)︸ ︷︷ ︸

Ñ(z,ν,λ)

c1(z)−
2

c̃(0)(ν1 − ν2)

z∫
0

∆ν

{
H(ξ, ν, λ)

∂V

∂t
(ξ, t− ξ, ν, λ)

−c1(ξ)
∂N

∂t
(ξ, t− ξ, ν, λ) + ic′1(ξ)

[
q1(ξ)

∂2wλ
∂t∂z

(ξ, τ, ν, λ)− 1

2
q2(ξ)

∂wλ
∂t

(ξ, t− ξ, ν, λ)

]

−
∫ t−2ξ

0

[
h(τ)

∂V

∂t
(ξ, t− ξ − τ, ν, λ) + k̂1(τ)

∂p

∂t
(ξ, t− ξ − τ, ν, λ)

]
dτ

}
dξ. (3.26)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.22), (3.25), (3.26) èñïîëüçó-
þòñÿ î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà äëÿ c1(z) :

c1(z) = c1(0) +

∫ z

0

c′1(ξ)dξ (3.27)

è äëÿ ∂V
∂t
(z, t, ν, λ), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî t

óðàâíåíèÿ (3.22):
∂V

∂t
(z, t, ν, λ) =

∂

∂t
F [V, c1, c

′
1, k̂1]. (3.28)

Óðàâíåíèÿ (3.22), (3.25)�(3.28) ýêâèâàëåíòû ðàâåíñòâàì (3.17)�(3.20) è îáðàçóþò
çàìêíóòóþ ëèíåéíóþ cècòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà â
îáëàcòè DT îòíîcèòåëüíî V (z, t, ν, λ), ∂V

∂t
(z, t, ν, λ), c1(z), c

′
1(z).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàccóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòcÿ òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèè
N(z, t, ν, λ), p(z, t, ν, λ) ∈ C1[DT ]. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî wλ, wν ∈
C3[DT ].

Äåécòâèòåëüíî, c ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà äëÿ çàäà÷è (3.13), (3.15), (3.16)
ïîëó÷èì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððîâcêîãî òèïà c íåïðåðûâíûì
câîáîäíûì ÷ëåíîì è íåïðåðûâíûì ÿäðîì â îáëàcòè DT :

wν =
1

2

(
L
[
k̂0, ĝ0ν(t− z, ν)

]
+ L

[
k̂0, ĝ0ν(t+ z, ν)

])
+

c′0(0)

4c0(0)

t+z∫
t−z

L
[
k̂0, ĝ1(τ, ν, λ)

]
dτ

+
1

2

z∫
0

∫ t+z−ξ

t−z+ξ

{
H(ξ, ν)wν(ξ, τ, ν) +Hν(ξ, ν)w(ξ, τ, ν)
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−
∫ τ

ξ

h(τ − η)wν(ξ, η, ν))dη

}
dτdξ. (3.29)

Èç òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé cëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.29) èìååò åäèícòâåí-
íîå ðåøåíèå, íåïðåðûâíîå â DT . Ñòåïåíü ãëàäêîcòè ðåøåíèÿ ócòàíàâëèâàåòcÿ ïðè
ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.29) äîcòàòî÷íîå êîëè÷åcòâî ðàç. Ëåãêî
ïðîâåðÿåòcÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àcòü ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò íåïðåðûâ-
íîé, à cëåäîâàòåëüíî, áóäåò íåïðåðûâíà è ëåâàÿ ÷àcòü [28, ãë.2]. Òàêèì îáðàçîì,
wν ∈ C3[DT ].

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî wλ ∈ C3[DT ].

Îcíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòcÿ cëåäóþùèå òåîðåìû îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîcòè è ócòîé÷èâîcòè îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ a1(y), k1(t).

Òåîðåìà 3.1 Ïócòü âûïîëíåíû ócëîâèÿ òåîðåìû 2.1 è g1(t, ν, λ) ∈ C2[0, T ] ïðè

ôèêcèðîâàííûõ íåíóëåâûõ (ν, λ), è g1(0, ν, λ) ≡ 0, g′1(0, ν, λ) ≡ iλc1(0)
2c0(0)

, c′0(z) ≤ 0.

Òîãäà cóùåcòâóåò åäèícòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1.11)�(1.14) c1(z) ∈
C1[0, T/2], k1(t) ∈ C[0, T ] äëÿ ëþáîãî ôèêcèðîâàííîãî T > 0.

Òåîðåìà 3.2. Ïócòü c
(1)
1 (z), c

(2)
1 (z) ∈ C1[0, T/2], k

(1)
1 (t), k

(2)
1 (t) ∈ C[0, T ] � ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è (1.11)�(1.14) c íàáîðîì äàííûõ{
c
(j)
0 (z), g

(j)
1 (t, ν, λ), k

(j)
0 (t), ũ

(j)
0 (ϕ−1(x3), t, ν, λ)

}
äëÿ j = 1, 2 cîîòâåòcòâåííî. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ócëîâèé òåîðåìû
2.2 íàéäåòcÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷ècëî C̃ = C̃(C, h1(ν, λ)), h1(ν, λ) =

max

{
∥g(j)1 (t, ν, λ)∥C2[0,T ], ∥N (j)(z, t, ν, λ)∥C1(DT ), ∥p(j)(z, t, ν, λ)∥C1(DT ), j = 1, 2

}
, ÷òî

cïðàâåäëèâà îöåíêà ócòîé÷èâîcòè

∥c(1)1 − c
(2)
1 ∥C1[0,T/2] + ∥k(1)1 − k

(2)
1 ∥C[0,T ] ≤ C̃

[
∥c(1)0 − c

(2)
0 ∥C[0,T/2]

+∥g̃(1)1 − g̃
(2)
1 ∥C2[0,T ] + ∥k(1)0 − k

(2)
0 ∥C[0,T ]

]
. (3.31)

Äîêàçàòåëücòâî òåîðåìû 3.1 Cècòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.22), (3.25)�
(3.28) ÿâëÿåòcÿ çàìêíóòîé ëèíåéíîé cècòåìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà
âòîðîãî ðîäà c íåïðåðûâíûìè câîáîäíûìè ÷ëåíàìè è ÿäðàìè îòíîcèòåëüíî íåèç-
âåcòíûõ ôóíêöèé â îáëàcòè DT . Èäåÿ äîêàçàòåëücòâà cóùåcòâîâàíèÿ åäèícòâåííîãî
ðåøåíèÿ äàííîé cècòåìû cîcòîèò â ïðèìåíåíèè îáîáùåííîãî ïðèíöèïà cæàòûõ îòîá-
ðàæåíèé. Çàïèøåì cècòåìó (3.22), (3.25)�(3.28) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ψ = Bψ, (3.32)

ψ :=
[
V (z, t, ν, λ) +

1

2c0(0)

∫ t+z
2

t−z
2

c1(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
ψ1

, c′1(z) + Ñλ(z, ν, λ)c1(z)︸ ︷︷ ︸
ψ2

,
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k̂1(2z)− Ñν(z, ν, λ)c1(z)︸ ︷︷ ︸
ψ3

, c1(z)︸ ︷︷ ︸
ψ4

,

∂V

∂t
(z, t, ν, λ) +

1

2c0(0)

[
c1

(
t+ z

2

)
− c1

(
t− z

2

)]
+
ν

2
k̂1(z)

∫ z

0

c̃(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
ψ5

]
.

Òîãäà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè V (z, t, ν, λ), c′1(z), k̂1(2z),
∂V
∂t
(z, t, ν, λ) ìîãóò áûòü îïðå-

äåëåíû ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè ψ:

V (z, t, ν, λ) = ψ1(ξ, τ, ν) +
1

2c0(0)

∫ τ+ξ
2

τ−ξ
2

ψ4(s)ds,

c′1(z) = ψ2(z, ν, λ)− Ñλ(z, ν, λ)ψ4(z),

k̂1(2z) = ψ3(z, ν, λ) + Ñν(z, ν, λ)ψ4(z),

∂V

∂t
(z, t, ν, λ) = ψ5(z, t, ν, λ)−

1

2c0(0)

[
ψ4

(
t+ z

2

)
− ψ4

(
t− z

2

)]
−ν
2

[
ψ3(z/2, ν, λ) + Ñν(z/2, ν, λ)ψ4(z/2)

] ∫ z

0

c̃(ξ)dξ.

Îïåðàòîð B = (B1, B2, B3, B4, B5) îïðåäåëåí íà ìíîæåcòâå ôóíêöèé ψ ∈ C(DT )
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ν, λ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íåêîòîðàÿ còåïåíü n (n � íàòóðàëüíîå ÷ècëî) ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ Bψ ÿâëÿåòcÿ cæàòèåì. Ïîëîæèì

∥ψ∥ = max{ max
(z,t)∈DT

|ψj(z, t, ν, λ))|, j = 1, ..., 5}.

Ïócòü ψ(1), ψ(2) � äâå íåïðåðûâíûå âåêòîð-ôóíêöèè âDT , óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíîé
cècòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.32). Îáîçíà÷èì

∆(z, t) = {(ξ, τ) : 0 ≤ ξ ≤ z, t− z + ξ ≤ τ ≤ t+ z − ξ},

Σ(z, t, ξ) = {τ : (ξ, τ) ∈ ∆(z, t)}.
Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè èç (3.32) äëÿ (z, t) ∈ DT â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè

(3.22), (3.25)�(3.28) èìååì (â ïîñëåäóþùèõ îöåíêàõ äëÿ êðàòêîñòè áóäóò îïóùåíû â
ñïèñêå àðãóìåíòîâ ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ν, λ)

|B1ψ
(1) −B1ψ

(2)|(z, t)

≤ µ1

∫ z

0

max
{

max
τ∈Σ(z,t,ξ)

|ψ(1)
1 (ξ, τ)− ψ

(2)
1 (ξ, τ)|, |ψ(1)

j (ξ)− ψ
(2)
j (ξ)|

}
dξ

≤ µ1z∥ψ(1) − ψ(2)∥, j = 2, 3, 4,

äàëåå
|Blψ

(1) −Blψ
(2)|(z)
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≤ µ2

∫ z

0

max
{
|ψ(1)

5 (ξ, T − ξ)− ψ
(2)
5 (ξ, T − ξ)|, |ψ(1)

j (ξ)− ψ
(2)
j (ξ)|

}
dξ

≤ µlz∥ψ(1) − ψ(2)∥, j = 2, 3, 4; l = 2, 3;

|B4ψ
(1) −B4ψ

(2)|(z) ≤ µ4

∫ z

0

max
{
|ψ(1)

2 (ξ)− ψ
(2)
2 (ξ)|, |ψ(1)

4 (ξ)− ψ
(2)
4 (ξ)|

}
dξ

≤ µ4z∥ψ(1) − ψ(2)∥,

|B5ψ
(1) −B5ψ

(2)|(z, t)

≤ µ5

∫ z

0

max
{

max
τ∈Σ(z,t,ξ)

|ψ(1)
1 (ξ, τ)− ψ

(2)
1 (ξ, τ)|, |ψ(1)

j (ξ)− ψ
(2)
j (ξ)|

}
dξ

≤ µ5z∥ψ(1) − ψ(2)∥, j = 2, 3, 4,

ãäå µj � êîícòàíòû, çàâècÿùèå îò âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â C̃ (òåîðåìà 3.2).

Ïîëàãàÿ M̃ = max{µ1, µ2, µ3, µ4, µ5}, ïîëó÷àåì, ÷òî

max
1≤j≤5

|Bjψ
(1) −Bjψ

(2)|(z, t) ≤ M̃z∥ψ(1) − ψ(2)∥, (z, t) ∈ DT .

Äàëåå
|B2

1ψ
(1) −B2

1ψ
(2)|(z, t)

≤ µ1

∫ z

0

max
{

max
τ∈Σ(z,t,ξ)

|B1ψ
(1)(ξ, τ)−B1ψ

(2)(ξ, τ)|, |Bjψ
(1)(ξ)−Bjψ

(2)(ξ)|
}
dξ

≤ µ1M̃

∫ z

0

ξ∥ψ(1) − ψ(2)∥ dξ ≤ µ1M̃
z2

2!
∥ψ(1) − ψ(2)∥, j = 2, 3, 4,

àíàëîãè÷íî

|B2
jψ

(1) −B2
jψ

(2)|(z) ≤ µjM̃

∫ z

0

ξ∥ψ(1) − ψ(2)∥ dξ ≤ µjM̃
z2

2!
∥ψ(1) − ψ(2)∥, j = 2, 3, 4, 5.

Îòcþäà

max
1≤j≤5

|B2
jψ

(1) −B2
jψ

(2)|(z, t, ν) ≤ M̃2 z
2

2!
∥ψ(1) − ψ(2)∥, (z, t) ∈ DT .

è, âîîáùå,

max
1≤j≤5

|Bn
j ψ

(1) −Bn
j ψ

(2)|(z, t, ν) ≤ M̃n z
n

n!
∥ψ(1) − ψ(2)∥, (z, t) ∈ DT ,

∥Bnψ(1) −Bnψ(2)∥ ≤ M̃n (
T
2
)n

n!
∥ψ(1) − ψ(2)∥.

Ïðè ëþáîì ôèêcèðîâàííîì T ÷ècëî n ìîæíî âûáðàòü íàcòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

M̃n (
T
2
)n

n!
:= α < 1.
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Òîãäà îòîáðàæåíèå Bn ÿâëÿåòcÿ cæàòèåì. Ñîãëàcíî îáîáùåíèþ ïðèíöèïà cæèìàþ-
ùèõ îòîáðàæåíèé óðàâíåíèå Bψ = ψ èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå, ïðèíàä-
ëåæàùåå C(DT ). Äàííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïîcëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé.

Äîêàçàòåëücòâî òåîðåìû 3.2.

Ïócòü ψ(j) � âåêòîð ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòcÿ ðåøåíèÿìè (3.32) c íàáîðîì

äàííûõ

{
c
(j)
0 (z), g

(j)
1 (t), k

(j)
0 (t), w(j)(z, t)

}
, j = 1, 2, cîîòâåòcòâåííî, ò.å. cïðàâåäëèâû

óðàâíåíèÿ ψ(j) = Bψ(j).
Äàëåå, èçâåcòíàÿ ôóíêöèÿ c

(j)
0 (z), j = 1, 2 âõîäèò â câîáîäíûå ÷ëåíû ýòèõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé cîîòâåòcòâóþùèì îáðàçîì ÷åðåç ôóíêöèþ 1/M(z), êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê |1/M(z)| < 1/|λ1 − λ2|, è ôóíêöèþ N(z, z, ν, λ). Ïåðåõîäÿ ê

ðàçíîcòÿì c
(1)
0 − c

(2)
0 , ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî cäåëàíî â òåîðåìå 2.2, èç ðàccóæäåíèé,

ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëücòâå òåîðåìû 3.1, ïîëó÷èì îöåíêó∥∥φ(1) − φ(2)
∥∥ ≤ µ0γ + α

∥∥φ(1) − φ(2)
∥∥ , (3.33)

ãäå
γ := ∥c(1)0 − c

(2)
0 ∥C1[0,T/2] + ∥g(1)1 − g

(2)
1 ∥C2[0,T ] + ∥k(1)0 − k

(2)
0 ∥C[0,T ]

è ïîcòîÿííàÿ µ0 çàâècèò îò âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â C̃. Èç ðàâåícòâà (3.33) cëåäóåò, ÷òî∥∥φ(1) − φ(2)
∥∥ ≤ µ̃γ

c ïîcòîÿííîé µ̃ = µ0/(1− α).

Ðàccìàòðèâàÿ óðàâíåíèå k1(t) = exp[k0(0)t/2]k̂1(t) äëÿ
{
k
(1)
1 , k̂

(1)
1

}
,
{
k
(2)
1 , k̂

(2)
1

}
è

ècïîëüçóÿ (3.33), ïîëó÷àåì îöåíêó (3.31). Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.
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