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Abstract. This paper is devoted to the classification up to isomorphism
of abstract unsolvable Lie algebras of dimension 7. With the help of
Maltsev splitting, the problem of describing Lie algebras over a field of
characteristic zero is reduced to describing almost algebraic Lie algebras,
which, in turn, require knowledge of semisimple and nilpotent algebras.
Based on the classifications of semisimple and nilpotent Lie algebras,
the paper presents an algorithm for describing abstract Lie algebras and
conducts the classification of seven-dimensional unsolvable Lie algebras
over fields R and C.
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1. Введение

Данная работа посвящена классификации с точностью до изоморфизма аб-
страктных неразрешимых алгебр Ли размерности 7. Предлагаемый классифи-
кационный алгоритм основывается на понятиях почти алгебраической алгебры
Ли и расщепления Мальцева для абстрактной алгебры Ли.

В теории алгебр Ли наиболее изученным классом являются полупростые
алгебры Ли, полная классификация которых существует для каждой фик-
сированной размерности (из последних работ в этой области см. [1, 2]). Для
разрешимых алгебр Ли и для полупрямых сумм полупростых и разрешимых
алгебр Ли известны лишь отдельные классификационные результаты. Алгебры
Ли размерности 4 над полем комплексных чисел были получены еще Софусом
Ли [3]. Четырехмерные алгебры Ли над полем действительных чисел и пяти-
мерные алгебры Ли над полями комплексных и действительных чисел приведе-
ны в работах Мубаракзянова [4, 5]. Шестимерные нильпотентные алгебры Ли
над полем комплексных чисел классифицированы Умлауфом [6], а над полем
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нулевой характеристики — Морозовым [7]. Описание неразрешимых алгебр Ли
в малых размерностях содержится в работах Турковского [8, 9]. В работе Му-
баракзянова [4] предложена методика классификации разрешимых алгебр Ли.
При этом в качестве основного объекта, характеризующего алгебру, рассмат-
ривается ee наибольший нильпотентный идеал. В последующих работах того
же автора [10, 11] была произведена классификация разрешимых шестимер-
ных алгебр Ли над полем действительных чисел. Классификация разрешимых
алгебр Ли до размерности шесть также приведена в [12], можно упомянуть еще
работу [13].

В данной статье предлагается общий подход к классификации произволь-
ных алгебр Ли. С помощью расщепления Мальцева задача описания алгебр
Ли над полем нулевой характеристики сводится к описанию почти алгебраиче-
ских алгебр Ли, для которых, в свою очередь, необходимо знание полупростых
и нильпотентных алгебр. Полупростые алгебры Ли описываются в терминах
систем корней и задаются с помощью образующих и соотношений. Нильпо-
тентные алгебры Ли не обладают такими хорошими свойствами. Например,
уже в размерности 7 существуют нильпотентные алгебры, не имеющие полу-
простых дифференцирований. Существующие методы классификации индук-
тивны по размерности и для малых размерностей позволяют быстро получить
результат. Однако с каждым следующим шагом возникают большие вычисли-
тельные сложности. Например, в методе Морозова [7] нильпотентная алгебра
Ли рассматривается как нецентральное расширение с помощью максимально-
го абелевого идеала, и (чтобы воспользоваться этим методом) нужно знать
неразложимые конечномерные представления нильпотентных алгебр меньшей
размерности и уметь определять изоморфизм новых алгебр. Классификация
7-мерных нильпотентных алгебр Ли с помощью этого метода была получена
в [14], с другими методами описания 7-мерных нильпотентных алгебр Ли мож-
но ознакомится, например, по работам [15, 16, 17, 18], содержащим, однако,
ошибки и неточности, исправленные в работе Гонга [19].

В бо́льших размерностях известны лишь частичные классификационные ре-
зультаты, получены отдельные классы алгебр Ли, например, подкласс десяти-
мерных неразложимых алгебр Ли с нетривиальным разложением Леви [20,
21], инварианты девятимерных вещественных алгебр Ли указанного типа [22],
представления алгебр Ли, допускающих нетривиальное разложение Леви, до
размерности восемь [23] и в размерности девять [24], предложен способ нахож-
дения нильпотентных алгебр Ли [25], см. также работы [26, 27] и др.

Основываясь на классификациях полупростых и нильпотентных алгебр Ли,
в работе приводится алгоритм описания абстрактных алгебр Ли и проводится
сама классификация семимерных неразрешимых алгебр Ли над полями R и
C. Вместе с работами Парри [28], Хинделе и Томпсона [29], а также совмест-
ной работой Ву, Туан, Ту, Туйен и Тьеу [30] это завершает классификацию
семимерных алгебр Ли. Рассматриваемая в работе задача также тесно связа-
на, например, с проблемой описания голоморфно однородных вещественных
гиперповерхностей четырехмерного комплексного пространства, в частности,
абстрактные алгебры Ли размерности 7 соответствуют однородным гиперпо-
верхностям, стабилизатор которых тривиален (поверхности с нетривиальным
стабилизатором описывались, например, в [31]).
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2. Основные определения

В дальнейшем нам понадобятся следующие определения. Пусть g— конечно-
мерная алгебра Ли над полем k характеристики 0. Алгебра Ли g естественным
образом действует на себе: x.y = [x, y] для любых x, y ∈ g. Такой модуль назы-
вается присоединенным, xg = adx для всех x ∈ g. Подмодули присоединенного
модуля — идеалы алгебры Ли g. Присоединенный модуль точен тогда и только
тогда, когда центр алгебры Ли g тривиален, а полупрост — когда алгебра Ли
g представима в виде прямой суммы полупростого идеала a = Dg и центра
Z(g). Такие алгебры Ли называются редуктивными. Эндоморфизм d : g → g
называется дифференцированием, если d(xy) = d(x)y + xd(y) для всех x, y ∈ g.
Множество всех дифференцирований алгебры g обозначается через Der(g).

Подалгебры алгебры Ли gl(V ) называются линейными алгебрами Ли. Ли-
нейная алгебра Ли называется разделяющей, если она содержит полупростую и
нильпотентную компоненты каждого своего элемента. Разделяющей оболочкой
линейной алгебры Ли g называется минимальная разделяющая линейная ал-
гебра Ли, содержащая g, обозначается e(g). Если g — разделяющая линейная
алгебра Ли, а n = nV (g) — наибольший идеал нильпотентности тождествен-
ного представления алгебры Ли g в V , который мы будем называть линей-
ным нильрадикалом линейной алгебры Ли g, то существует такая подалгебра
m ⊂ g, редуктивная в gl(V ), что g является прямой суммой подпространств m
и n [32]. Любая подалгебра m с указанными свойствами называется подалгеб-
рой Мальцева разделяющей алгебры Ли g. Разложение g = m ⊕ n называется
разложением Мальцева разделяющей алгебры Ли g. Заметим, что подалгебра
Мальцева m является прямой суммой подалгебры Леви s = [m,m] алгебры Ли
g и центра t алгебры Ли m, а t — максимальным элементом множества ком-
мутативных подалгебр радикала r алгебры Ли g, состоящих из полупростых
эндоморфизмов. Кроме того, идеал n совпадает с множеством нильпотентных
эндоморфизмов, лежащих в радикале r, и r = t⊕ n.

Пусть g — алгебра Ли и n = n(g) — ее наибольший нильпотентный идеал.
Алгебра Ли g называется почти алгебраической, если существует подалгебра
m алгебры Ли g, редуктивная в g, такая, что g = m ⊕ n. При этом подалгеб-
ра m называется подалгеброй Мальцева почти алгебраической алгебры Ли g,
а разложение g = m ⊕ n — ее разложением Мальцева. Расщеплением Маль-
цева алгебры Ли g называется вложение α : g → ḡ в почти алгебраическую
алгебру Ли ḡ, такое, что в ḡ не существует собственных почти алгебраических
подалгебр, содержащих α(g). Впервые расщепление Мальцева было введено
А.И. Мальцевым в [33]. В дальнейшем идеи Мальцева были развиты в ряде
работ [34, 35, 36], в которых, в частности, были предложены другие варианты
для построения расщепления.

Назовем алгебру Ли g точной, если ее наибольший полупростой идеал ра-
вен {0}. Пусть g — точная почти алгебраическая алгебра Ли, n — наибольший
нильпотентный идеал алгебры Ли g и m — некоторая подалгебра Мальцева
алгебры Ли g. Алгебра Ли Der(n) дифференцирований алгебры Ли n является
разделяющей [32]. Пространство Der(n) ⊕ n канонически наделяется структу-
рой алгебры Ли: [d1 + n1, d2 + n2] = [d1, d2] + d1(n2) − d2(n1) + [n1, n2], где
d1, d2 ∈ Der(n) и n1, n2 ∈ n. Для каждого ϕ ∈ Aut(n) мы будем обозначать че-
рез ϕ̄ автоморфизм алгебры Ли Der(n) ⊕ n вида d + n 7→ ϕ · d · ϕ−1 + ϕ(n),
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где d ∈ Der(n) и n ∈ n. Гомоморфизм алгебр Ли ρm : m → gl(n), при ко-
тором ρm(m)(n) = [m,n] для всех m ∈ m, n ∈ n, инъективен. Кроме того,
ρm(m) ⊂ Der(n) и подалгебра ρm(m) редуктивна в gl(n). Ясно, что алгебра Ли
g изоморфна подалгебре ρm(m)⊕ n алгебры Ли Der(n)⊕ n.

Пусть m̄ — подалгебра Мальцева разделяющей алгебры Ли Der(n), содер-
жащая ρm(m). Тогда подалгебра m̄⊕ n алгебры Ли Der(n)⊕ n является точной
почти алгебраической алгеброй Ли с наибольшим нильпотентным идеалом n и
подалгеброй Мальцева m̄. Допуская некоторую вольность, алгебру Ли m̄⊕n бу-
дем называть максимальной точной почти алгебраической алгеброй Ли с наи-
большим нильпотентным идеалом n. Заметим, что этот объект определяется
однозначно с точностью до изоморфизма (т. к. подалгебры Мальцева разделя-
ющей алгебры Ли Der(n) переводятся друг в друга автоморфизмами алгебры
Ли Der(n)⊕ n вида expx, где x ∈ nn(Der(n))).

3. Описание алгоритма классификации абстрактных алгебр Ли

Напомним, что алгебра Ли g называется точной, если ее наибольший полу-
простой идеал равен нулю. Если s — наибольший полупростой идеал алгебры
Ли g, то g = s⊕ Zg(s) и алгебра Zg(s) является точной. Классификация полу-
простых алгебр Ли известна, и поэтому достаточно ограничиться классифика-
цией точных алгебр Ли.

Лемма 1. Пусть g — почти алгебраическая алгебра Ли, а U и W — такие
подпространства пространства g, что U ⊂ W . Положим g(U,W ) = {x ∈ g |
[x,W ] ⊂ U}. Тогда g(U,W ) является почти алгебраической алгеброй Ли.

Доказательство. Пусть x ∈ g(U,W ) и (adgx)n — нильпотентная компонента
эндоморфизма adgx. Из того, что алгебра Ли adg(g) является разделяющей,
следует, что найдется такой y ∈ g, что adgy = (adgx)n. Известно, что (adgx)n
является многочленом от adgx без свободного члена. Поэтому y ∈ g(U,W ) и
подалгебра adg(g(U,W )) является разделяющей. Осталось заметить, что если
q — такая подалгебра алгебры Ли g, что подалгебра adg(q) является разделя-
ющей, то подалгебра adq(q) также является разделяющей, а алгебра Ли q —
почти алгебраической. �

Точность алгебры Ли g эквивалентна точности ее расщепления Мальцева.
Действительно, если ḡ расщепление Мальцева для g и s — идеал в g, то (в силу
Леммы 1) s — идеал и в ḡ. Классификация точных алгебр Ли разбивается на
следующие подзадачи:

[A ] классификация нильпотентных алгебр Ли;
[B ] классификация точных почти алгебраических алгебр Ли с данным

наибольшим нильпотентным идеалом из пункта [A];
[C ] классификация точных алгебр Ли, не являющихся почти алгебраиче-

скими, с данным расщеплением Мальцева (с использованием результа-
тов пункта [B]).

Пусть размерность алгебры Ли g фиксирована. Внесем соответствующие
уточнения в алгоритм:

[A] Классификация нильпотентных алгебр Ли n, таких, что dim n = dim g.
[B] Если g — почти алгебраическая алгебра Ли и g = m⊕ n — ее разложение

Мальцева, то dim g = dimm + dim n. Проводится:
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a) классификация нильпотентных алгебр Ли n, таких, что dim n < dim g;
b) построение максимальной точной почти алгебраической алгебры Ли

ḡ = m⊕ n ⊂ Der(n)⊕ n;
c) классификация с точностью до группы Aut(n,m), действующей в m,

подалгебр m, редуктивных в gl(n), таких, что dimm = dim g− dim n.

[C] Пусть m⊕ n — максимальная точная почти алгебраическая алгебра Ли.
Определим для каких подалгебр m ⊂ m существуют алгебры Ли g с данным
расщеплением Мальцева ḡ = m ⊕ n и с данным значением dim g. Указанные
условия сформулируем в терминах m-модуля n.

Обозначим через a факторалгебру ḡ/(Dḡ+Zḡ(ḡ)). Пусть p : ḡ → a — кано-
нический гомоморфизм. Посредством факторизации определим гомоморфизм
групп: ε : Aut(ḡ)→ Aut(a).

Алгоритм классификации алгебр Ли, не являющихся почти алгебраически-
ми, можно сформулировать в следующем виде:

a) Для данной почти алгебраической алгебры Ли ḡ = m ⊕ n определяем
группу G = ε(Aut(ḡ,m));

b) в пространстве a описываем с точностью до группы G все такие под-
пространства U , что U + p(m) = a и U + p(n) = a.

Тогда всякая алгебра Ли с заданным расщеплением Мальцева ḡ будет сопря-
жена одной и только одной из следующих алгебр вида p−1(U).

Таким образом, получаем, что dim g=dimU+dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) и max(dim p(m),
dim p(n)) ≤ dimU < dim p(m) + dim p(n) (dim p(m) · dim p(n) 6= 0, иначе требуе-
мых g не существует). При этом реализуются все значения для dimU из указан-
ного интервала. Заметим, что если m = s⊕t— разложение m, где s = [m,m] и t—
центр m, то dim p(m) = dim t, так как s ⊂ Dḡ и t∩(Dḡ+Zḡ(ḡ)) ⊂ t∩(s⊕n) = {0}.

Пусть теперь V — произвольный m-модуль. Символом m.V обозначим под-
модуль в V , порожденный элементами вида x.v (x ∈ m, v ∈ V ). Если m-
модуль V — полупрост и V1 есть m-подмодуль, то dim(m.V ) = dim(m.V1) +
dim(m.V/V1). Действительно, поскольку m-модуль V — полупрост, то суще-
ствует m-подмодуль V2, такой, что V = V1 ⊕ V2. Так как m-модули V/V1 и V2

изоморфны, то dim(m.V/V1) = dim(m.V2).

Лемма 2. Пусть V — полупростой m-модуль и V m — подмодуль инвариант-
ных элементов, то есть V m = {v ∈ V | x.v = 0 для всех x ∈ m}. Пусть V1 и
V2 — подмодули m-модуля V . Тогда V m ∩ (V1 + V2) = V m ∩ V1 + V m ∩ V2.

Доказательство. Покажем, что имеет место включение: V m∩(V1 +V2) ⊂ V m∩
V1 + V m ∩ V2. Для полупростых m-модулей получаем разложение: V1 = m.V1 ⊕
V m

1 , V2 = m.V2 ⊕ V m
2 , V1 + V2 = m.(V1 + V2) ⊕ (V1 + V2)m [32]. Пусть v ∈ V m ∩

(V1 + V2) и v = u+ w, где u ∈ V1, w ∈ V2. Рассмотрим разложение u = u1 + u2,
где u1 ∈ m.V1, u2 ∈ V m

1 и w = w1 + w2, где w1 ∈ m.V2, w2 ∈ V m
2 . Так как

m.v = m.v2 = m.w2 = 0, то m.(u1 + w1) = 0 и u1 + w1 ∈ (V1 + V2)m. С другой
стороны, u1 + w1 ∈ m.V1 + m.V2 ⊂ m.(V1 + V2). Следовательно, u1 + w1 = 0 и
v = u2 + w2 ∈ V m ∩ V1 + V m ∩ V2. �

Обозначим через b факторалгебру n/(Dn+Zn(n)).

Предложение 1. Пусть ḡ = m ⊕ n — почти алгебраическая алгебра Ли и
m = s ⊕ t, где s = [m,m] и t — центр m. Для того, чтобы существовала
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нетривиальная подалгебра g ⊂ ḡ, имеющая ḡ в качестве расщепления Маль-
цева, необходимо и достаточно, чтобы dim t · dim p(n) 6= 0. При этом

(1) dim p(n) = dim b− dim(m.b),

(2) dim g = dim s + dim(Dn+Zn(n)) + dim(m.b) + dimU,

где U = p(g) и max(dim t,dim p(n)) ≤ dimU < dim t + dim p(n).

Доказательство. Докажем приведенные формулы для dim p(n) и dim g, по-
скольку остальные части предложения очевидны. Поскольку Zḡ(ḡ) ⊂ n, то
Zḡ(ḡ) = Zn(m) ∩ Zn(n). Так как Dḡ = s ⊕ ([m, n] + Dn), то имеем Dḡ+Zḡ(ḡ) =
s⊕ ([m, n] +Dn + Zn(m) ∩ Zn(n)). В силу полупростоты m-модуля n имеют ме-
сто разложения: n = [m, n]⊕ Zn(m), Dn = [m,Dn]⊕ (Zn(m) ∩ Dn), Dn+Zn(n) =
[m,Dn+Zn(n)]⊕

(
Zn(m) ∩ (Dn+Zn(n))

)
.Поэтому [m, n] + Dn + Zn(m) ∩ Zn(n) =

[m, n] ⊕ (Zn(m) ∩ Dn + Zn(m) ∩ Zn(n)). В силу Леммы 2, примененной к m-
модулю Dn+Zn(n) и подмодулям Dn и Zn(n), получаем Zn(m) ∩ Dn + Zn(m) ∩
Zn(n) = Zn(m)∩ (Dn+Zn(n)). Таким образом, Dḡ+Zḡ(ḡ) = s⊕ [m, n]⊕

(
Zn(m)∩

(Dn+Zn(n))
)
. Следовательно, dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) = dim s+dim[m, n]+dim

(
Zn(m)∩

(Dn+Zn(n))
)

= dim s + dim[m, n] +
(
dim(Dn+Zn(n)) − dim[m,Dn+Zn(n)]

)
=

dim s+dim(Dn+Zn(n))+
(
dim[m, n]−dim[m,Dn+Zn(n)]

)
=dim s+dim(Dn+Zn(n))+

dim(m.b).Так как p(n) = (n+(Dḡ+Zḡ(ḡ)))/(Dḡ+Zḡ(ḡ)) и n+(Dḡ+Zḡ(ḡ)) = s⊕n,
то dim p(n) = dim s + dim n − dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) = dim n − dim(Dn+Zn(n)) −
dim(m.b) = dim b− dim(m.b). Окончательно, dim g = dimU + dim(Dḡ+Zḡ(ḡ)) =
dimU + dim s + dim(Dn+Zn(n)) + dim(m.b). �

Следствие 1. 1) Если n — абелева алгебра Ли, то dim p(n) = 0, и поэтому
ḡ = m⊕ n не является расщеплением Мальцева для некоторой алгебры Ли.

2) dim g ≥ dim s + dim n.
3) Если dim n > dim g − 3, то g — разрешимая, а m — коммутативная

алгебра Ли.

Доказательство. Поскольку dimU ≥ max(dim t,dim p(n)), то dimU ≥ dim p(n).
Значит, dim g ≥ dim s+ dim p(n) + dim(Dn+Zn(n)) + dim(m.b) = dim s+ dim b+
dim(Dn+Zn(n)) = dim s+dim n. Если g — неразрешимая алгебра Ли, то dim g−
dim n ≥ dim s ≥ 3, что и доказывает последнюю часть следствия. �

Таким образом, для третьего пункта алгоритм может быть сформулирован
в следующем виде:

a) классификация нильпотентных алгебр Ли n, таких, что dim n ≤ dim g;
b) построение максимальной точной почти алгебраической алгебры Ли

m⊕ n ⊂ Der(n)⊕ n;
c) классификация с точностью до группы Aut(n,m), действующей в m,

подалгебр m (m = s ⊕ t, s = [m,m], t — центр m), редуктивных в gl(n),
таких, что dim t ·dim p(n) 6= 0. Построение почти алгебраической алгеб-
ры Ли ḡ = m⊕ n;

d) классификация в пространстве a с точностью до группы ε(Aut(ḡ,m))
таких подпространств U , что U + p(m) = a и U + p(n) = a. Построение
g = p−1(U), где p : ḡ→ a — канонический гомоморфизм.

При этом размерность получаемых алгебр может быть оценена при помощи
формулы (2).
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При фиксации базиса в алгебре Ли будем отождествлять ее с таблицей ком-
мутирования в данном базисе. При ссылке на нильпотентную алгебру Ли будем
использовать обозначения nd_n, где d— размерность алгебры Ли и n— ее отно-
сительный порядковый номер среди алгебр Ли данной размерности. Приведем
классификацию нильпотентных алгебр Ли до размерности 4 [19]:

Лемма 3. Пусть n — нильпотентная алгебра Ли над полем k (k = C или
R) и dim n 6 4. Тогда n изоморфна одной и только одной из следующих алгебр
Ли:

n1_1 ∼= k; n2_1 ∼= k2; n3_1 ∼= k3;

n3_2

[ , ] e1 e2 e3

e1 0 0 0
e2 0 0 e1

e3 0 −e1 0

;

n4_1 ∼= k4;

n4_2

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 0
e3 0 0 0 e1

e4 0 0 −e1 0

; n4_3

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 e1

e3 0 0 0 e2

e4 0 −e1 −e2 0

.

Проиллюстрируем применение алгоритма на примере классификации четы-
рехмерных алгебр Ли над полями комплексных и действительных чисел, кото-
рая нам понадобиться в дальнейшем. При ссылке на четырехмерную алгебру
Ли будем использовать обозначения вида g4_n, где n — ее порядковый номер.
В случае, когда классификация зависит от свойств поля, будем указывать это
заменой символа основного поля k на R и добавлением к номеру алгебры сим-
вола r. Таким образом, алгебры Ли g_n и g_nr являются изоморфными над
полем C и не будут изоморфны над полем R.

Предложение 2. Пусть g — четырехмерная алгебра Ли над полем k (k = C
или R). Тогда g изоморфна одной и только одной из следующих алгебр Ли:

g4_1

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 e2 −e3 0
e2 −e2 0 e1 0
e3 e3 −e1 0 0
e4 0 0 0 0

g4_1r

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 e3 −e2 0
e2 −e3 0 e1 0
e3 e2 −e1 0 0
e4 0 0 0 0

g4_2

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 e3 0
e2 0 0 0 e4

e3 −e3 0 0 0
e4 0 −e4 0 0

g4_2r

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 e3 e4

e2 0 0 −e4 e3

e3 −e3 e4 0 0
e4 −e4 −e3 0 0

g4_3

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 e2 α e3 β e4

e2 −e2 0 0 0
e3 −α e3 0 0 0
e4 −β e4 0 0 0

, (α, β) ∼ (
1

α
,
β

α
) ∼ (β, α)
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g4_3r

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 α e2 − e3 e2 + α e3 β e4

e2 −α e2 + e3 0 0 0
e3 −e2 − α e3 0 0 0
e4 −β e4 0 0 0

, (α, β) ∼ (−α,−β)

g4_4

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 (α+ 1) e2 e3 α e4

e2 (−α− 1) e2 0 0 0
e3 −e3 0 0 e2

e4 −α e4 0 −e2 0

, α ∼ 1

α

g4_4r

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 2α e2 α e3 − e4 e3 + α e4

e2 −2α e2 0 0 0
e3 −α e3 + e4 0 0 e2

e4 −e3 − α e4 0 −e2 0

, α ∼ −α

g4_5 = k4

g4_6

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 0
e3 0 0 0 e1

e4 0 0 −e1 0

g4_7

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 e2 e4

e2 0 0 0 0
e3 −e2 0 0 0
e4 −e4 0 0 0

g4_8

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 e2 e2 + e3 α e4

e2 −e2 0 0 0
e3 −e2 − e3 0 0 0
e4 −α e4 0 0 0

g4_9

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 0 0 0
e2 0 0 0 e1

e3 0 0 0 e2

e4 0 −e1 −e2 0

g4_10

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 e2 e2+e3 e3+e4

e2 −e2 0 0 0
e3 −e2−e3 0 0 0
e4 −e3−e4 0 0 0

g4_11

[ , ] e1 e2 e3 e4

e1 0 2 e2 e3 e3+e4

e2 −2 e2 0 0 0
e3 −e3 0 0 e2

e4 −e3−e4 0 −e2 0

Замечание. Отношение изоморфизма алгебр Ли является отношением эк-
вивалентности на множестве параметров (α, β). Данное отношение эквивалент-
ности указывается после таблицы умножения алгебры Ли.

Доказательство. Если четырехмерная алгебра Ли g имеет нетривиальный по-
лупростой идеал, то либо g ∼= sl(2, k) × k ∼= g4_1, либо g ∼= su(2) × R ∼= g4_1r
[37].

Осталось произвести классификацию четырехмерных точных алгебр Ли с
данным наибольшим нильпотентным идеалом расщепления Мальцева. Соглас-
но предложению 1 всякая такая алгебра Ли является разрешимой.

(1) Пусть n = n2_1 = k2. Тогда Der(n) = gl(2, k) и максимальная точная
почти алгебраическая алгебра Ли есть gl(2, k)ik2. В силу предложе-
ния 1 достаточно ограничиться классификацией почти алгебраических
алгебр Ли вида g = m⊕n, где m подалгебра в m = gl(2, k), редуктивная
в gl(n). При этом dimm = dim g− dim n = 2.
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Поскольку Aut(n,m) = GL(2, k), то с точностью до сопряжения вся-
кая двумерная подалгебра, редуктивная в gl(n), имеет вид:

m1 =

{(
x 0
0 y

)∣∣∣∣x, y ∈ k} и m2 =

{(
x y
−y x

)∣∣∣∣x, y ∈ R
}
.

Соответственно получаем g4_2 ∼= m1in и g4_2r ∼= m2in.
(2) Пусть n = n3_1 = k3. Повторяя рассуждения предыдущего случая,

имеем:
Необходимо произвести классификацию с точностью до сопряжения

одномерных подалгебр, редуктивных в gl(n). Подалгебры

m1 =


x 0 0

0 αx 0
0 0 βx

∣∣∣∣∣∣x ∈ k
 , (α, β) ∼ ( 1

α ,
β
α ) ∼ (β, α);

m2 =


αx x 0
−x αx 0
0 0 βx

∣∣∣∣∣∣x ∈ R

 , (α, β) ∼ (−α,−β)

являются решением нашей задачи. При этом g4_3 ∼= m1in и g4_3r ∼=
m2in.

(3) Пусть n = n3_2. Непосредственные вычисления показывают, что

Der(n) =

{(
trA v
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k), v ∈ k2

}
,

m =

{(
trA 0
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k)

}
,

Aut(n,m) =

{(
detC 0

0 C

)∣∣∣∣C ∈ GL(2, k)

}
.

Произведем классификацию одномерных подалгебр в m, редуктивных
в gl(n). Такие подалгебры имеют вид:

m1 =


(α+ 1)x 0 0

0 x 0
0 0 αx

∣∣∣∣∣∣x ∈ k
 , α ∼ 1

α ;

m2 =


2αx 0 0

0 αx x
0 −x αx

∣∣∣∣∣∣x ∈ R

 , α ∼ −α.

Соответственно получаем, что g4_4 ∼= m1in и g4_4r ∼= m2in.
Оставшаяся часть классификации не будет зависеть от алгебраиче-

ской замкнутости основного поля.
(4) Пусть n = n4_1 = k4. В силу предложения 1 в данном случае из алго-

ритма применим только пункт [A]. Поэтому, g4_5 ∼= k4.
(5) Пусть n = n4_2. g4_6 ∼= n4_2. Непосредственные вычисления показы-

вают, что

Der(n) =



x1 + x2 x6 x7 x8

0 x3 x9 x10

0 0 x1 x4

0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x10 ∈ k

 ,
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m =



x1 + x2 0 0 0

0 x3 0 0
0 0 x1 x4

0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x5 ∈ k

 ,

Aut(n,m) =


detC 0 0

0 c 0
0 0 C

∣∣∣∣∣∣C ∈ GL(2, k), c ∈ k∗
 .

По соображениям размерности в данном случае не применим пункт [B]
алгоритма.

Теперь необходимо произвести классификацию с точностью до груп-
пы Aut(n,m), действующей в m, подалгебр m в m, редуктивных в gl(n),
для которых в почти алгебраической алгебре Ли ḡ = m⊕ n существует
подалгебра g, имеющая ḡ в качестве расщепления Мальцева и при этом
dim g = 4. Подалгебры

m1 =f1x=




0 0 0 0
0 x 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 ,

m2 =f2x=



x 0 0 0
0 αx 0 0
0 0 x 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k


являются решением нашей задачи. Рассмотрим подалгебру m1 и пусть
ḡ = m1in. Вектора 〈p(f1), p(e3), p(e4)〉 образуют базис пространства a,
в котором группа G = ε(Aut(ḡ,m1)) принимает вид:

G =

{(
1 0
0 C

)∣∣∣∣C ∈ GL(2, k)

}
.

При этом p(m) = 〈p(f1)〉 и p(n) = 〈p(e3), p(e4)〉. Классифицируем с точ-
ностью до группыG такие подпространства U , что U+p(m) = U+p(n) =
a. Поскольку dimU = 2 и dim(U ∩ p(n)) = 1, то с точностью до груп-
пы G можно положить U ∩ p(n) = 〈p(e3)〉 и U = 〈p(f1 + e4), p(e3)〉.
Таким образом, g4_7 ∼= 〈f1 + e4, e3, e1, e2〉 ⊂ ḡ. Для подалгебры m2 со-
ответственно получаем, что ḡ = m2in и a = 〈p(f2), p(e4)〉. В выбранном
базисе группа G = ε(Aut(ḡ,m2)) принимает вид:

G =

{(
1 0
0 c

)∣∣∣∣ c ∈ k∗} .
Требуемое подпространство U сопряжено подпространству вида 〈p(f2+
e4)〉 и g4_8 ∼= 〈f2 + e4, e1, e2, e3〉 ⊂ ḡ.

(6) Пусть n = n4_3. g4_9 ∼= n4_3. Непосредственные вычисления показы-
вают, что
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Der(n) =



x1 + 2x2 x3 x4 x5

0 x1 + x2 x3 x6

0 0 x1 x7

0 0 0 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x7 ∈ k

 ,

m =



x+ 2y 0 0 0

0 x+ y 0 0
0 0 x 0
0 0 0 y


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y ∈ k

 .

Группа Aut(n,m), действующая в m, является тривиальной.
Таким образом, необходимо описать такие подпространства m в m,

чтобы в почти алгебраической алгебре Ли ḡ = min существовала по-
далгебра g, имеющая ḡ в качестве расщепления Мальцева. Существуют
только два таких подпространства, а именно:

m1 =f1x =



x 0 0 0
0 x 0 0
0 0 x 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 ,

m2 =f2x =




2x 0 0 0
0 x 0 0
0 0 0 0
0 0 0 x


∣∣∣∣∣∣∣∣x ∈ k

 .

Пусть ḡ = m1in. Тогда a = 〈p(f1), p(e4)〉 и

ε(Aut(ḡ,m1)) =

{(
1 0
0 c

)∣∣∣∣ c ∈ k∗} .
Требуемое подпространство U сопряжено подпространству вида 〈p(f1+
e4)〉 и g4_10 ∼= 〈f1 + e4, e1, e2, e3〉 ⊂ ḡ.

Пусть ḡ = m2in. Тогда a = 〈p(f2), p(e3)〉 и

ε(Aut(ḡ,m2)) =

{(
1 0
0 c

)∣∣∣∣ c ∈ k∗} .
Подпространство U с требуемыми свойствами сопряжено подпростран-
ству вида 〈p(f2 + e3)〉 и g4_11 ∼= 〈f1 + e3, e1, e2, e4〉 ⊂ ḡ.

�

4. Классификация семимерных неразрешимых алгебр Ли

Пусть g — неразрешимая алгебра Ли и dim g = 7. Пусть ḡ — расщепление
Мальцева для g и n(ḡ) — наибольший нильпотентный идеал ḡ. Тогда dim n(ḡ) 6
4 (следствие к предложению 1), поэтому для классификации неразрешимых
алгебр Ли размерности 7 достаточно иметь классификацию нильпотентных
алгебр Ли до размерности 4.

При ссылке на алгебру Ли будем использовать обозначения вида sd1_n1,
nd2_n2, pd2_n2_n3, где d1 — размерность наибольшего полупростого идеа-
ла алгебры Ли, n1 — относительный порядковый номер этого идеала среди
полупростых алгебр Ли данной размерности, d2 — размерность наибольшего
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нильпотентного идеала расщепления Мальцева, n2 — относительный порядко-
вый номер этого идеала среди нильпотентных алгебр Ли данной размерности
и n3 — относительный порядковый номер алгебры Ли среди алгебр с данным
наибольшим нильпотентным идеалом расщепления Мальцева.

По-прежнему, буквой k обозначаются поля C и R, т.е. соответствующие ал-
гебры входят и в классификацию над полем R, и в классификацию над полем
C. В случае, когда классификация зависит от свойств поля, будем указывать
это заменой символа основного поля k на R, такая алгебра появляется только в
классификации над полем R, над полем C она изоморфна алгебре, приведенной
ранее; к номеру такой алгебры добавляется символ r.

Теорема 1. а) Если 7-мерная неразрешимая алгебра g не является точной,
то либо g имеет 6-мерную подалгебру Леви и, соответственно, изоморфна
алгебрам Ли sl(2, k)×sl(2, k)×k, sl(2,R)×su(2)×R, su(2)×su(2)×R, sl(2,C)R×R,
либо g изоморфна sl(2, k)×h или su(2)×h, где dim h = 4, т.е. h — одна из алгебр
Ли, выписанных в предложении 2;

b) Пусть g — 7-мерная неразрешимая точная алгебра Ли и ḡ — ее расщеп-
ление Мальцева. Если dim n(ḡ) 6 2, то 7-мерных неразрешимых алгебр Ли
нет. Если dim n(ḡ) = 3, то g изоморфна одной и только одной из следующих
алгебр Ли:

p3_1_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 −e4

e5 e5 −e4 0 0 0 0 −e5

e6 0 0 0 0 0 0 −α e6

e7 0 0 0 e4 e5 α e6 0

, (α)

p3_1_2

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 0 0 0
e6 0 0 0 0 0 0 −e6

e7 0 0 0 0 0 e6 0

p3_1_3

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 2 e4 0 −2 e6 0
e2 −2 e2 0 e1 0 2 e4 e5 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 2 e6 0 0
e4 −2 e4 0 −e5 0 0 0 −e4

e5 0 −2 e4 −2 e6 0 0 0 −e5

e6 2 e6 −e5 0 0 0 0 −e6

e7 0 0 0 e4 e5 e6 0
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p3_1_4r

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 −e3 e2 −e5 e4 0 0
e2 e3 0 −e1 −e6 0 e4 0
e3 −e2 e1 0 0 −e6 e5 0
e4 e5 e6 0 0 0 0 −e4

e5 −e4 0 e6 0 0 0 −e5

e6 0 −e4 −e5 0 0 0 −e6

e7 0 0 0 e4 e5 e6 0

p3_2_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 e6 0 −e4

e5 e5 −e4 0 −e6 0 0 −e5

e6 0 0 0 0 0 0 −2 e6

e7 0 0 0 e4 e5 2 e6 0

Если dim n(ḡ) = 4, то g изоморфна одной и только одной из следующих
алгебр Ли:

p4_1_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 0 0
e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 0 0 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 0 0 0
e6 0 0 0 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0

p4_1_2

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 e4 −e5 e6 −e7

e2 −2 e2 0 e1 0 e4 0 e6

e3 2 e3 −e1 0 e5 0 e7 0
e4 −e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 0 0 0
e6 −e6 0 −e7 0 0 0 0
e7 e7 −e6 0 0 0 0 0

p4_1_3

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 2 e4 0 −2 e6 0
e2 −2 e2 0 e1 0 2 e4 e5 0
e3 2 e3 −e1 0 e5 2 e6 0 0
e4 −2 e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 0 −2 e4 −2 e6 0 0 0 0
e6 2 e6 −e5 0 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0
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p4_1_4

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 3 e4 e5 −e6 −3 e7

e2 −2 e2 0 e1 0 3 e4 2 e5 e6

e3 2 e3 −e1 0 e5 2 e6 3 e7 0
e4 −3 e4 0 −e5 0 0 0 0
e5 −e5 −3 e4 −2 e6 0 0 0 0
e6 e6 −2 e5 −3 e7 0 0 0 0
e7 3 e7 −e6 0 0 0 0 0

p4_1_5r

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 −e3 e2 −e5 e4 0 0
e2 e3 0 −e1 −e6 0 e4 0
e3 −e2 e1 0 0 −e6 e5 0
e4 e5 e6 0 0 0 0 0
e5 −e4 0 e6 0 0 0 0
e6 0 −e4 −e5 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0

p4_1_6r

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2e3 −2e2 e6 −e7 e4 e5

e2 −2e3 0 2e1 −e5 e4 −e7 e6

e3 2e2 −2e1 0 e7 e6 −e5 −e4

e4 −e6 e5 −e7 0 0 0 0
e5 e7 −e4 −e6 0 0 0 0
e6 e4 e7 e5 0 0 0 0
e7 −e5 −e6 e4 0 0 0 0

p4_2_1

[ , ] e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 2 e2 −2 e3 0 0 e6 −e7

e2 −2 e2 0 e1 0 0 0 e6

e3 2 e3 −e1 0 0 0 e7 0
e4 0 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 0 0 0
e6 −e6 0 −e7 0 0 0 e4

e7 e7 −e6 0 0 0 −e4 0

Доказательство. Пусть s — простая алгебра Ли и dim s 6 7. Тогда s изоморф-
на одной из следующих трех алгебр Ли: s3_1 ∼= sl(2, k), s3_2 ∼= su(2) ∼= so(3)
и sl(2,C)R [37]. Если семимерная алгебра Ли g имеет нетривиальный полу-
простой идеал, то либо g имеет 6-мерную подалгебру Леви и, соответственно,
изоморфна алгебрам Ли sl(2, k)× sl(2, k)× k ∼= so(2, 2)× k, sl(2,R)× su(2)×R,
su(2)× su(2)×R ∼= so(4)×R, sl(2,C)R×R ∼= so(3, 1)×R, либо g ∼= s3_i× h, где
i = 1, 2 и h — четырехмерная алгебра Ли, выписанная в предложении 2.

Осталось произвести классификацию семимерных точных неразрешимых
алгебр Ли с данным наибольшим нильпотентным идеалом расщепления Маль-
цева.

(1) Пусть n = n2_1 = k2. Тогда Der(n) = gl(2, k) и размерность алгебр Ли
вида g = m⊕ n, где m подалгебра в m = gl(2, k), меньше 7 (разумеется,
для n = n1_1 = k размерность g также меньше 7).
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(2) Пусть n = n3_1 = k3. Тогда Der(n) = gl(3, k) и максимальная почти ал-
гебраическая алгебра Ли есть gl(3, k)ik3. Согласно следствию к пред-
ложению 1 достаточно ограничится классификацией с точностью до
сопряжения относительно группы Aut(n,m) = GL(3, k) почти алгебра-
ических алгебр Ли вида g = m⊕ n, где m — четырехмерная неразреши-
мая подалгебра в m = gl(3, k), редуктивная в gl(n). Такие подалгебры
описаны, например, в [38] и имеют вид:

m1 =


x z 0
u y 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ k
 ;

m2 =


λx+ y z 0

u λx− y 0
0 0 x

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ k
 ;

m3 =


x+ y z 0

u x z
0 u x− y

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ k
 ;

m4r =


 x z y
−z x u
−y −u x

∣∣∣∣∣∣x, y, z, u ∈ R

 .

При этом получаем алгебры p3_1_i, i = 1, ..., 4.
(3) Пусть n = n3_2. Непосредственные вычисления показывают, что

Der(n) =

{(
trA v
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k), v ∈ k2

}
,

m =

{(
trA 0
0 A

)∣∣∣∣A ∈ gl(2, k)

}
,

Aut(n,m) =

{(
detC 0

0 C

)∣∣∣∣C ∈ GL(2, k)

}
.

Произведем классификацию четырехмерных подалгебр в m, редук-
тивных в gl(n). Такие подалгебры совпадают с m. Соответственно, по-
лучаем p3_2_1.

(4) Пусть n = n4_1 = k4. Необходимо произвести классификацию с точно-
стью до сопряжения трехмерных неразрешимых подалгебр, редуктив-
ных в gl(4, k). Такие подалгебры имеют вид [39]:

m1 =



x y 0 0
z −x 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m2 =



x y 0 0
z −x 0 0
0 0 x y
0 0 z −x


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m3 =



x y 0 0
z 0 y 0
0 z −x 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;
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m4 =




3x 3z 0 0
y x 2z 0
0 2y −x z
0 0 3y −3x


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 ;

m5r =




0 x y 0
−x 0 z 0
−y −z 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R

 ;

m6r =




0 y −x −z
−y 0 −z x
x z 0 y
z −x −y 0


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R

 .

При этом получаем алгебры p4_1_i, i = 1, 6.
(5) Пусть n = n4_2. Непосредственные вычисления показывают, что

Der(n) =



x1 + x2 x6 x7 x8

0 x3 x9 x10

0 0 x1 x4

0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x10 ∈ k

 ,

m =



x1 + x2 0 0 0

0 x3 0 0
0 0 x1 x4

0 0 x5 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x5 ∈ k

 ,

Aut(n,m) =


detC 0 0

0 c 0
0 0 C

∣∣∣∣∣∣C ∈ GL(2, k), c ∈ k∗
 .

Необходимо произвести классификацию трехмерных подалгебр в m,
редуктивных в gl(4, k), с точностью до сопряжения группой Aut(n,m).
Ограничимся случаем, когда g — неразрешимая алгебра. Всякая такая
подалгебра сопряжена алгебре Ли

m =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 x y
0 0 z −x


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ k

 .

Получаем алгебру p4_2_1.
(6) Пусть n = n4_3. Непосредственные вычисления показывают, что

Der(n) =



x1 + 2x2 x3 x4 x5

0 x1 + x2 x3 x6

0 0 x1 x7

0 0 0 x2


∣∣∣∣∣∣∣∣x1, . . . , x7 ∈ k

 ,

m =



x+ 2y 0 0 0

0 x+ y 0 0
0 0 x 0
0 0 0 y


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y ∈ k

 .

Поскольку размерность m равна 2, 7-мерных неразрешимых алгебр Ли
в этом случае не существует.
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�

Таким образом, найдены все 7-мерные неразрешимые алгебры Ли над по-
лями R и C. Вместе с работами [28, 29, 30] это завершает классификацию
семимерных алгебр Ли.
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