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О БИНОМИАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТАХ
ВЕЩЕСТВЕННЫХ АРГУМЕНТОВ

Т.И. ФЕДОРЯЕВА

Abstract. As is well-known, a generalization of the classical concept of
the factorial n! for a real number x ∈ R is the value of Euler’s gamma
function Γ(1+x). In this connection, the notion of a binomial coefficient
naturally arose for admissible values of the real arguments.

By elementary means, it is proved a number of properties of binomial
coefficients

(
r
α

)
of real arguments r, α ∈ R such as analogs of unimodality,

symmetry, Pascal’s triangle, etc. for classical binomial coefficients. The
asymptotic behavior of such generalized binomial coefficients of a special
form is established.

Keywords: factorial, binomial coefficient, gamma function, real binomial
coefficient.

Введение

В работе изучаются биномиальные коэффициенты вещественного ар-
гумента. Целью исследования является получение элементарными методами
аналогов базовых свойств, хорошо известных для классических биномиаль-
ных коэффициентов. Такие свойства представляют самостоятельный интерес
и, кроме того, могут упростить работу с биномиальными коэффициентами ви-
да

(
n
m

)
с целыми неотрицательными аргументами n и m, заданными по сути

вещественными значениями с рассматриваемым округлением до целого числа
(когда, например, используются функции нижняя и верхняя целая часть числа
и т.п.). Так, например, свойства унимодальности и симметрии позволяют пе-
реходить от таких биномиальных коэффициентов

(
n
m

)
, 0 ≤ m ≤ n к "близким"
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вещественным биномиальным коэффициентам вида
(
r
α

)
, α ∈ (−1, r + 1) и на-

оборот. Такой подход упрощает работу с оценками выражений с дискретными
биномиальными коэффициентами с целыми аргументами указанного вида.

Заметим, что биномиальные коэффициенты вида
(
r
n

)
, где r ∈ R и n ∈ N,

могут быть определены стандартным способом как(
r

n

)
=
r(r − 1)(r − 2) · · · (r − n+ 1)

n!
.

Такой подход рассматривался в [4], где приведен многочисленный ряд тождеств
для таких биномиальных коэффициентов. В [3] изучался график функции

(
r
α

)
двух вещественных переменных r и α, с помощью компьютера построены раз-
личные срезы этого графика и проведен их анализ. Там же указано явное
выражение биномиального коэффициента

(
n
α

)
, где n — неотрицательное целое

число, через элементарные функции (см. предложение 2 в разделе 2). На ос-
нове этого представления, в [6] исследовались биномиальные коэффициенты
вида

(
n
z

)
для комплексной переменной z ∈ C и фиксированного натурально-

го числа n, установлен ряд свойств такой функции комплексного аргумента
z. В частности, вычислены производные первого и второго порядка, а для ве-
щественного аргумента z также найдены интервалы возрастания и убывания,
нули функции и т.п. Там же отмечена нетривиальность исследования функции(
n
α

)
вещественной переменной α именно на интервале α ∈ (−1, n+1) в отличие

от области вне этого интервала. В частности, достаточно сложно устанавлива-
ется возрастание и убывание этой функции.

В настоящей работе элементарными средствами доказывается ряд свойств
биномиальных коэффициентов

(
r
α

)
вещественных аргументов r, α ∈ R, α ∈

(−1, r + 1) (аналоги свойств унимодальности, симметрии, треугольника Пас-
каля и т.п. дискретных биномиальных коэффициентов), которые могут быть
полезны в дальнейших исследованиях (см., например, [2]).

1. Предварительные сведения

В статье используются общепринятые понятия и обозначения теории
функций вещественной переменной [1], а также стандартные понятия комбина-
торного анализа [4]. Через (a, b) обозначим открытый вещественный интер-
вал между числами a, b ∈ R, o(1) — бесконечно малую функцию в окрестности
∞, n! — факториал неотрицательного целого числа n, т.е n! = n(n−1) · · · 2 ·1, и
при этом считаем 0! = 1,

(
n
m

)
, где 0 ≤ m ≤ n, — (стандартный) биномиальный

коэффициент (с целыми неотрицательными аргументами n, m), т.е.(
n

m

)
=

n!

m!(n−m)!
.

Для обозначения асимптотического равенства числовых функций f(x) и g(x)
при x → ∞ используем запись f(x) ∼ g(x), которая по определению означает,
что f(x)=g(x)(1+r(x)) в некоторой окрестности ∞, где r(x)=o(1), или, эквива-
лентно (для функций, положительных в некоторой окрестности ∞)

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.
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Рассматривается стандартный подход, когда понятие факториала для це-
лых неотрицательных чисел распространяется на вещественные (и даже ком-
плексные) числа с помощью гамма-функции Γ(α). Мы будем использовать её
определение в следующей форме Эйлера-Гаусса [1, стр. 393–394, 812]

Γ(α) = lim
n→∞

(n− 1)!nα

α(α+ 1)(α+ 2) · · · (α+ n− 1)
, α ∈ R \ {0,−1,−2, . . .}, (1)

такой предел существует для любого указанного значения α (см., например, [5]
или [1, стр. 393]). Ввиду постановки задачи мы не рассматриваем доопределе-
ний гамма-функции вне её стандартной области определения. Заметим, что
при определении гамма-функции в форме Эйлерового интеграла второго рода

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−xdx,

сходящегося при α > 0, мы получим эквивалентное определение на интерва-
ле (0,∞) [1, стр. 811]. Гамма-функция Γ(α) непрерывна и имеет непрерывные
производные всех порядков на (0,∞, не имеет вещественных корней и положи-
тельна на (0,∞). Для любого неотрицательного целого n выполняется равен-
ство

Γ(1 + n) = n! , (2)

более того, справедлива формула понижения [1, стр. 394]

Γ(1 + α) = αΓ(α), α ∈ R \ {0,−1,−2, . . .}. (3)

Также из разложения sinπα и (1) вытекает следующая формула дополнения
(см., например, [1, 5])

Γ(α) Γ(1− α) =
π

sinπα
, α ∈ R \ {0,±1,±2, . . .}. (4)

Как обобщение дискретного биномиального коэффициента
(
n
m

)
, биномиаль-

ный коэффициент вещественного аргумента определяется следующим образом
(см., например, [3]) (

r

α

)
=

Γ(1 + r)

Γ(1 + α)Γ(1 + r − α)
. (5)

Заметим, что если r ∈ (−1,+∞) и α ∈ (−1, r+1), биномиальный коэффициент(
r
α

)
определен равенством (5) корректно.

2. Биномиальные коэффициенты
(
r
α

)
при r, α ∈ R

Теорема 1 (свойства биномиального коэффициента вещественного аргумен-
та). Пусть r ∈ (−1,+∞) и α ∈ (−1, r + 1). Тогда

(i)
(
r
α

)
> 0,

(
r
0

)
= 1 и

(
r
r

)
= 1;

(ii)
(
0
α

)
=

{
1, если α = 0,
sinπα
πα , если α ̸= 0 и α ∈ (−1, 1);

(iii)
(

r
r−α

)
=

(
r
α

)
;

(iv)
(
r
α

)
=

(
r−1
α−1

)
+
(
r−1
α

)
, если r ∈ (0,+∞) и α ∈ (0, r);
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(v) биномиальный коэффициент ϕ(α) =
(
r
α

)
строго возрастает на интер-

вале (−1, r2 ] и строго убывает на интервале [ r2 , r + 1);

(vi) биномиальный коэффициент ψ(r)=
(
r
α

)
строго возрастает при α > 0,

строго убывает при −1 < α < 0 и ψ(r)≡ 1, если α = 0.

Доказательство. Утверждение (i) вытекает из соотношений (2), (5).
Докажем (ii). Если α = 0, требуемое равенство следует из (i). Далее считаем,

что α ̸= 0. Используя соотношения (3)–(5), получаем(
0

α

)
=

Γ(1)

Γ(1 + α)Γ(1− α)
=

1

αΓ(α)Γ(1− α)
=

sinπα

πα
.

Заметим, что если α ∈ (−1, r + 1), то r − α ∈ (−1, r + 1). Поэтому биноми-
альный коэффициент

(
r

r−α

)
определен и выполняется требуемое равенство из

(iii) в силу (5). Также из (3) и (5) нетрудно доказать (iv).
Докажем утверждение (v). Пусть α, β ∈ (−1, r + 1). Из (1) получаем

Γ(1 + α) Γ(1 + r − α) = lim
n→∞

(n− 1)! (n− 1)!n2+r∏n
i=1 (α+ i)(r − α+ i)

.

Следовательно,

ϕ(α)

ϕ(β)
=

Γ(1 + β) Γ(1 + r − β)

Γ(1 + α) Γ(1 + r − α)
= lim

n→∞

n∏
i=1

δi(α, β), где (6)

δi(α, β) =
(α+ i)(r − α+ i)

(β + i)(r − β + i)
.

Заметим, что δi(α, β) > 0 для любых α, β ∈ (−1, r+1) и i = 1, . . . , n. Нетрудно
также показать, что

δi(α, β) ≥ 1 ⇔ f(α) ≥ f(β), (7)
где f(x) = −x2 + xr, причём парабола f(x) строго возрастает на (−∞, r2 ] и
строго убывает на [ r2 ,+∞. Кроме того, непосредственно устанавливается, что

δ1(α, β) = 1 + ε(α, β), где ε(α, β) =
(r − α− β)(α− β)

(β + 1)(r − β + 1)
. (8)

Пусть −1 < β < α ≤ r
2 . Тогда f(α) > f(β) и ε(α, β) > 0. В силу (7) имеем

δi(α, β) ≥ 1 для любого i = 1, . . . , n. Следовательно, из (6) и (8) получаем

ϕ(α)

ϕ(β)
≥ δ1(α, β) = 1 + ε(α, β) > 1.

Аналогично если r
2 ≤ β < α < r + 1, то f(α) < f(β) и ε(α, β) < 0. Поэтому

0 < δi(α, β) < 1, i = 1, . . . , n и

ϕ(α)

ϕ(β)
≤ δ1(α, β) = 1 + ε(α, β) < 1.

Докажем утверждение (vi). Ввиду утверждения (i) можно считать, что α ̸=0.
Пусть r < r′. Заметим, что 1 + r + i > 0, 1 + r′ + i > 0 и α/(1 + r + i) < 1,
α/(1 + r′ + i) < 1 для любого i ≥ 0. Из (1) получаем

Γ(1 + r)

Γ(1 + r − α)
=

(
1− α

1 + r

)
lim

n→∞
nα

n−1∏
i=1

(
1− α

1 + r + i

)
.
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Следовательно, Γ(1 + r)/Γ(1 + r − α) < Γ(1 + r′)/Γ(1 + r′ − α) при α > 0 (и
справедливо обратное строгое неравенство при α < 0). В силу (5) заключаем
ψ(r) < ψ(r′) (соответственно ψ(r) > ψ(r′) при α < 0). �
Предложение 1. Пусть r принимает вещественные значения, α ∈ R не
зависит от r и 0 < α < 1. Тогда при r → ∞ справедливо асимптотическое
равенство (

r

rα

)
∼

√
1

2πα(1− α)r

( 1

α

)αr ( 1

1− α

)(1−α)r

. (9)

Доказательство. При r > 0 функции Γ(1+ r), Γ(1+ rα), Γ(1+ r− rα) опреде-
лены корректно и положительны. В силу (5) имеем(

r

rα

)
=

Γ(1 + r)

Γ(1 + rα) Γ(1 + r − rα)
. (10)

Для гамма-функции справедлива обобщенная формула Стирлинга (см., напри-
мер, [1]):

Γ(1 + x) ∼
√
2πx

(x
e

)x

при x→ ∞.

Ввиду условия 0 < α < 1, при r → ∞ имеем rα → ∞ и r − rα → ∞. Теперь,
используя обобщенную формулу Стирлинга, из (10) эквивалентными преобра-
зованиями получаем асимптотическое равенство (9). �
Следствие 1. Пусть r принимает целые неотрицательные значения, α ∈ R
не зависит от r и 0 < α < 1. Тогда при r → ∞ справедливо асимптотическое
равенство (9).

Доказательство. Пусть g(r) есть функция в правой части асимптотическо-
го равенства (9) и f(r) =

(
r
rα

)
/g(r). Тогда limn→∞ f(r) = 1 по предложению

1. Целые неотрицательные числа n образуют бесконечно большую подпосле-
довательность значений вещественной переменной r. Поэтому существующее
предельное значение функции f(r) вещественного аргумента при r → ∞ сохра-
няется для функции f(n) целого неотрицательного аргумента при n→ ∞. �

Как отмечено в [3], в случае биномиальных коэффициентов вида
(
n
α

)
когда

n есть целое положительное число, биномиальный коэффициент явно выра-
жается через элементарные функции. В следующем предложении приведена
формализация этого утверждения и дано его обоснование на основе свойств
биномиальных коэффициентов вещественного аргумента.

Предложение 2 [3]. Пусть n — целое неотрицательное число и веществен-
ное число α ∈ (−1, n+ 1). Тогда справедливо равенство

(
n

α

)
=


sinπα
πα , если n = 0 и α ̸= 0,

n!
(n−α)(n−1−α)···(1−α)

sinπα
πα , если n ≥ 1 и α /∈ {0, 1, . . . , n},

n!
α!(n−α)! , если α ∈ {0, 1, . . . , n}.

Доказательство. Требуемое равенство при n = 0 доказано в теореме 1, а при
α ∈ {0, 1, . . . , n} вытекает из свойства гамма-функции (2). Пусть теперь n ≥ 1
и α /∈ {0, 1, . . . , n}. Предположим, что n− i−α ∈ {0,−1,−2, . . .} для некоторого
i, 0 ≤ i ≤ n − 1. Тогда α − (n − i) ∈ {0, 1, 2, . . .}. Следовательно, α ∈ N и
поэтому α ∈ {0, 1, . . . , n}, пришли к противоречию. Таким образом, n− i− α /∈



О БИНОМИАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТАХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ АРГУМЕНТОВ 149

{0,−1,−2, . . .} для любого i = 0, 1, . . . , n − 1. В силу формулы понижения (3)
имеем

Γ(1 + n− α) = (n− α)Γ(n− α) = . . . =
n−1∏
i=0

(n− i− α)Γ(1− α).

Поскольку α ∈ R \ {0,±1,±2, . . .}, из (3)–(5) получаем требуемое выражение
для

(
n
α

)
. �
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