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ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ АСИМПТОТИКА
ЧИСЛА ЦЕНТРАЛЬНЫХ ВЕРШИН ПОЧТИ ВСЕХ

n-ВЕРШИННЫХ ГРАФОВ ДИАМЕТРА k

Т.И. ФЕДОРЯЕВА

Abstract. The asymptotic behavior of the number of central vertices
and F. Buckley’s central ratio Rc(G) = |C(G)|/|V (G)| for almost all
n-vertex graphs G of fixed diameter k is investigated.

The logarithmic asymptotics of the number of central vertices for
almost all such n-vertex graphs is established: 0, 1, or log2 n (respectively,
for arising here subclasses of graphs).

It is proved that for almost all n-vertex graphs of diameter k Rc(G) =
1 for k = 1, 2, and Rc(G) = 1− 2/n for graphs of diameter k = 3, while
for k ≥ 4 the value of the central ratio Rc(G) is bounded by the interval
(∆
6
+ r1(n), 1 − ∆

6
− r1(n)) except no more than one value (two values)

outside the interval for even diameter k (for odd diameter k) depending
on k. Here ∆ ∈ (0, 1) is arbitrary predetermined constant and r1(n), r2(n)
are positive infinitesimal functions.

Keywords: graph, diameter, radius, central vertices, number of central
vertices, central ratio, center, spectrum of center, typical graphs, almost
all graphs.

Введение

В работе изучаются конечные помеченные обыкновенные графы. Для
связного графа G = (V,E) расстояние ρG(u, v) между его вершинами u, v ∈ V
определяется как длина кратчайшей цепи, соединяющей эти вершины. При
этом eG(v) = maxu∈V ρG(v, u) — есть эксцентриситет вершины v графа G,

Fedoryaeva, T.I., Logarithmic asymptotic of the number of central vertices of
almost all n-vertex graphs of diameter k.

c⃝ 2022 Федоряева Т.И.
Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект № FWNF-

2022-0018).
Поступила мая 2022 г., опубликована 2022 г.

144



ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ АСИМПТОТИКА ЧИСЛА ЦЕНТРАЛЬНЫХ ВЕРШИН 145

d(G) = maxv∈V eG(v) — диаметр графа G и r(G) = minv∈V eG(v) — радиус гра-
фа G. Вершина графа называется центральной, если её эксцентриситет равен
радиусу графа. Центр графа C(G) — это множество всех центральных вершин
графа G.

Концепция центра графа связана с его многочисленными практическими
задачами, возникающими в различных областях, и обусловлена измерением
центральности по близости при анализе различного рода сетей и связей. Часто
в графах, соответствующих коммуникационным сетям, диаметр интерпретиру-
ется как время передачи данных или длина пути между наиболее удаленными
узлами, радиус — как время достижимости наиболее удаленных узлов до цен-
трального узла, осуществляющего роль главного распределительного центра.
При этом допускается наличие нескольких таких центров (см., например, [17]).
Нахождение центра графа оказывается полезным для задач оптимального раз-
мещения общественно важных учреждений и предприятий (больниц, станций
пожарной охраны, почтовых отделений и других экстренных пунктов), когда
требуется минимизация наиболее дальних расстояний до этих учреждений [3].
Так, размещение госпиталя в центральных вершинах возникающего здесь гра-
фа уменьшает максимальное расстояние, которое приходится преодолевать ма-
шинам медицинской помощи. Концепция центральности также применяется в
социальных науках и активно используется при анализе социальных сетей [18],
например, когда устанавливаются наиболее влиятельные лица рассматривае-
мой сети. В биологии актуальна при построении моделей распространения бо-
лезней, в химии — при анализе молекулярных связей и т.п.

Хорошо известен ряд классических результатов о центре графа [1–4,14,16].
Так, установлена реализуемость произвольного графа в качестве подграфа,
порожденного центром подходящего графа. Именно доказано, что для лю-
бого графа H существует связный граф G такой, что его подграф, порож-
денный центром C(G), изоморфен H. Этот факт установили Г.Н. Копылов и
Е.А. Тимофеев [16], его простое обоснование привёл также С.Т. Хедетниеми
(см. [1]). А Ф. Бакли исследовал так называемое центральное соотношение
Rc(G) = |C(G)|/|V (G)| связного графа G, для которого очевидно выполняется
неравенство 0 < Rc(G) ≤ 1. Для любого рационального q из интервала (0, 1] он
доказал существование графа G такого, что Rc(G) = q [2].

В [9] определен спектр центра Spc(K) произвольного класса графов K как
множество мощностей центров графов из этого класса K. Спектр центра n-
вершинных графов радиуса r установлен Я. Ху и С. Чжань [15]. Спектр центра
всех и почти всех n-вершинных связных графов найден в [9]. Там же автором
получен ряд структурных результатов о центре и спектре его мощностей для
почти всех n-вершинных графов фиксированного диаметра k. При k = 1, 2
любая вершина является центральной, а для k ≥ 3 выделено два типа цен-
тральных вершин, необходимых и достаточных для получения центров почти
всех таких графов. При исследовании возможного спектра центра почти всех
n-вершинных графов фиксированного диаметра k получен неожиданный ре-
зультат [9]. Оказалось, что центр почти всех таких графов имеет мощность n
при k = 1, 2 и n−2 при k = 3, а для k ≥ 4 при распределении значений мощно-
сти центра для вероятностного пространства n-вершинных графов диаметра k
для почти всех графов не возникает единственного значения мощности центра
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(хотя радиус определен однозначно [8]). Более того, имеются скачки таких зна-
чений мощности в зависимости от значения диаметра. А именно, спектр центра
ограничен интервалом из последовательных целых чисел и дополнительно со-
держит не более одного значения (двух значений) вне этого интервала для
чётного диаметра k (для нечётного диаметра k) в зависимости от значения k
(более детально см. теорему 2 в предварительных сведениях). Заметим, что
границы интервала зависят от наперёд выбранного произвольного целого p и
сжимаются при выборе бо́льшего значения p. Это приводит к необходимости
рассмотрения случая, когда параметр p зависит от n.

Применяя этот подход, в настоящей работе асимптотически исследуется по-
ведение числа центральных вершин и центрального соотношения для почти
всех n-вершинных графов фиксированного диаметра k.

Необходимые предварительные сведения содержатся в разделе 1. Там же
приведены общие свойства классов типичных графов (предложение 1). Здесь
же дано определение семейства вложенных классов Fn,k,p, p ≥ 1 (p — це-
лочисленная константа, не зависящая от n) типичных n-вершинных графов
фиксированного диаметра k ≥ 3, обладающих рядом метрических свойств и
построенных автором в [8].

Раздел 2 носит технический характер, цель которого — получить оценки
для некоторых выражений с классическими биномиальными коэффициентами
(лемма 3 и следствие 2). При этом используются свойства биномиальных коэф-
фициентов

(
r
α

)
вещественных аргументов r, α ∈ R, ранее полученные автором

в [10]. Именно, аналог свойства унимодальности для стандартных биномиаль-
ных коэффициентов (теорема 3) и асимптотика таких обобщенных биномиаль-
ных коэффициентов специального вида (предложение 2).

В разделе 3 рассматривается более общий случай класса n-вершинных гра-
фов Fn,k,p диаметра k ≥ 3, когда p = p(n) есть функция, зависящая от n и при-
нимающая целые положительные значения. Для выделенного класса функций
p(n) установлено асимптотически точное значение числа |Fn,k,p(n)| и доказано,
что Fn,k,p(n) есть класс типичных n-вершинных графов диаметра k (теорема 4
и следствие 3). В частности, отсюда вытекает, что для почти всех n-вершинных
графов диаметра k окружения любых двух вершин, не принадлежащих фик-
сированной диаметральной цепи, содержат не менее p(n) общих вершин (след-
ствие 4).

В разделе 4 для почти всех n-вершинных графов диаметра k найдены ниж-
няя и верхняя оценки числа центральных вершин, зависящие от n и уточня-
ющие ранее полученные границы интервала из спектра центра таких графов
(теорема 6).

Как следствие установлена асимптотика числа log2 |C(G)| для почти всех
n-вершинных графов G фиксированного диаметра. Доказано, что логариф-
мическая асимптотика числа центральных вершин есть 0, 1 или log2 n (со-
ответственно для возникающих здесь подклассов n-вершинных графов, более
детально см. следствие 5).

Также как следствие найдены оценки центрального соотношения Rc(G) для
почти всех n-вершинных графов G диаметра k. Доказано, что для почти всех
таких графов Rc(G) = 1 при k = 1, 2 и Rc(G) = 1 − 2/n для графов диаметра
k = 3, а при k ≥ 4 значение центрального соотношения Rc(G) ограничено
интервалом (∆6 +r1(n), 1− ∆

6 −r1(n)), за исключением не более одного значения
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(двух значений) вне этого интервала для чётного диаметра k (для нечётного
диаметра k) в зависимости от значения k. Здесь ∆ — любая наперёд выбранная
константа такая, что 0 < ∆ < 1, и ri(n) = o(1) — положительные функции,
i = 1, 2 (более детально см. следствие 6).

Все полученные типичные свойства центра n-вершинных графов фиксиро-
ванного диаметра k ≥ 2 остаются типичными и для связных графов диаметра
не менее k, а также для графов (не обязательно связных), содержащих крат-
чайшую цепь длины не менее k (см., в частности, следствие 7).

1. Предварительные сведения

В статье используются общепринятые понятия и обозначения теории
графов [4, 14], а также комбинаторного анализа [13] и теории функций ве-
щественной переменной [11]. Рассматриваются только конечные обыкновен-
ные (без петель и кратных рёбер) графы G = (V,E) с множеством вершин
V = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N. Через BG

i (v) = {u ∈ V | ρG(v, u) ≤ i} обозначим шар
радиуса i с центром в вершине v ∈ V в метрическом пространстве графа G
с метрикой пути ρG, SG

i (v) = {u ∈ V | ρG(v, u) = i } — сферу радиуса i с цен-
тром в вершине v ∈ V , ⌊x⌋ — наибольшее целое число, меньшее или равное
вещественного неотрицательного числа x,

[[
x, y

]]
— целочисленный интервал

[x, y]∩Z между вещественными числами x, y ∈ R, (n)k = n(n−1) · · · (n−k+1) и
при этом считаем (n)0 = (0)0 = 1, (n)k = 0 при n < k. Вершина графа степени
1 называется висячей, сфера SG

1 (v) радиуса 1 с центром в v — окружением
вершины v, кратчайшая цепь длины d(G) — диаметральной цепью графа G, а
под парой диаметральных вершин понимаем неупорядоченную выборку двух
вершин из множества V , расстояние между которыми равно диаметру графа.

Для оценки меры количества графов с определенным свойством часто ис-
пользуется понятие почти все, при таком подходе изучаемое свойство рассмат-
ривается для графов с больши́м числом вершин. Пусть Jn — класс помеченных
n-вершинных графов с фиксированным множеством вершин V = {1, 2, . . . , n},
n ∈ N. Рассмотрим некоторое свойство P, которым каждый граф может об-
ладать или не обладать. Через J P

n обозначим множество всех графов из Jn,
которые обладают свойством P. Говорят, что почти все графы обладают свой-
ством P, если limn→∞

|JP
n |

|Jn| = 1, т.е. |J P
n | ∼ |Jn|, и почти нет графов, об-

ладающих свойством P, если limn→∞
|JP

n |
|Jn| = 0. Аналогичным образом можно

говорить о свойстве P, которым обладают почти все графы рассматриваемого
класса K, или когда почти нет графов в K, обладающих свойством P.

При исследовании и выделении почти всех графов для рассматриваемого
класса графов часто бывает полезным определять не сами характеристиче-
ские свойства для понятия почти все, а непосредственно выделять сам под-
класс типичных графов (в [5, 6] сформулировано более общее понятие класса
типичных комбинаторных объектов и абстрактного типичного комбинаторного
объекта для заданного класса объектов, допускающих понятие размерности).
Далее будем также придерживаться этого формального понятия для графов
(когда под размерностью графа понимается число его вершин). Пусть Ω — про-
извольный класс графов такой, что Ωn ̸= ∅ для всех достаточно больших n,
где Ωn = Ω ∩ Jn. Подкласс Ω∗ ⊆ Ω есть класс типичных графов класса Ω, если
limn→∞

|Ω∗
n|

|Ωn| = 1. При этом свойство графов рассматриваемого класса является
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типичным, если почти все графы этого класса обладают данным свойством.
Сформулируем простые свойства классов типичных графов.

Предложение 1 (свойства классов типичных графов). Пусть X , Y — под-
классы класса графов K. Тогда

(i) если X — класс типичных графов класса K и X ⊆ Y, то Y — также
класс типичных графов класса K;

(ii) если X — класс типичных графов класса K и Y ⊆ X , причём |Yn| =
o(|Kn|) при n → ∞, то X \ Y — также класс типичных графов класса K;

(iii) если X — класс типичных графов класса K и X ⊆ Y, то X — класс
типичных графов класса Y;

(iv) если X , Y — классы типичных графов класса K, то X ∩ Y — также
класс типичных графов класса K, при этом подклассы X \ Y и Y \ X имеют
асимптотически нулевую долю в K, т.е. |Xn\Yn| = o(|Kn|) и |Yn\Xn| = o(|Kn|)
при n → ∞ ;

(v) если X , X ′ — непересекающихся классы типичных графов классов K и
K′ соответственно, то X ∪ X ′ является классом типичных графов класса
K ∪ K′;

(vi) если X ∪ Y — класс типичных графов класса K и X ∩ Y = ∅, причём
в K подкласс X имеет асимптотическую долю, не равную 1, то Y — класс
типичных графов класса K \ X .

Доказательство. Утверждения (i)-(iii) вытекают непосредственно из опреде-
лений, утверждение (iv) — из свойства (ii) и равенства X ∩ Y = X \ (X \ Y).

Докажем утверждение (v). Поскольку |Kn|
|Kn|+|K′

n|
является ограниченной по-

следовательностью, при n → ∞ получаем

|Kn|
|Kn|+ |K′

n|

( |Xn|
|Kn|

− |X ′
n|

|K′
n|

)
= o(1).

Остается заметить, что |Xn ∪ X ′
n| = |Xn|+ |X ′

n| и при n → ∞

|Xn ∪ X ′
n|

|Kn ∪ K′
n|

≥ |Xn|+ |X ′
n|

|Kn|+ |K′
n|

=
|Kn|

|Kn|+ |K′
n|

( |Xn|
|Kn|

− |X ′
n|

|K′
n|

)
+

|X ′
n|

|K′
n|

−→ 1.

Докажем утверждение (vi). Поскольку X ∪ Y — класс типичных графов
класса K, имеем |Kn \ (Xn ∪ Yn)| = o(|Kn|). В силу условия на долю подкласса
X , существует следующий предел

lim
n→∞

(1− |Xn|
|Kn|

) ̸= 0.

Кроме того, Yn = Kn \ (Xn ∪ Kn \ (Xn ∪ Yn)) и |Kn \ Xn| = |Kn| − |Xn|. Таким
образом, при n → ∞ заключаем

|Yn|
|Kn \ Xn|

=
(
1− |Xn|

|Kn|
− |Kn \ (Xn ∪ Yn)|

|Kn|

)(
1− |Xn|

|Kn|

)−1

−→ 1.

�

Заметим, что в утверждении (vi) предложения 1 условие на долю подкласса
X существенно. Например, пусть Kn = Xn ∪ {Hn, Gn}, limn→∞ |Xn| = ∞ и
Yn = {Gn}, где Hn, Gn ∈ Jn \ Xn — различные графы. Тогда |Kn| ∼ |Xn ∪ Yn|,
т.е. X ∪ Y есть класс типичных графов класса K. При этом очевидно, что
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limn→∞ |Yn| / |Kn\ Xn| = 1
2 . Поэтому Y не является классом типичных графов

класса K \ X .
Пусть Jn, d=k, Jn, d≥k, J ∗

n, d≥k — следующие классы помеченных n-вершин-
ных графов: графы диаметра k; связные графы диаметра не менее k и графы
(не обязательно связные), имеющие кратчайшую цепь длины не менее k, со-
ответственно. Очевидно выполняются включения Jn, d=k ⊆ Jn, d≥k ⊆ J ∗

n, d≥k.

В [8] для любого k ≥ 3 построено семейство вложенных классов Fn,k,p, p ≥ 1
типичных n-вершинных графов фиксированного диаметра k, которые также
являются типичными и для классов Jn, d≥k, J ∗

n, d≥k. Приведем определение
класса графов Fn,k,p. Для этого сначала рассмотрим специальные графы диа-
метра 3 и их свойства. Пусть x, y ∈ V и Fn,3,p(x, y) — класс всех графов F ∈ Jn,
обладающих следующими свойствами:

a) вершины x, y не являются висячими в F ;
b) ρF (z, x) = ρF (z, y) = 2 для некоторой вершины z ∈ V ;
c) d(F ) = 3, граф F имеет единственную пару диаметральных вершин x, y и

не содержит совпадающих шаров радиуса 1 с центрами в различных вершинах;
d) выполняются следующие свойства сфер:

|SF
1 (u) ∩ SF

1 (v)| ≥ p ∀u, v ∈ V \ {x, y} и u ̸= v,

|SF
1 (u) ∩ SF

1 (v)| ≥ p ∀v ∈ V \ {x, y} ∀u ∈ {x, y}.
Теперь определим графы класса Fn,k,p следующим образом. Пусть u =

(u0, u1, . . . , uk−2) — произвольная упорядоченная последовательность различ-
ных вершин из множества V . Зафиксируем пару соседних элементов us и us+1,
0 ≤ s ≤ k − 3. На множестве V \ {u0, . . . , us−1, us+2, . . . , uk−2} из n− k + 3 вер-
шин определим произвольный граф F из класса Fn−k+3,3,p(us, us+1). Наконец,
соединим ребрами вершины ui, ui+1 при i ̸= s и 0 ≤ i < k − 2. Полученный
граф обозначим через G(u, s, F ). Пусть Fn,k,p — класс всех построенных гра-
фов G(u, s, F ) при условии 0 ≤ s ≤ ⌊k−3

2 ⌋. Далее нам потребуются следующие
оценки числа графов этого класса.

Лемма 1 [8]. Пусть k ≥ 3, p ≥ 1 и x, y ∈ V — различные вершины. Тогда

|Fn,k,p| =
1

2
(k − 2)(n)k−1 |Fn−k+3,3,p(x, y)|.

В следующей теореме приведены оценки, дающие асимптотически точное зна-
чение 2(

n
2) ξn,k числа графов в каждом из классов Fn,k,p, Jn, d=k, Jn, d≥k и

J ∗
n, d≥k для любых фиксированных k ≥ 3 и p ≥ 1 [8].

Теорема 1 [8]. Пусть k ≥ 3, 0 < ε < 1 и p ≥ 1 не зависят от n. Тогда
существует такая константа c > 0, не зависящая от n, что для любого
n ∈ N справедливы неравенства

2(
n
2)ξn,k

(
1− c

(
5+ε
6

)n−k+1)
≤ |Fn,k,p| ≤ |Jn, d=k|

≤ |Jn, d≥k| ≤ |J ∗
n, d≥k| ≤ 2(

n
2)ξn,k

(
1 + c

(
5+ε
6

)n−k+1)
,

где ξn,k = qk (n)k−1

( 3

2k−1

)n−k+1

, qk =
1

2
(k − 2) 2−(

k−1
2 ).

В [9] асимптотически исследован спектр центра Spc(Jn, d=k), доказано сле-
дующее утверждение.
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Теорема 2 [9]. Пусть k ≥ 1 и p ≥ 1 — фиксированные целые константы.
Тогда

(i) |C(G)| = n для почти всех n-вершинных графов G диаметра k = 1, 2;

(ii) |C(G)| = n− 2 для почти всех n-вершинных графов G диаметра 3;

(iii) |C(G)| ∈
[[
1 + p, n − 5 − p

]]
для почти всех n-вершинных графов G

диаметра 4;

(iv) |C(G)| ∈
[[
2 + p, n − 5 − p

]]
∪ {n − 4} для почти всех n-вершинных

графов G диаметра 5, при этом доля таких графов с (n− 4)-вершинным цен-
тром асимптотически равна 1

3 ;

(v) |C(G)| ∈ {1} ∪
[[
1+ p, n− k− 1− p

]]
для почти всех n-вершинных гра-

фов G четного фиксированного диаметра k ≥ 6, при этом доля таких графов
с тривиальным центром асимптотически равна k−4

k−2 ;

(vi) |C(G)| ∈ {2}∪
[[
2+p, n−k−p

]]
∪{n−k+1} для почти всех n-вершинных

графов G нечетного фиксированного диаметра k ≥ 7, при этом доля таких
графов с 2-вершинным и (n − k + 1)-вершинным центром асимптотически
равна k−5

k−2 и 1
k−2 соответственно.

Введем несколько асимптотических обозначений. Для числовых функций
f(n), g(n) : N → R будем писать f(n). g(n) (соответственно f(n)& g(n)), ес-
ли существует такое N ∈ N, что для любого n ≥ N выполняется неравенство
f(n) ≤ g(n) (f(n) ≥ g(n)). Для обозначения асимптотического равенства
числовых функций f(n) и g(n) при n → ∞ используем запись f(n) ∼ g(n),
которая по определению означает, что f(n) = g(n)(1+r(n)) для всех достаточно
больших n, где r(n) = o(1), или, эквивалентно (для функций, положительных
в некоторой окрестности ∞) limn→∞

f(n)
g(n) = 1. Пусть Ω — рассматриваемый

класс графов и числовая характеристика X : Ω → R сопоставляет каждо-
му графу G ∈ Ω некоторое вещественное число X (G) ∈ R. Для почти всех
n-вершинных графов G класса Ω числовая характеристика X (G) асимптоти-
чески равна числовой функции f(n) (символически X (G) ∼ f(n)), если для
некоторых функций f1, f2 : N → R почти все n-вершинные графы G класса
Ω удовлетворяют соотношению f1(n) ≤ X (G) ≤ f2(n), и при этом числовые
функции f1(n), f2(n), f(n) асимптотически совпадают при n → ∞.

2. Оценки некоторых выражений
с биномиальными коэффициентами

В этом разделе мы получим оценки для некоторых выражений с обыч-
ными биномиальными коэффициентами. При этом нам потребуются свойства
биномиальных коэффициентов

(
r
α

)
вещественных аргументов r, α ∈ R, дока-

занные автором в [10]. Напомним, что биномиальный коэффициент веществен-
ного аргумента (как обобщение классического биномиального коэффициента(
n
m

)
для неотрицательных целых n и m) определяется следующим образом (см.,

например, [12]): (
r

α

)
=

Γ(1 + r)

Γ(1 + α)Γ(1 + r − α)
, (1)
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здесь Γ(α) — гамма-функция Эйлера, которая может быть определена в форме
Эйлера-Гаусса (см., например, [11]) как

Γ(α) = lim
n→∞

(n− 1)!nα

α(α+ 1)(α+ 2) · · · (α+ n− 1)
, α ∈ R \ {0,−1,−2, . . .}.

Заметим, что если r ∈ (−1,+∞ и α ∈ (−1, r + 1), биномиальный коэффициент(
r
α

)
определен равенством (1) корректно.

В [10] установлен ряд свойств вещественных биномиальных коэффициентов,
в частности, доказаны следующие утверждения.

Теорема 3 [10]. Пусть r ∈ (−1,+∞) и α ∈ (−1, r + 1). Тогда
(
r
α

)
> 0 и бино-

миальный коэффициент ϕ(α)=
(
r
α

)
строго возрастает на интервале (−1, r

2 ] и
строго убывает на интервале [ r2 , r + 1).

Предложение 2 [10]. Пусть r принимает вещественные значения, α ∈ R
не зависит от r и 0 < α < 1. Тогда при r → ∞ справедливо асимптотическое
равенство (

r

rα

)
∼

√
1

2πα(1− α)r

( 1

α

)αr ( 1

1− α

)(1−α)r

. (2)

Следствие 1 [10]. Пусть r принимает целые неотрицательные значения,
α ∈ R не зависит от r и 0 < α < 1. Тогда при r → ∞ справедливо асимпто-
тическое равенство (2).

Напомним, что последовательность чисел a1, a2, . . . , an называется унимо-
дальной, если существует такое s, что a1< a2 <. . .< as ≥ as+1> as+2 >. . .>an
(см., например, [19]).

Лемма 2. Пусть n ≥ q ≥ 1. Тогда последовательность
(
n
s

)
q−s, s = 0, 1, . . . , n

является унимодальной, причём при s = ⌊n+1
q+1 ⌋ достигается её наибольшее

значение и такое s наибольшее.

Доказательство. Введём последовательности αs =
(
n
s

)
q−s, 0 ≤ s ≤ n, и βs =

αs+1

αs
при 0 ≤ s ≤ n− 1. Непосредственно устанавливается, что

βs =
n− s

(s+ 1)q
,

βs+1

βs
=

n− (s+ 1)

n− s
· s+ 1

s+ 2
< 1 при 0 ≤ s ≤ n− 2,

т.е. βs — строго убывающая последовательность. Кроме того, β0 ≥ 1 в силу
условия n ≥ q. Поэтому для некоторого s∗ последовательность αs строго воз-
растает при 0 ≤ s ≤ s∗, αs∗ ≤ αs∗+1 и далее строго убывает при s∗+1 ≤ s ≤ n.
Заметим, что s∗ является наибольшим s, удовлетворяющем неравенству βs ≥ 1.
Следовательно, s∗ = ⌊n−q

q+1 ⌋ и s∗ + 1 = ⌊n+1
q+1 ⌋. �

Лемма 3. Пусть p(n) = ⌊ n
q+1∆⌋ + 1, где q ≥ 1 и 0 < ∆ < 1 не зависят от

n. Тогда существует ε∆ такое, что ε∆ не зависит от n, 0 < ε∆ < 1 и при
n → ∞ выполняется соотношение( q

q + 1

)n
p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
q−s = εn∆ O(

√
n).



152 Т.И. ФЕДОРЯЕВА

Доказательство. По предложению 2 получаем(
n

n
q+1∆

)
∼

√
(q + 1)2

2π∆(q + 1−∆)n
(q + 1)n∆− ∆

q+1n (q + 1−∆)−
q+1−∆

q+1 n. (3)

Поэтому (
n

n
q+1∆

)
= (q + 1)n∆− ∆

q+1n (q + 1−∆)−
q+1−∆

q+1 n O
( 1√

n

)
.

Следовательно,

n
( q

q + 1

)n
(

n
n

q+1∆

)
q−

n
q+1∆ = εn∆ O(

√
n), где (4)

ε∆ = q∆− ∆
q+1 (q + 1−∆)−

q+1−∆
q+1 q−

∆
q+1 . (5)

Поскольку 0 < ∆ < 1 и q ≥ 1, имеем ε∆ > 0. Рассмотрим функции

f(x) = x
x

q+1 (q + 1− x)
q+1−x
q+1 q

x
q+1 и g(x) = ln f(x)

на интервале (0, q + 1). Поскольку

g′(x) =
1

q + 1
ln

qx

q + 1− x
< 0

на (0, 1] и g′(1) = 0, функция f(x) строго убывает на (0, 1]. Следовательно,
справедливо соотношение f(∆) > f(1) = q. Теперь, используя (5), получаем
ε∆ = q

f(∆) < 1.

Далее, в силу неравенства p(n)− 1 ≤ n
q+1∆ ≤ n

2 по теореме 3 имеем(
n

p(n)− 1

)
≤

(
n

n
q+1∆

)
. (6)

Теперь, используя соотношения p(n)−1 ≤ ⌊n+1
q+1 ⌋, ⌊x⌋ ≥ x−1, (4), (6) и лемму

2, при n → ∞ заключаем( q

q + 1

)n
p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
q−s ≤ p(n)

( q

q + 1

)n
(

n

p(n)− 1

)
q−(p(n)−1)

=
( q

q + 1

)n
(

n
n

q+1∆

)
q−

n
q+1∆ O(n)

= εn∆ O(
√
n).

�
Замечание 1. Утверждение леммы 3 не выполняется при ∆ = 1.

Действительно, пусть ∆ = 1. Сначала рассмотрим случай q ≥ 2. Используя
теорему 3 и неравенство n

q+1 ≤ p(n) . n
2 , получаем(

n

p(n)− 1

)
=

(
n

p(n)

)
p(n)

n− p(n) + 1

=

(
n
n

q+1

) ⌊ n
q+1⌋+ 1

n− ⌊ n
q+1

Ω(1) (7)

=

(
n
n

q+1

)
Ω(n)

nq + q + 1
.
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Из асимптотического равенства (3) имеем(
n
n

q+1

)
=

(q + 1)n√
n

q−
q

q+1n Ω(1). (8)

Теперь из (8) нетрудно заметить, что( q

q + 1

)n
p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
q−s =

( q

q + 1

)n
(

n

p(n)− 1

)
q−(p(n)−1) Ω(1)

=
( q

q + 1

)n (q + 1)n√
n

q−
q

q+1n q−
n

q+1
Ω(n)

nq + q + 1

=
Ω(

√
n)

nq + q + 1
.

Следовательно, если утверждение леммы 3 выполняется, то (nq + q + 1) εn∆ =
Ω(1) и приходим к противоречию.

Теперь разберем случай q = 1. Известно, что(
n

⌊n
2 ⌋

)
∼ 2n√

πn/2

(см., например, [19]). Поэтому

2−n

p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
= 2−n

(
n

⌊n
2 ⌋

)
Ω(1) =

Ω(1)√
n

и аналогично, как в случае q ≥ 2, приходим к противоречию.

Следствие 2. Пусть p(n) = ⌊ n
q+1∆⌋+1, где целое число q ≥ 1 и 0 < ∆ < 1 не

зависят от n. Тогда существует ε∆ такое, что 0 < ε∆ < 1, ε∆ не зависит
от n и при n → ∞

q∑
i=1

( i

i+ 1

)n
p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
i−s =

(q + ε∆
q + 1

)n

O(
√
n).

Доказательство. Поскольку p(n) ≤ ⌊ n
i+1∆⌋+1 для любого i ≤ q, в силу леммы

3 существует ε такое, что 0 < ε < 1, ε не зависит от n и при n → ∞

q∑
i=1

( i

i+ 1

)n
p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
i−s ≤

q∑
i=1

( i

i+ 1

)n
⌊ n
i+1∆⌋∑
s=0

(
n

s

)
i−s = εn O(

√
n).

Можно считать, что q
q+1 < ε < 1. Остается заметить, что ε∆ = ε(q + 1) − q

будет искомым. �

3. Класс графов Fn,k,p(n)

В этом разделе рассматривается более общий случай класса графов Fn,k,p

(построенного в [8] для любых k ≥ 3 и p ≥ 1), когда p = p(n) есть функция, за-
висящая от n и принимающая целые положительные значения. Оценим число
графов класса Fn,k,p(n) для выделенного в этом разделе класса функций p(n).
Далее будем использовать полученные в [5,8] оценки числа графов следующих
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подклассов помеченных n-вершинных графов. Пусть x, y, u, v — различные эле-
менты V , p ≥ 1, 0 ≤ s < p и

an = |An(x, y)|, где An(x, y) = {G ∈ Jn |BG
1 (x) ∩BG

1 (y) = ∅},

Bn(x, y, u, v; s) = {G ∈ Jn |BG
1 (x) ∩BG

1 (y) = ∅ и |SG
1 (u) ∩ SG

1 (v)| = s},

Cn(x, y, u; s) = {G ∈ Jn |BG
1 (x) ∩BG

1 (y) = ∅ и |SG
1 (x) ∩ SG

1 (u)| = s},

βn,p = |Bn,p(x, y, u, v)|, где Bn,p(x, y, u, v) =
∪

0≤s<p

Bn(x, y, u, v; s),

γn,p = |Cn,p(x, y, u)|, где Cn,p(x, y, u) =
∪

0≤s<p

Cn(x, y, u; s).

Лемма 4 [5, 8]. Пусть x, y, u, v — различные элементы V и p ≥ 1. Тогда для
любого n ≥ p выполняются следующие соотношения

(i) an = 2(
n
2) 8

9

(
3
4

)n

;

(ii) βn,p ≤ anbp(n)
(

3
4

)n

, где bp(n) = 128
∑p−1

s=0

(
n
s

)
3−(3+s);

(iii) γn,p ≤ ancp(n)
(

5
6

)n

, где cp(n) = 72
∑p−1

s=0

(
n
s

)
5−(1+s).

Лемма 5 [8]. Пусть x, y — различные вершины из V и p ≥ 1, λ > 0, 0 < ε < 1
— произвольные константы, не зависящие от n. Тогда

|Fn,3,p(x, y)|& an

(
1− λ

(5 + ε

6

)n−2)
.

Следующая лемма распространяет лемму 5 о нижней оценке числа графов
класса Fn,3,p(x, y), где p — фиксированное целое число, на случай p = p(n) для
рассматриваемого класса функций.

Лемма 6. Пусть x, y — различные вершины из V , p(n) = ⌊n
6∆⌋+1 и 0 < ∆ < 1,

λ > 0 — произвольные константы, не зависящие от n. Тогда существует ε∆
такое, что 0 < ε∆ < 1, ε∆ не зависит от n, и для любого ε, удовлетворяющего
неравенству ε∆ < ε < 1, выполняется соотношение

|Fn,3,p(n)(x, y)|& an

(
1− λ

(5 + ε

6

)n−2)
.

Доказательство. Используя лемму 4, следствие 2 и неравенство n& p(n), по-
лучаем существование ε∆ такого, что 0 < ε∆ < 1, ε∆ не зависит от n, и для
любого ε, удовлетворяющего неравенству ε∆ < ε < 1, при n → ∞ имеем

n2βn,p(n) + 2nγn,p(n) = anO(n2)
((3

4

)n

bp(n)(n)+
(5
6

)n

cp(n)(n)
)

= anO(n2)

5∑
i=1

( i

i+ 1

)n
p(n)−1∑
s=0

(
n

s

)
i−s

= an

(5 + ε∆
6

)n

O(n
5
2 )

. an
λ

2

(5 + ε

6

)n−2

.
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Нетрудно понять, что для любого n выполняется следующее включение (см.
аналогично доказательство леммы 4 и соотношение (2) в [8]):

Fn,3,1(x, y) \ (Bn,p(n)(x, y) ∪ Cn,p(n)(x, y) ∪ Cn,p(n)(y, x)) ⊆ Fn,3,p(n)(x, y), где

Bn,p(n)(x, y) =
∪

u,v∈V \{x,y}
u ̸=v

Bn,p(n)(x, y, u, v),

Cn,p(n)(x, y) =
∪

u∈V \{x,y}

Cn,p(n)(x, y, u).

Таким образом, учитывая лемму 5, заключаем

|Fn,3,p(n)| & |Fn,3,1(x, y)| − n2|Bn,p(n)(x, y, u, v)| − 2n|Cn,p(n)(x, y, u)|

& |Fn,3,1(x, y)| − an
λ

2

(5 + ε

6

)n−2

& an

(
1− λ

2

(5 + ε

6

)n−2)
− an

λ

2

(5 + ε

6

)n−2

.

�

Замечание 2. В лемме 6 значение ε∆ зависит только от ∆.

Далее для произвольного ∆, 0 < ∆ < 1, обозначение ε∆ будем использовать
для константы, найденной в лемме 6.

Лемма 7 (нижняя оценка |Fn,k,p(n)|). Пусть k ≥ 3, 0 < ∆ < 1, ε∆ < ε < 1,

p(n) =
⌊
n
6∆

⌋
+ 1 и k, ∆, ε не зависят от n. Тогда существует такая кон-

станта c > 0, не зависящая от n и k, что для любого n ∈ N выполняется
неравенство

|Fn,k,p(n)| ≥ 2(
n
2)ξn,k

(
1− c

(5 + ε

6

)n−k+1)
.

Доказательство. Проводится аналогично, с учетом лемм 1, 4(i) и леммы 6
при λ = 1, доказательству нижней оценки |Fn,k,p| для фиксированного p (см.
лемму 8 в [8]). �

Теорема 4 (асимптотика |Fn,k,p(n)|). Пусть k ≥ 3, 0 < ∆ < 1, ε∆ < ε < 1,

p(n) =
⌊
n
6∆

⌋
+1 и k, ∆, ε не зависят от n. Тогда существует такая констан-

та c > 0, не зависящая от n, что для любого n ∈ N справедливы неравенства

2(
n
2)ξn,k

(
1− c

(
5+ε
6

)n−k+1)
≤ |Fn,k,p(n)| ≤ |Jn, d=k|

≤ |Jn, d≥k| ≤ |J ∗
n, d≥k| ≤ 2(

n
2)ξn,k

(
1 + c

(
5+ε
6

)n−k+1)
.

Доказательство. Непосредственно вытекает из леммы 7, теоремы 1 и вклю-
чения Fn,k,p(n) ⊆ Fn,k,1. �

Следствие 3. Пусть k ≥ 3, 0 < ∆ < 1 не зависят от n и p(n) =
⌊
n
6∆

⌋
+ 1.

Тогда при n → ∞

|Fn,k,p(n)| ∼ |Jn, d=k| ∼ |Jn, d≥k| ∼ |J ∗
n, d≥k| ∼ 2(

n
2)ξn,k.

Непосредственно из определения класса Fn,k,p(n) и следствия 3 вытекает
следующее утверждение.
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Следствие 4. Пусть k ≥ 3, 0 < ∆ < 1 не зависят от n. Тогда почти все
n-вершинные графы диаметра k содержат такую диаметральную цепь, что
окружения любых двух вершин из множества вне этой цепи имеют не менее⌊
n
6∆

⌋
+ 1 общих вершин.

4. Спектр центра почти всех графов из Jn, d=k

Установим оценки числа центральных вершин почти всех n-вершинных
графов G фиксированного диаметра k, зависящие от n, которые дадут лога-
рифмическую асимптотику этого числа |C(G)|. Сначала обратимся к спектру
центра графов класса Fn,k,p(n).

Теорема 5 (спектр Spc(Fn,k,p(n))). Пусть k ≥ 3 и p = p(n) есть функция,
зависящая от n и принимающая целые положительные значения. Тогда для
любого n ≥ 2p(n) + k + 4 выполняются равенства

(i) Spc(Fn,k=3,p(n)) = {n− 2};
(ii) Spc(Fn,k=4,p(n)) =

[[
1 + p(n), n− 5− p(n)

]]
;

(iii) Spc(Fn,k=5,p(n)) =
[[
2 + p(n), n− 5− p(n)

]]
∪ {n− 4};

(iv) Spc(Fn,k,p(n)) = {1} ∪
[[
1 + p(n), n− k − 1− p(n)

]]
при четном k ≥ 6;

(v) Spc(Fn,k,p(n)) = {2}∪
[[
2+p(n), n−k−p(n)

]]
∪{n−k+1} при нечетном

k ≥ 7.

Доказательство. Вытекает из описания спектра центра Spc(Fn,k,p) для фик-
сированных целочисленных значений k ≥ 3 и p ≥ 1 (теорема 5 [9]). �
Теорема 6 (спектр центра почти всех графов из Jn, d=k). Пусть k ≥ 1 и
0 < ∆ < 1 не зависят от n. Тогда

(i) |C(G)| = n для почти всех n-вершинных графов G диаметра k = 1, 2;

(ii) |C(G)| = n− 2 для почти всех n-вершинных графов G диаметра 3;

(iii) |C(G)| ∈
[[

2 + ⌊n
6∆⌋, n− ⌊n

6∆⌋ − 6
]]

для почти всех n-вершинных гра-
фов G диаметра 4;

(iv) |C(G)| ∈
[[
3+⌊n

6∆⌋, n−⌊n
6∆⌋−6

]]
∪{n−4} для почти всех n-вершинных

графов G диаметра 5, при этом доля таких графов с (n− 4)-вершинным цен-
тром асимптотически равна 1

3 ;

(v) |C(G)| ∈ {1}∪
[[
2+⌊n

6∆⌋, n−⌊n
6∆⌋−k−2

]]
для почти всех n-вершинных

графов G четного фиксированного диаметра k ≥ 6, при этом доля таких гра-
фов с тривиальным центром асимптотически равна k−4

k−2 ;
(vi) |C(G)| ∈ {2} ∪

[[
3 + ⌊n

6∆⌋, n− ⌊n
6∆⌋ − k − 1

]]
∪ {n− k + 1} для почти

всех n-вершинных графов G нечетного фиксированного диаметра k ≥ 7, при
этом доля таких графов с 2-вершинным и (n − k + 1)-вершинным центром
асимптотически равна k−5

k−2 и 1
k−2 соответственно.

Доказательство. Случаи k = 1, 2, 3 рассмотрены в теореме 2. Пусть теперь
k ≥ 4 и p(n) = n

6∆+ 1. Тогда n& 2p(n) + k + 4.
Рассмотрим, например, случай k = 4. По теореме 5 для всех достаточно

больших n имеем Spc(Fn,k=4,p(n)) =
[[
1+p(n), n−5−p(n)

]]
. Поэтому, учитывая

следствие 3, при n → ∞ получаем
|{G ∈ Jn, d=4 | |C(G)| ∈

[[
1 + p(n), n− 5− p(n)

]]
}|

|Jn, d=4|
≥

|Fn,k=4,p(n)|
|Jn, d=4|

−→ 1.
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Аналогично из следствия 3 и теоремы 5 получаем возможные значения мощ-
ности центра почти всех n-вершинных графов фиксированного диаметра k ≥ 4
для всех остальных указанных случаев (iv)-(vi). Асимптотическое значение со-
ответствующих долей графов установлено в теореме 2. �

Из теоремы 6 вытекает ряд свойств центров почти всех графов фиксирован-
ного диаметра k. Например, почти нет графов диаметра k = 2, 4 и нечётного
диаметра k с тривиальным центром, причём для любого чётного k ≥ 6 это
не так. Аналогично почти нет графов диаметра k = 1, 3, 5 и чётного диамет-
ра k с 2-вершинным центром, однако для любого нечётного k ≥ 7 это не так.
Неожиданным оказывается скачок мощности центра за пределы интервала из
последовательных целых значений как сверху от n− ⌊n

6∆⌋ − k− 1 до n− k+1
для нечётного k ≥ 5, так и снизу от 2 + ⌊n

6∆⌋ до 1 для чётного k ≥ 6 и от
3 + ⌊n

6∆⌋ до 2 для нечётного k ≥ 7.
Теорема 6 также позволяет найти логарифмическую асимптотику числа цен-

тральных вершин почти всех n-вершинных графов фиксированного диаметра.

Следствие 5 (логарифмическая асимптотика). Пусть k — целое положи-
тельное число. Справедливо асимптотическое равенство log2 |C(G)| ∼ log2(n)
для почти всех n-вершинных графов G каждого из следующих классов: гра-
фы фиксированного диаметра k ≤ 5; графы чётного фиксированного диаметра
k ≥ 6 с нетривиальным центром; графы нечётного фиксированного диаметра
k ≥ 7, мощность центра которых не равна 2.

Доказательство. Пусть k ≥ 6 и 0 < ∆ < 1 — фиксированная константа. В
силу утверждений (v),(vi) теоремы 6 и утверждения (vi) предложения 1 для
почти всех n-вершинных графов G чётного фиксированного диаметра k ≥ 6
с нетривиальным центром имеем |C(G)| ∈

[[
2 + ⌊n

6∆⌋, n − ⌊n
6∆⌋ − k − 2

]]
и

для почти всех n-вершинных графов G нечётного фиксированного диаметра
k ≥ 7, мощность центра которых не равна 2, получаем |C(G)| ∈

[[
3+⌊n

6∆⌋, n−
⌊n
6∆⌋ − k − 1

]]
∪ {n − k + 1}. Остается заметить, что если P (n) — полином

над R ненулевой степени m с положительным старшим коэффициентом, то
log2 P (n) ∼ m log2 n при n →.

Случай k ≤ 5 рассматривается аналогично с использованием утверждений
(i)-(iv) теоремы 6. �
Замечание 3. Доля n-вершинных графов фиксированного чётного диаметра
k ≥ 6 с тривиальным центром (нечётного диаметра k ≥ 7 с 2-вершинным
центром) асимптотически равна k−4

k−2 (k−5
k−2 ). При этом типичные графы этих

классов построены в [9].

Таким образом, для почти всех n-вершинных графов фиксированного диамет-
ра логарифмическая асимптотика числа центральных вершин есть 0, 1 или
log2 n (для соответствующих подклассов графов).

Из теоремы 6 также вытекают оценки центрального соотношения Rc(G) для
почти всех n-вершинных графов G фиксированного диаметра k.

Следствие 6 (оценки Rc(G)). Пусть k ≥ 1 и 0 < ∆ < 1 не зависят от n.
Тогда

(i) Rc(G) = 1 для почти всех n-вершинных графов G диаметра k = 1, 2;

(ii) Rc(G) = 1− 2/n для почти всех n-вершинных графов G диаметра 3;



158 Т.И. ФЕДОРЯЕВА

(iii) ∆
6 + r1(n) ≤ Rc(G) ≤ 1 − ∆

6 − r2(n) для почти всех n-вершинных гра-
фов G каждого из следующих классов: графы диаметра 4; графы диаметра
5, мощность центра которых не равна n− 4; графы чётного фиксированного
диаметра k ≥ 6 с нетривиальным центром; графы нечётного фиксированного
диаметра k ≥ 7, мощность центра которых не равна 2 и n−k+1. Здесь r1(n),
r1(n) — положительные функции и r1(n) = o(n), r2(n) = o(n) при n → ∞.

Доказательство. Аналогично доказательству следствия 5 с использованием
теоремы 6, предложения 1 и неравенства ⌊x⌋ ≥ x− 1. �

Замечание 4. Доля n-вершинных графов фиксированного чётного диаметра
k ≥ 6 с тривиальным центром (нечётного диаметра k ≥ 5 с 2-вершинным
и (n − k + 1)-вершинным центром) асимптотически равна k−4

k−2 (k−5
k−2 и 1

k−2

соответственно). При этом типичные графы этих классов построены в [9].

Отметим, что из следствия 6 также находятся возможные значения цен-
трального отношения Rc(G) и для почти всех графов G всего класса Jn, d=k.

Полученные свойства центров также справедливы в силу следствия 3 и для
графов классов Jn, d≥k и J ∗

n, d≥k.

Следствие 7. Для любого фиксированного k ≥ 2 почти все n-вершинные
графы каждого из следующих классов Jn, d≥k, J ∗

n, d≥k связны, имеют диаметр
k и для центра выполняются свойства, сформулированные в теореме 6 и её
следствиях.
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