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Abstract. Over the past 20-25 years, a fruitful connection
has emerged between group theory and computer science.
Significant attention began to be paid to the algorithmic
problems of group theory in view of their open applications.
In addition to the traditional questions of solvability,
the questions of complexity and effective solvability
began to be studied. This paper provides a brief overview
of this area. Attention is drawn to algorithmic problems
related to rational subsets of groups which are a natural
generalization of regular sets. The submonoid membership
problem for free nilpotent groups, which has attracted
the attention of a number of researchers in recent years,
is considered. It is shown how the apparatus of subsets
of positive elements makes it possible to obtain sufficient
conditions for the solvability of this problem in the
case of nilpotency class two. Note that the author
announced a negative solution to this problem for a
free nilpotent group of nilpotency class two of sufficiently
large rank (the full proof is in print). This gives an
answer to the well-known question of Lohrey-Steinberg
about the existence of a finitely generated nilpotent

Roman'kov, V.A., Positive elements and sufficient conditions for solvability of

the submonoid membership problem for nilpotent groups of class two.

c© 2022 Ðîìàíüêîâ Â.À..

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, (ïðîåêò FWNF-2022-
0003).

Ïîñòóïèëà ? àïðåëÿ 2022 ã., îïóáëèêîâàíà ? ?? 2022 ã.

144



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÂÕÎÆÄÅÍÈß Â ÏÎÄÌÎÍÎÈÄ 145

group with an undecidable submonoid membership problem.
In view of this result, finding sufficient conditions for
the decidability of this problem for nilpotent groups of
class two is an urgent problem.
Keywords: nilpotent group, submonoid membership problem, rational
set, positive elements, solvability.

1. Ââåäåíèå

Çà ïîñëåäíèå 20�25 ëåò îáîçíà÷èëàñü ïëîäîòâîðíàÿ ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé
ãðóïï è êîìïüþòåðíûìè íàóêàìè. Îñîáîå âíèìàíèå ñòàëî óäåëÿëÿòüñÿ àëãî-
ðèòìàì, èõ ñëîæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí êðàò-
êèé îáçîð ýòîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé. Îáðàùåíî âíèìàíèå íà àëãîðèòìè÷åñêèå
âîïðîñû ñâÿçàííûå ñ ðàöèîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ãðóïï � åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ, ò.å. ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, èìåþùèõ ïðÿ-
ìîå îòíîøåíèå ê êîìïüþòåðíûì íàóêàì. Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â
êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäìîíîèäû ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ïðèâëå-
êàþùàÿ âíèìàíèå ðÿäà èññëåäîâàòåëåé â ïîñëåäíèå ãîäû. Ïîêàçàíî, êàê àïïà-
ðàò ïîëîæèòåëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé ïðîáëåìû â ñëó÷àå êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè äâà.
Çàìåòèì, ÷òî àâòîðîì â ðàáîòå [50] àíîíñèðîâàíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé
ïðîáëåìû äëÿ ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû êëàññà äâà äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî ðàíãà (ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî íàõîäèòñÿ â ïå÷àòè). Òåì ñàìûì äàí îòâåò
íà èçâåñòíûé âîïðîñ Ëîðè-Ñòåéíáåðãà (ñì. [23], ïðîáëåìà 24) î ñóùåñòâîâà-
íèè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé
âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèäû. Çàìåòèì, ÷òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè áûë èçâåñòåí
òîëüêî îäèí ðåçóëüòàò ïî ýòîé ïðîáëåìå: â ñòàòüå [12] äîêàçàíà åå ðàçðåøè-
ìîñòü äëÿ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà, ò.å. ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû êëàññà
äâà ðàíãà äâà. Óæå â ýòîì, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìèíèìàëüíîì ñëó÷àå, ïî-
ëó÷åííûé àëãîðèòì äàëåêî íåòðèâèàëåí.

Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû â ãðóïïàõ ïðåäñòàâëÿþò êëàññè÷åñêóþ òåìó èñ-
ñëåäîâàíèé â àëãåáðå, èìåþùóþ òîïîëîãè÷åñêèå èñòîêè è àíàëîãè. Â íà÷àëå
ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ìàêñ Äåí îïðåäåëèë òðè ôóíäàìåíòàëüíûå àëãîðèòìè÷å-
ñêèå ïðîáëåìû: ðàâåíñòâà, ñîïðÿæåííîñòè è âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûå ïîäãðóïïû (êðàòêî � âõîæäåíèÿ), à Ãåíðèõ Òèòöå ââåë â ðàññìîòðåíèå
ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà. Ïîñëå áîëåå ÷åì ñîðîêà ëåò èññëåäîâàíèÿ áûë ïîëó-
÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàþùèõ íåðàçðåøèìîñòü ýòèõ ïðîáëåì â êëàññå
âñåõ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïï. Ï.Ñ. Íîâèêîâ [36], [37] äîêàçàë íåðàçðåøè-
ìîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà, èç ÷åãî ñëåäóþò íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì ñîïðÿ-
æåííîñòè è âõîæäåíèÿ. Ñ.È. Àäÿí [1], [2] äîêàçàë íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû
èçîìîðôèçìà ëþáîé ôèêñèðîâàííîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïå.

Êðóã àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì áûë ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çíà÷èòåëüíî ðàñ-
øèðåí. Ïðîáëåìû ñòàâèëèñü äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðóïï, íàïðèìåð, ìíîãî-
îáðàçèé. Ïîÿâëÿëèñü ñîâåðøåííî íîâûå ïðîáëåìû. Ñîîòâåòñòâåííî ðàñøèðÿë-
ñÿ è êðóã èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòàõ Ñ.È. Àäÿíà [1], [2] è Ì. Ðàáèíà [38] áûëà
äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàñïîçíàâàåìîñòü âñåõ Ìàðêîâñêèõ ñâîéñòâ.
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Â òî æå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî â íåêîòîðûõ âàæíûõ êëàññàõ ãðóïï êëàññè÷å-
ñêèå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàçðåøèìû. Íàïðèìåð, âñå îíè îêàçàëèñü ðàç-
ðåøèìûìè äëÿ ïîëèöèêëè÷åñêèõ, â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ íèëüïî-
òåíòíûõ ãðóïï. Íàèáîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿëèñü ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè (äëÿ
ïîëèöèêëè÷åñêèõ ãðóïï) è èçîìîðôèçìà (äëÿ íèëüïîòåíòíûõ è ïîëèöèêëè÷å-
ñêèõ ãðóïï). Ïåðâàÿ áûëà ðåøåíà Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâûì [39] è íåçàâèñèìî Ý.
Ôîðìàíåêîì [14]. Âòîðàÿ â íèëüïîòåíòíîì ñëó÷àå � Ô. Ãðþíåâàëüäîì è Ä. Ñå-
ãàëîì [16], [17] (à òàêæå ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè (óñòàíîâëåííîì âïîñëåäñòâèè)
� Ð.À. Ñàðêèñÿíîì [52], [53]); â ïîëèöèêëè÷åñêîì ñëó÷àå � Ä. Ñåãàëîì [54].

Â êëàññå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï îêàçàëèñü íåðàçðåøè-
ìûìè âñå êëàññè÷åñêèå ïðîáëåìû, íà÷èíàÿ ñ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà, íåðàçðå-
øèìîñòü êîòîðîé óñòàíîâëåíà Î.Ã. Õàðëàìïîâè÷ [21]. Ïîñòðîåííûå ïðèìåðû
èìåþò ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè íå ìåíüøå ÷åì òðè. Ìåòàáåëåâ ñëó÷àé îñîáûé,
â íåì îñíîâíûå ïðîáëåìû Äåíà ðàçðåøèìû. Â êëàññå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
ìåòàáåëåâûõ ãðóïï ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà óñòàíîâëåíà Å.È. Òè-
ìîøåíêî [55], ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè � Ã.À. Íîñêîâûì [34], ïðîáëåìû âõîæ-
äåíèÿ � Í.Ñ. Ðîìàíîâñêèì [41], [42]. Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà �
äî ñèõ ïîð îòêðûòûé âîïðîñ. Îáçîðû èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî àëãîðèòìè÷å-
ñêèì ïðîáëåìàì òåîðèè ãðóïï ñîäåðæàòñÿ â [3], [6], [7], [8], [9], [28], [35], [40],
[46], [54]. Ñì. òàêæå íåäàâíèé îáçîð àâòîðà ïî àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ðàçðå-
øèìûõ ãðóïï [51].

Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû îêàçàëè ñèëüíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ñîâðåìåí-
íîé êîìïüþòåðíîé íàóêè. Íà÷èíàÿ ñ 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, â êîòîðûå
îáîçíà÷èëñÿ ðîñò èíòåðåñà ê ïðîáëåìàì ñëîæíîñòè, â öåíòðå âíèìàíèÿ êàê
ìàòåìàòèêîâ, òàê è ñïåöèàëèñòîâ â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ, îêàçàëèñü âîïðî-
ñû âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ àëãîðèòìîâ. Íåêîòîðûå
èäåè, èçâåñòíûå â òåîðèè ñëîæíîñòè, ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû âûñîêîãî
óðîâíÿ â àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. Äî ýòîãî àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû
òåîðèè ãðóïï èññëåäîâàëèñü â îñíîâíîì ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ðàçðåøèìîñòè. Ð.
Ëèïòîíîì è È. Çàëñòåéíîì [22] áûë ðàçðàáîòàí ëîãàðèôìè÷åñêèé ïî ñëîæíî-
ñòè àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ëèíåéíûõ
ãðóïïàõ. Ýòî áûë ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêîãî ñîðòà. Çà ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëñÿ
öåëûé ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá àëãîðèòìàõ â òåîðèè ãðóïï, èìåþùèõ ìàëóþ ñëîæ-
íîñòü (ñì., íàïðèìåð, [4], [25], [26]). Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå. Íîâûå ñâÿçè ìåæäó òåîðèåé ãðóïï è òåîðèåé ñëîæíîñòè áûëè óñòàíîâëåíû
â òåîðèè àâòîìàòîâ, êîìïðåññèè äàííûõ è ò.ï.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû òåîðèè ãðóïï ïðèîáðåëè åùå
áîëüøåå âíèìàíèå, ïîñêîëüêó íà èõ òðóäíîðàçðåøèìîñòè â íåêîòîðûõ êëàññàõ
íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï îñíîâûâàþòñÿ ñõåìû àëãåáðàè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè,
à ñàìè ãðóïïû ñëóæàò ïëàòôîðìàìè äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ ñõåì è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ àëãîðèòìîâ. Çíà÷èòåëüíî âîçðîñ èíòåðåñ ê ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ðå-
øàþùèõ òàêèå çàäà÷è, âîçìîæíîñòè èõ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ïðàê-
òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè [30], [31] è [49].

Ïðîáëåìó âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèä íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ðàññìàòðèâàþò êàê ïåðåíåñåíèå êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå ôèãóðèðóåò ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ïîäìî-
íîèä ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû, íà íåêîììóòàòèâíóþ ïëàòôîðìó. Âîçíèêëî
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è ðàçâèâàåòñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé � íåêîììóòàòèâíàÿ äèñêðåò-
íàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíà ãëàâà �Discrete optimization
in groups� â êíèãå [5]. Ïðè ýòîì îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êëàññó êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, êàê íàèáîëåå áëèçêîìó ê êëàññó àáåëåâûõ
ãðóïï.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä, ïðåäñòàâëÿþùàÿ âàæíåéøèé ôðàã-
ìåíò áîëåå îáùåé ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Â ðàáî-
òå ïðåäñòàâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîäìîíîèäà ñâîáîäíîé íèëüïîòåíò-
íîé ãðóïïû êëàññà äâà, êîãäà óêàçàííàÿ ïðîáëåìà àëãîðèìè÷åñêè ðàçðåøèìà.
Îíè ñôîðìóëèðîâàíû íà ÿçûêå ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû
(ñì. îïðåäåëåíèÿ äàëåå). Ïîëó÷åí êðèòåðèé ïðèâåäåíèÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ
ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû êëàññà äâà ê ïîëîæèòåëüíîìó âèäó è ðÿä
äðóãèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, èìåþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé è
êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ î ïðîáëåìå âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæå-
ñòâà ãðóïïû. Ðàçäåë 3 ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ î ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòàõ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï è ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï êëàññà
2. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ïîäãîòîâêå ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà � Òåîðåìû 4. Â ðàçäåëå 5 ïðèâåäåíà Òåîðåìà 4, â êîòîðîé ïðåä-
ñòàâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû êëàññà äâà.

Äàëåå â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé
ãðóïïû Ar ðàíãà r è ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Nr,l ðàíãà r êëàññà
íèëüïîòåíòíîñòè l. ×åðåç [x, y] = x−1y−1xy îáîçíà÷àåòñÿ êîììóòàòîð ýëåìåí-
òîâ x, y íåêîòîðîé ãðóïïû G, à ÷åðåç G′ � åå êîììóòàíò. Äëÿ X ⊆ G âûðà-
æåíèå ãð(X) îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó, à ìîí(X) � ïîäìîíîèä ãðóïïû G, ïîðîæ-
äåííûå X. Êàê îáû÷íî, Q îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ, Z � ìíîæå-
ñòâî öåëûõ, à N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë
t1, . . . , tk ÷åðåç íîä(t1, . . . , tk) îáîçíà÷àåòñÿ èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, à
÷åðåç íîê(t1, . . . , tk) � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå. Äëÿ êîëüöà K ÷åðåç Mr(K)
îáîçíà÷àåòñÿ êîëüöî r × r ìàòðèö íàä K, à ÷åðåç GLr(K) ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö.

2. Ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Êëàññ ðàöèîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ Rat(G)
ãðóïïû G åñòü íàèìåíüøèé êëàññ, ñîäåðæàùèé âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
ãðóïïû (âêëþ÷àÿ ïóñòîå), çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ,
óìíîæåíèÿ è îïåðàöèè Êëèíè ïîðîæäåíèÿ ïîäìíîæåñòâîì K ïîäìîíîèäà K∗

ãðóïïû G. Ïîíÿòèå ðàöèîíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîãî ïîäìíîæåñòâà ñâîáîäíîãî
ìîíîèäà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ðàöèîíàëüíà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Î÷åâèäíî, ÷òî êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûé ïîäìîíîèä ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì. Ñïðàâåäëèâ
àíàëîã òåîðåìû Êëèíè î çàäàíèè ðåãóëÿðíûõ ïîäìíîæåñòâ ñâîáîäíîãî ìîíîè-
äà êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè: ïîäìíîæåñòâî R ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ âûïóñêíûì ìíîæåñòâîì êîíå÷íîãî
àâòîìàòà íàä G. Äåòàëüíûå ñâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåíèé è îñíîâíûõ
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ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ â ãðóïïàõ ñì. â ìîíîãðàôèè [45] èëè ñòà-
òüå [15].

Â îáùåì ñëó÷àå ñåìåéñòâî Rat(G) íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïåðå-
ñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïî õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
ãðóïï G, â êîòîðûõ Rat(G) ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé, òî åñòü çàìêíóòûì
íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, íî è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ ñåìåéñòâîì, ïðèâåäåíû â [48] è [45]. Âîïðîñ î ðàöè-
îíàëüíîñòè âåðáàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ñâîáîäíûõ ãðóïï èññëåäîâàí â [29].

Èññëåäîâàíèÿìè ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ãðóïï
çàíèìàëèñü ìíîãèå àâòîðû. Ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó îáçîðíóþ ñòàòüþ Ì. Ëîðè [23].
Â íåé àâòîð ñôîðìóëèðîâàë ïðîáëåìó 24 î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ â ïîäìîíî-
èäû. Äàííàÿ ïðîáëåìà íåîäíîêðàòíî çàòðàãèâàëàñü â äîêëàäàõ Á. Ñòåéíáåðãà
íà ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ.

Àâòîðîì â ðàáîòå [50] àíîíñèðîâàíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû
(ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî íàõîäèòñÿ â ïå÷àòè). À èìåííî: îáúÿâëåíî ñóùåñòâîâà-
íèå â ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïåNr,2 äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàíãà r êîíå÷-
íî ïîðîæäåííîãî ïîäìîíîèäà M , ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîòîðûé àëãîðèòìè-
÷åñêè íåðàçðåøèìà. Ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ïîäìîíîèäà M ýô-
ôåêòèâíî ñòðîèòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó äèîôàíòîâó ìíîãî÷ëåíó D(ζ1, . . . , ζs),
îïðåäåëÿþùåìó íåðàçðåøèìîå ñåìåéñòâî äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé âèäà
D(ζ1, . . . , ζs) = υ, υ ∈ Z, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Þ.Â.
Ìàòèÿñåâè÷à î íåðàçðåøèìîñòè 10-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà (ñì., íàïðèìåð, [27]).
Ïàðàìåòð r çàâèñèò îò s è âèäà ìíîãî÷ëåíà D(ζ1, . . . , ζs). Ïðåäñòàâëåí ýôôåê-
òèâíûé êëàññ ýëåìåíòîâ {g(υ), υ ∈ Z} ãðóïïû Nr,2 òàêîé, ÷òî g(υ) ∈ M òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå D(ζ1, . . . , ζs) = υ ðàçðåøèìî
â öåëûõ ÷èñëàõ. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò îáúÿâëåííàÿ íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèä M .

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå âõîæäåíèÿ â ðàöè-
îíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû.

Ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû:

• Ì. Áåíóà [10]. Ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ðàç-
ðåøèìà â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ.

• Ñ. Ýéëåíáåðã, Ì. Ï. Øþòöåíáåðæå [13] (íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî â
[32]). Ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ðàçðåøèìà
â àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

• Ç. Ãðþíøëàã [18]. Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëüíûå
ïîäìíîæåñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèÿõ ãðóïï.

• Ì. Þ. Íåäáàé [33]. Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ðàöèîíàëü-
íûå ïîäìíîæåñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ãðóïï.

Îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû:

• Â. À. Ðîìàíüêîâ [44]. Äëÿ ëþáîãî l ≥ 2 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî r â ñâî-
áîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Nr,l íåðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â
ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà.

• Ì. Ëîðè, Á. Ñòåéíáåðã [24]. Ñâîáîäíàÿ ìåòàáåëåâà ãðóïïà Mr ðàíãà
r ≥ 2 ñîäåðæèò êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä ñ íåðàçðåøèìîé ïðî-
áëåìîé âõîæäåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî â [44] îñíîâûâàþòñÿ íà íåðàçðåøèìîñòè 10-é ïðîáëåìû Ãèëü-
áåðòà, à â [24] � íà íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû êîìáèíàòîðíîãî çàìîùåíèÿ.
Îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ìíîãî÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîáëåìå âõîæäåíèÿ â
ðàöèîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà ãðóïï ñì. îáçîð [23].

Äëÿ ïîñòàíîâêè àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî óêàçûâàòü ñïîñîá
ýôôåêòèâíîãî çàäàíèÿ êàê ñàìîé ãðóïïû, òàê è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîáëåìå
ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � ñåìåéñòâà êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûõ ïîäìîíîèäîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà çàäàíà
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé, à ëþáîé åå êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä çàäàí ñâîèì êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Â äîêàçàòåëüñòâàõ ôèãóðèðóþò ñâîáîäíûå
àáåëåâû è ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ äëÿ êî-
òîðûõ âûáðàíû èõ áàçèñû. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè
ýëåìåíòàìè îïðåäåëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè è íèëüïîòåíòíîñòè,
ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî òîæäåñòâî íèëüïîòåíòíîñòè ëþáîãî êëàññà ìî-
æåò áûòü çàäàíî êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîîòíîøåíèé. Êðîìå ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
èçâåñòíûå íîðìàëüíûå ôîðìû çàïèñè ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï. Ýòè
ñâåäåíèÿ è äðóãóþ ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ ìîæíî
íàéòè â ëåêöèÿõ Ô. Õîëëà [19] è ìîíîãðàôèè Ì. Õîëëà [20].

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíî-
èä ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû Ar ' Zr èìååò îòíîøåíèå ê ñëåäóþùåé çàäà÷å
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ äàííîé ìàòðèöû A ∈ Mm×r è âåêòîðà b ∈ Zr îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò
ëè ðåøåíèå x ∈ Nm óðàâíåíèÿ xA = b.

Íà òåîðåòèêî-ãðóïïîâîì ÿçûêå ýòî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèä ãðóï-
ïû Ar, ïîðîæäåííûé ñòðîêàìè ìàòðèöû A. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà âåðñèÿ
ïðîáëåìû öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó
NP-ïîëíûõ ïðîáëåì. Ïðîáëåìó âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäìîíî-
èäû ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàþò êàê åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ïðîáëåìû öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáçîð ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå [5].

3. Ïîäìíîæåñòâà ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïï
Ar è Nr,2

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü C - ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fr(C) ñâî-
áîäíóþ ãðóïïó ðàíãà r ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

• Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà Xr = {x1, . . . , xr} ãðóïïû Fr(C) íåòðèâè-
àëüíûé ýëåìåíò g ∈ Fr(C) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí ïðè-
íàäëåæèò ïîäìîíîèäó M = ìîí(Xr), ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè âû-
áðàííîãî áàçèñà Xr. Äðóãèìè ñëîâàìè: åñëè ýëåìåíò g çàïèñûâàåòñÿ
â ôîðìå ñëîâà g = g(x1, . . . , xr) îò ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé ýëåìåí-
òîâ áàçèñà Xr. Ýëåìåíò g ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, åñëè â åãî çàïèñè
ïðèñóòñòâóþò âñå ýëåìåíòû áàçèñà Xr â ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ.
• Ýëåìåíò g ∈ Fr(C) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
îí ïîëîæèòåëåí â íåêîòîðîì áàçèñå X ′r ãðóïïû Fr(C). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè: åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì α ãðóïïû Fr(C) òàêîé, ÷òî îáðàç
α(g) ïîëîæèòåëåí.
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Äàííûå îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííî ðàñøèðÿþòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ
ãðóïïû Fr(C).

Íàøà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � äàòü êðèòåðèè ïîòåíöèàëüíîé ïîëîæèòåëüíîñòè
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ãðóïï Ar è èõ ïîïîëíåíèé AQ

r , à òàêæå ãðóïï Nr,2 äëÿ
ëþáîãî r ∈ N.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ãðóïïó Ar = Zr â àääèòèâíîé çàïèñè. Ïóñòü Er =
{e1, . . . , er}, ãäå e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , er = (0, . . . , 0, 1) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ. Ýëå-
ìåíòàìè ãðóïïû Ar ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû a = (α1, . . . , αr). Âåêòîð
a ïîëîæèòåëåí (ïèøåì a ≥ 0), åñëè åãî êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâàì αi ≥ 0, i = 1, . . . , r, è ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëåí, åñëè îí ïîëîæèòåëåí
â íåêîòîðîì áàçèñå ãðóïïû Ar. Ýêâèâàëåíòíî, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìîå ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (àâòîìîðôèçì) µ ãðóïïû Zr, äëÿ êîòîðîãî îáðàç µ(a)
ïîëîæèòåëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìàòðèöû T = T (α) ∈ GLr(Z) äàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî aT ≥ 0.

Ïóñòü AQ
r = Qr îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå ïîïîëíåíèå ãðóïïû Ar äî âåêòîðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q, à AR
r = Rr � íàä R, ñ òåì æå ñàìûì áàçèñîì Er. Òàêèì

îáðàçîì çàôèêñèðîâàíû âëîæåíèÿ Zr ⊆ Qr ⊆ Rr. Ïðè ýòîì ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ èç Qr îñòàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä R â
Rr. Ïîíÿòèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè è ïîòåíöèàëüíîé ïîëîæèòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ è
ïîäìíîæåñòâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ãðóïïû Qr è Rr.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q
ñ áàçèñîì Er = {e1, . . . , er}. Ïóñòü B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ó êî-
òîðûõ ôèêñèðîâàííàÿ êîîðäèíàòà, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïîñëåäíÿÿ, íåîòðè-
öàòåëüíà. Ïóñòü B0 ⊆ B � âñå âåêòîðû ñ íóëåâîé, à B>0 � ñ ïîëîæèòåëü-
íîé âûäåëåííîé êîîðäèíàòîé. Òîãäà ìîæíî ïåðåéòè ê íîâîìó áàçèñó E′r =

{e′1, . . . , e′r}, äëÿ êîòîðîãî e′1 = e1, . . . , e
′
r−1 = er−1 è e

′
r = er−

∑r−1
i=1 γiei, γi > 0,

â êîòîðîì âåêòîðû èç B0 ñîõðàíÿþò ñâîè êîîðäèíàòû, à âåêòîðû èç B>0

èìåþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî B0 î÷åâèäíî.
Ïóñòü B>0 = {b1, . . . , bk}, bi = (αi,1, . . . , αi,r), i = 1, . . . , k}. Â áàçèñå E′r âåê-

òîð bi ∈ B>0 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

bi =
r−1∑
j=1

(αi,j + γiαi,r)ej + αi,re
′
r.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ αi,r > 0. Âûáåðåì γi äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà αi,j + γiαi,r > 0. Òîãäà áóäåò âûïîëíåíî
óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî B>0.

�

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü B � êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Qr ñ ôèê-
ñèðîâàííûì áàçèñîì Er, ó êîòîðûõ îïðåäåëåííàÿ êîîðäèíàòà, ñêàæåì, ïî-
ñëåäíÿÿ, ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà, îïèñàííîå â Ëåììå 1,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áàçèñ E′r, â êîòîðîì âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç B ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðÿìî âûòåêàåò èç Ëåììû 1. Íóæíî òîëüêî
çàìåòèòü, ÷òî â åå îáîçíà÷åíèÿõ B = B>0. �
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Ëåììà 2. Ïóñòü ñèñòåìà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

(1)



α1,1x1 + . . .+ α1,rxr = 0

. . .

αk,1x1 + . . .+ αk,rxr = 0

αk+1,1x1 + . . .+ αk+1,rxr > λ

. . .

αk+l,1x1 + . . .+ αk+l,rxr > λ

,

ãäå αi,j ∈ Q, λ ∈ R, èìååò ðåøåíèå â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ. Òîãäà îíà èìååò
ðåøåíèå â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî çàôèêñèðîâàí áàçèñ Er = {e1, . . . , er} ïðî-
ñòðàíñòâà Qr, ÿâëÿþùèéñÿ òàêæå áàçèñîì åãî åñòåñòâåííîãî ïîïîëíåíèÿ � ïðî-
ñòðàíñòâà Rr. Íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ bi = (αi,1, . . . , αi,r), i = 1, . . . , k+ l, èç (1)
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Qr.

Ïóñòü v = (υ1, . . . , υr) ∈ Rr � ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè v âìå-
ñòî x â óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (1) ïîëó÷èì íàáîð ðàâåíñòâ, êîòîðûå
çàïèøåì íà ÿçûêå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

(2)



〈b1, v〉 = 0

. . .

〈bk, v〉 = 0

〈bk+1, v〉 = λ+ δ1

. . .

〈bk+l, v〉 = λ+ δl

,

ãäå δj > 0, j = 1, . . . , l. Ïîëàãàåì δ = min{δj : j = 1, . . . , l}.
Ïóñòü α = max{|αi,j | : i = k+ 1, . . . , k+ l; j = 1, . . . , r}. Âîçüìåì ε > 0 òàêîå,

÷òî

(3) r · ε · α < δ.

Åñëè íåêîòîðûé âåêòîð v′ = (υ′1, . . . , υ
′
r) ∈ Qr óäîâëåòâîðÿåò âñåì óðàâíå-

íèåì ñèñòåìû (1) è â òî æå âðåìÿ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |υi − υ′i| ≤ ε, òî v′

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òàêîãî âåêòîðà.

Ïóñòü V = LinQ(α1−k) � ïîäïðîñòðàíñòâî â Qr, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè
α1, . . . , αk. Ïóñòüm = dim(V ) � åãî ðàçìåðíîñòü. Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíå-

íèå V ⊥Q âQr èìååò ðàçìåðíîñòü r−m. Çàïèøåì åãî áàçèñ Ẽr−m = {ẽ1, . . . , ẽr−m}
÷åðåç áàçèñ Er (åñëè â ñèñòåìå (1) îòñóòñòâóþò ðàâåíñòâà, òî Ẽr = Er):

(4) ẽi =

r∑
j=1

γj,iej , γj,i ∈ Q, i = 1, . . . , r −m.

Áàçèñ Ẽr−m ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñîì îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ V ⊥R â Rr.
Èìååì ðàçëîæåíèå

(5) v =

r−m∑
i=1

υ̃iẽi, υ̃i ∈ R.
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Èç ðàâåíñòâ (4) è (5) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

(6)


υ1 =

∑r−m
i=1 υ̃iγi,1

. . .

vr =
∑r−m
i=1 υ̃iγi,r

.

Ïóñòü γ = max{|γi,j | : i = 1, . . . , r −m; j = 1, . . . , r}. Âîçüìåì ε′ > 0 òàêîå,
÷òî

(7) (r −m) · ε′ · γ < ε,

ãäå ïàðàìåòð ε òîò æå ñàìûé, ÷òî ôèãóðèðóåò â íåðàâåíñòâå (3). Âûáåðåì
çíà÷åíèÿ υ̃′i ∈ Q òàêèå, ÷òî |υ̃i−υ̃′i| ≤ ε′.Îïðåäåëèì íàáîð υ′ = (υ′1, . . . , υ

′
r) ∈ Qr,

ãäå υ′i =
∑r−m
j=1 υ̃′jγi,j , i = 1, . . . , r. Èç íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî

|υi − υ′i| ≤ ε.

Òîãäà υ′ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1).
�

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäìíîæåñòâî B = {b1, . . . , bs} ãðóïïû Ar èëè ãðóïïû AQ
r

íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìûì, åñëè ðàâåíñòâî
∑s
i=1 αibi = 0 äëÿ

αi ∈ Q, αi ≥ 0, i = 1, . . . , s, âëå÷åò ðàâåíñòâà αi = 0, i = 1, . . . , s.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå B íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî çàâèñèìûì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [56]. Ê ñîæàëåíèþ, â åå äîêàçàòåëüñòâå åñòü
ñóùåñòâåííûé ïðîáåë. Ïîýòîìó ìû äàåì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî, óñòðàíÿþùåå
ýòîò ïðîáåë è äðóãèå íåòî÷íîñòè.

Òåîðåìà 1. Ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ B = {b1, . . . , bs} ãðóïïû AQ
r ' Qr ïî-

òåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ïîëîæèòåëüíî
íåçàâèñèìî. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæå-
ñòâà B íàéäåòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Qr, â êîòîðîì âñå êîîðäèíàòû âåêòî-
ðîâ èç B ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíî çàâèñèìîå ïîäìíîæå-
ñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûì.

Ïóñòü B ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, çàïèñàííîå â áàçèñå Er =
{e1, . . . , er} ïðîñòðàíñòâà Qr: bi = (αi,1, . . . , αi,r), i = 1, . . . , s. Êàê è ðàíüøå,
ñ÷èòàåì, ÷òî Er ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Rr. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî
r. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè r = 1 è ïðîèçâîëüíîì s, òàê êàê ëþáàÿ ñè-
ñòåìà, ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû äâà ðàçíîíàïðàâëåííûõ âåêòîðà, ïîëîæèòåëüíî
ëèíåéíî çàâèñèìà, à ñèñòåìà îäíîíàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ ëèáî ïîëîæèòåëüíà,
ëèáî ñòàíîâèòñÿ òàêîâîé ïðè çàìåíå áàçèñíîãî âåêòîðà íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Qn
ðàçìåðíîñòè n < r.

Ðàññìîòðèì ïîðîæäåííûé âåêòîðàìè èç B êîíóñ

C = C(b1, ..., bm) = {
m∑
i=1

αibi, αi ∈ Q, αi ≥ 0, i = 1, . . . ,m}.

Ïîäìíîæåñòâà C,−C,C \ {0},−C \ {0} âûïóêëûå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ïîäìíîæåñòâà C \{0},−C \{0} íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñ÷èòàåì ïðîñòðàíñòâî Qr äëÿ
ëþáîãî n åñòåñòâåííî âëîæåííûì â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rr. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç CR âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíóñà C â Rr. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà CR\{0}
è −CR \ {0} òàêæå íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ âåðñèþ òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î ãèïåðïëîñêîñòè,
ðàçäåëÿþùåé âûïóêëûå ìíîæåñòâà (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [11], ñòð. 46).
Ïóñòü U è W � íå ïåðåñåêàþùèåñÿ âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà
Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð v è âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ òàêèå, ÷òî
〈x, v〉 ≥ λ äëÿ âñåõ x ∈ U è 〈y, v〉 ≤ λ äëÿ âñåõ y ∈ W ; òî åñòü ãèïåðïëîñêîñòü
〈·, v〉 = λ, äëÿ êîòîðîé v � íîðìàëüíûé âåêòîð, ðàçäåëÿåò U è W .

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü HR ïðîñòðàíñòâà Rr ðàçäåëÿþùàÿ U =
CR\{0} èW = −CR\{0}. Âñå âåêòîðû èç B ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà:
B0 � âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå H, è B>0 � âåêòîðû, íå ïðèíàäëåæàùèå H.

Ïóñòü B0 = {b1, . . . , bk}, B>0 = {bk+1, . . . , bk+l, k + l = s. Òîãäà v ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû (1).

Ïî ëåììå 2) ñèñòåìà (1) èìååò ðåøåíèå v′ ∈ Qr. Îïðåäåëèì ãèïåðïëîñ-
êîñòü H ′ ïðîñòðàíñòâà Qr ÷åðåç íîðìàëü v′. Âûáåðåì â H ′ áàçèñ E′r−1 =
{e′1, . . . , e′r−1}, â êîòîðîì âåêòîðû b1, . . . , bk èìåþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå êîîð-
äèíàòû. Äîïîëíèì E′r−1 äî áàçèñà E

′
r âñåãî ïðîñòðàíñòâà Qr âåêòîðîì e′r = v′.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç B = B>0 â ýòîì áàçèñå ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà ïî Ñëåäñòâèþ 1 ñóùåñòâóåò áàçèñ E′′r ïðîñòðàíñòâà Qr,
â êîòîðîì âñå êîîðäèíàòû ëþáîãî âåêòîðà èç B>0 ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûå êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ èç B â áàçèñå E′′r
òåïåðü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ïî Ñëåäñòâèþ 1 ñóùåñòâóåò áàçèñ E′′′r ïðîñòðàí-
ñòâà Qr, â êîòîðîì âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç B ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

�

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíîâëåíà â [57], ãäå åå äîêàçàòåëüñòâî îïèðàëîñü íà
ðàáîòó [56], ñîäåðæàùóþ ïðîáåë.

Òåîðåìà 2. Ïîäìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ B = {b1, . . . , bs} ãðóï-
ïû Ar = Zr ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìî. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìîãî ïîäìíî-
æåñòâà B íàéäåòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Qr, â êîòîðîì âñå êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ èç B ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíî çàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî B íå
ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûì.

Ïóñòü B = {bi = (βi,1, . . . , βi,r), i = 1, . . . , s} � ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ãðóïïû Zr ⊆ Qr. Ïî Òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò ìàòðèöà T ∈
GLr(Q) òàêàÿ, ÷òî ci = biT = (γi,1, . . . , γi,r) � âåêòîð ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè
êîîðäèíàòàìè äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , s.

Ïóñòü T = ν−1T1, ãäå ν ∈ N è T1 ∈ Mr(Z). Ïóñòü t1 = (τ1,1, . . . , τr,1)t

� ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû T1 (t îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå). Ïóñòü δ =
íîä(τ1,1, . . . , τr,1). Òîãäà ñòîëáåö t̃1 = δ−1t1 ïðèìèòèâåí, òî åñòü âñå åãî êîîð-
äèíàòû âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, è äëÿ ëþáîãî i èìååì bit̃1 = λi > 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé öåëî÷èñëåííûé ïðèìèòèâíûé ñòîëáåö, â íàøåì

ñëó÷àå t̃1, äîïîëíÿåòñÿ äî öåëî÷èñëåííîé îáðàòèìîé ìàòðèöû T̃ ∈ GLr(Z).
Ïóñòü b1T̃ = (µ1,1, . . . , µ1,r). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ1,j ≤ 0, èçìåíèì ìàòðèöó T̃ , ïðèáàâèâ ê j-ìó ñòîëáöó 1-é ñòîëáåö, óìíîæåí-
íûé íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî δj , äëÿ êîòîðîãî δjµ1,1 +µ1,j >
0. Òàêàÿ îïåðàöèÿ ïðîâîäèòñÿ äëÿ âñåõ íå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò
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âåêòîðà b1. Ïîëó÷àåì äëÿ íîâîé ìàòðèöû T̃ âåêòîð b1T̃ ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî i = 2, . . . , r ïåðâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà biT̃ ïîëîæèòåëü-
íà, àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòðîãîé ïîëî-

æèòåëüíîñòè êîîðäèíàò âñåõ âåêòîðîâ biT̃ äëÿ èçìåíåííîé ìàòðèöû T̃ . Ïîñëå
âñåõ èçìåíåíèé ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç T ′. Î÷åâèäíî,
÷òî T ′ ∈ GLr(Z). Ïðè ýòîì âåêòîðû biT

′ èìåþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå êîîð-
äèíàòû äëÿ âñåõ i = 1, ..., s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû b1, ..., bs ïðèâåäåíû ê
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîìó âèäó.

�

ÏóñòüNr = Nr,2, r ≥ 2, � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì {x1, ..., xr},
è Ar = Nr/N

′
r � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì {a1, . . . , ar}, ãäå ai = x̄i =

xiN
′
r. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ Nr ÷åðåç ḡ îáîçíà÷èì îáðàç g îòíîñèòåëüíî

ñòàíäàðòíîãî ãîìîìîðôèçìà Nr → Ar. Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå Ū èñïîëüçó-
åì òàêæå äëÿ ïîäìíîæåñòâ U ⊆ Nr.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ r = 2 (òî åñòü äëÿ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà)
äîêàçàíà â [58].

Òåîðåìà 3. Ïîäìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ U = {u1, ..., us} ãðóï-
ïû Nr ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäìíîæå-
ñòâî Ū = {ū1, ..., ūs} ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìî â Ar.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Ū ïîëîæèòåëüíî çàâèñèìî â Ar, òî ïî
Òåîðåìå 2 ýòî ïîäìíîæåñòâî íå áóäåò ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûì â Ar. Òî-
ãäà U íå áóäåò ïîòåíöèàëüíî ïîëîæèòåëüíûì â Nr.

Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî Ū ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìî â Ar. Òàê êàê ëþáîé àâòî-
ìîðôèçì ãðóïïû Ar èíäóöèðîâàí àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû Nr (ñì., íàïðèìåð,
îáçîð [43] èëè ìîíîãðàôèþ [47]), òî ïî Òåîðåìå 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ū ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíî â Ar. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ui ∈ U çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(8) ui =

r∏
j=1

x
λi,j

j

∏
k,l∈{1,...,r},k>l

[xk, xl]
µi,k,l , λi,j > 0, µi,k,l ∈ Z.

Êîììóòàòîðû îò ýëåìåíòîâ áàçèñà ãðóïïû Nr óïîðÿäî÷èì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ïîëàãàåì [xi, xj ] > [xp, xq], åñëè i > p, èëè i = p è j > q. Çàìåòèì, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì êîììóòàòîðû çàïèñàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ óïîðÿäî÷å-
íèåì, åäèíñòâåííî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà U èñêëþ÷èì
èç çàïèñè (8) ñòåïåíè êîììóòàòîðîâ. Ïðè ýòîì ñòåïåíè ýëåìåíòîâ áàçèñà áó-
äóò âõîäèòü â çàïèñü íåñêîëüêî ðàç. Äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì
íàòóðàëüíîå ÷èñëî τ2,1 > max{|µi,2,1| : i = 1, . . . , s} è îïðåäåëèì àâòîìîðôèçì
ϕ2,1 : x1 7→ x

τ2,1
2 x1x

τ2,1
2 , xi 7→ xi äëÿ i ≥ 2.

Òîãäà äëÿ i = 1, . . . , s ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ñëåäóþùåãî âèäà:

ϕ2,1(ui) = (x
τ2,1
2 x1x

τ2,1
2 )λi,1

r∏
j=2

x
λi,j

j [x2, x1]µi,2,1 ·

(9) ·
∏

k>l,(k,l) 6=(2,1)

[xk, xl]
µ′
i,k,l , µ′i,k,l ∈ Z.
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Äëÿ ëþáîãî âûðàæåíèÿ ϕ2,1(ui) çàìåíèì â òî÷íîñòè îäíî èç ïîäñëîâ âèäà

x
τ2,1
2 x1x

τ2,1
2 íà x

τ2,1+µi,2,1

2 x1x
τ2,1−µi,2,1

2 [x2, x1]−µi,2,1 . Ñîêðàòÿòñÿ ñòåïåíè êîììó-
òàòîðà [x2, x1]. Ñòåïåíè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ îñòàíóòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî àâòîìîðôèçìû

ϕ3,1, . . . , ϕr,1, ϕ3,2, . . . , ϕr,r−1,

ãäå

ϕj,i : xi 7→ x
τj,i
j xix

τj,i
j , xk 7→ xk

äëÿ k 6= i äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé τi,j , óäàëèì øàã
çà øàãîì èçìåíÿþùèåñÿ ñòåïåíè êîììóòàòîðîâ

[x3, x1], . . . , [xr, x1], [x3, x2], . . . , [xr, xr−1]

èç ïðàâûõ ÷àñòåé ïîëó÷àþùèõñÿ ðàâåíñòâ

ϕ3,1(ϕ2,1(ui)), . . . , ϕr,r−1(. . . (ϕ2,1(ui))).

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå èçìåíÿþòñÿ ñòåïåíè òîëüêî ó êîììó-
òàòîðîâ ïîðÿäêà áîëüøåãî, ÷åì ïîðÿäîê óäàëÿåìîãî êîììóòàòîðà. Óäàëåííûå
äî ýòîãî êîììóòàòîðû íå ïîÿâëÿþòñÿ. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âñåõ òàêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé â èòîãå ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíîå ñëîâî. �

Çàìå÷àíèå 1. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîé ïîëîæèòåëü-
íîñòè êîíå÷íîãî íàáîðà âåêòîðîâ ãðóïïû Ar ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà àëãî-
ðèòìè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî óïîðÿäî÷èâàþòñÿ âñå áàçèñû ãðóïïû è âñå âîçìîæíûå
íåíóëåâûå íàáîðû íåîòðèöàòåëüíûõ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïðîâåðÿå-
ìûõ âåêòîðîâ. Çàòåì ïàðàëëåëüíî ïðîâîäèòñÿ ïðîöåññ ïåðåïèñûâàíèÿ ïðîâåðÿ-
åìûõ âåêòîðîâ â áàçèñàõ è âû÷èñëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàáîðàìè êîýôôèöèåíòîâ. Íà êîíå÷íîì øàãå ìû ïîëó-
÷èì ëèáî ïîëîæèòåëüíóþ çàïèñü âåêòîðîâ, ëèáî èõ ïîëîæèòåëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü, ïîêàçûâàþùóþ ñîãëàñíî Òåîðåìå 2, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíî
ïîëîæèòåëüíûìè.

4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

Ïóñòü Nr = Nr,2 � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ðàíãà r ñòóïåíè íèëü-
ïîòåíòíîñòè 2 ñ áàçèñîì Xr = {x1, . . . , xr}, Ar = Nr/N

′
r � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà

ãðóïïà ðàíãà r. Ëþáîé áàçèñ ãðóïïû Nr èíäóöèðóåò áàçèñ ãðóïïû Ar. Âåð-
íî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ïðîîáðàç ëþáîãî áàçèñà ãðóïïû Ar ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì ãðóïïû Nr. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Ar èíäóöèðî-
âàí àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû Nr. Êîììóòàíò N

′
r � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà öåíòðàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Nr, â êà÷åñòâå áàçèñà êîòîðîé ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî
{[xi, xj ] : i > j; i, j = 1, . . . , r} Â ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé
ãðóïïå, â ÷àñòíîñòè, â ãðóïïå Nr ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà. Òàêæå ðàçðå-
øèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ïîäãðóïïó, ïðè ýòîì ìîæíî ýôôåêòèâíî çàïèñàòü
ýëåìåíò ïîäãðóïïû êàê ñëîâî îò åå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Îá ýòèõ è äðóãèõ
ôàêòàõ ñì., íàïðèìåð, [19], [20]. Â äàëüíåéøåì îíè ïî÷òè âñåãäà èñïîëüçóþòñÿ
áåç ññûëîê.

Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä ãðóïïû Nr, çàäàííûé íåêîòî-
ðûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåòðèâèàëüíûõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ Y ∪U , ãäå
Y � ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ íåòðèâèàëüíûìè îáðàçàìè â Ar, à U � ïîäìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ èç N ′r. Ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ èç Y âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå ïî
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âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî G = {g1, . . . , gk}, îáðàç êîòîðîãî â Ar ïîëîæèòåëüíî
íåçàâèñèì. Ïîëàãàåì F = Y \G = {f1, . . . , fl}.

Ïî Òåîðåìå 2 ñ÷èòàåì, ÷òî áàçèñ Xr ãðóïïû Nr âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî
â èíäóöèðîâàííîì áàçèñå X̄r ãðóïïû Ar îáðàçû ýëåìåíòîâ èç G áóäóò ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíûìè. Òàê êàê Ḡ � ìàêñèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíî íåçàâèñèìîå
ïîäìíîæåñòâî, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî âèäà Ḡ ∪ {f̄j} äëÿ j = 1, . . . , l áóäåò ïî-
ëîæèòåëüíî çàâèñèìûì. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë αi.j , i = 1, . . . , k, βj 6= 0 òàêèõ, ÷òî

(10)

k∏
i=1

ḡ
αi,j

i = f̄
−βj

j , j = 1, . . . , l.

Çíà÷èò, ëþáîé èç ýëåìåíòîâ f̄j ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíûì, òî åñòü âñå êî-
ýôôèöèåíòû åãî êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó Er ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ.

Ïîëàãàåì M1 = ìîí(Ḡ), M2 = ìîí(F̄ ). Ïîäìîíîèä M̄G = ìîí(Ḡ) ñîñòîèò èç
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, à M̄F = ìîí(F̄ ) � èç îòðèöàòåëüíûõ.

Â ïîñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè áàçèñ ãðóïïû Nr ìîæåò ìåíÿòüñÿ è ïîðîæäà-
þùèå ìîíîèäà M èç G è F ìîãóò íå ñîõðàíÿòü ýòè ñâîéñòâà, ïîýòîìó áóäåì
ãîâîðèòü î íèõ, êàê ïåðâîíà÷àëüíî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåí-
òàõ.

Åñëè G = ∅, òî F = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèäM ≤
N ′2 ðàçðåøèìà ïî ïðèâåäåííîé â ðàçäåëå 2 òåîðåìå Ýéëåíáåðãà-Øþòöåíáåðæå.
Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî G 6= ∅.

Ñ÷èòàåì, ÷òî βj � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî f̄
−βj

j ∈ M̄G, j = 1, . . . , l.

Ïóñòü β = íîê(βj : j = 1, . . . , l). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f̄ ∈ M̄F ýëåìåíò
f̄−β ïðèíàäëåæèò M̄G. Òî åñòü îáðàòíûé ê f̄β ýëåìåíò ëåæèò â M̄G.

Ïóñòü H̄ îáîçíà÷àåò ïîäìîíîèä ãðóïïû Ar, ñîñòîÿùèé èç âñåõ îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ ìîíîèäà M̄ . Òîãäà H̄ � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ar. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïî ïî-

ñòðîåíèþ ëþáîé ýëåìåíò èç H̄ èìååò ïðîîáðàç âM. Ïóñòü H̃ � ïîëíûé ïðîîáðàç

ïîäãðóïïû H̄ â M. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ H̃ ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâî÷íûé

ñ íèì ýëåìåíò h− ∈ H̃ òàêîé, ÷òî hh− ∈ N ′r ∩M, òî åñòü h̄h̄− = 1. Ýëåìåíò
h− îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Èì ìîæåò áûòü ëþáîé èç ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòà

h̄−1 â H̃.
Ïóñòü I(F̄ ) îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó ãðóïïû Ar, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ýëåìåíòîâ

ãðóïïû Ar ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñ ýëåìåíòàìè èç F̄ . Äðóãèìè ñëîâàìè, I(F̄ )�
èçîëÿòîð ïîäãðóïïû ãð(F̄ ) â ãðóïïå Ar. Ïîäãðóïïà H̄ ñîäåðæèòñÿ â I(F̄ ) è
èìååò â íåé êîíå÷íûé èíäåêñ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç F̄ â
íåêîòîðîé íåíóëåâîé ñòåïåíè ïîïàäàåò â H̄, è êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè ëþáîé
ïîäãðóïïû èç Ar.

5. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïðèâåäåì ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ïîäìîíî-
èäà M , ïðè êîòîðûõ ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â M àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.
Èñïîëüçóåì ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèä M â ãðóïïå Nr àëãîðèòìè÷å-
ñêè ðàçðåøèìà â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
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(1) Êîãäà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ïîäìîíîèäà M
ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ G, îáðàçû êîòîðûõ ïîòåíöèàëü-
íî ïîëîæèòåëüíû â Ar, è ìíîæåñòâà U ýëåìåíòîâ èç N ′r. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êîãäà F = ∅.

(2) Êîãäà èçîëÿòîð I(F̄ ) ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì F̄ , ñîâïà-
äàåò ñ Ar.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 2 âûáåðåì áàçèñ Xr ãðóïïû Nr òàê, ÷òî îáðàçû
ýëåìåíòîâ èç G áóäóò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè â Ar îòíîñèòåëüíî èíäóöèðî-
âàííîãî áàçèñà X̄r.

Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà h ∈ Nr ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïîâûõ ñëîâ âèäà gi1 . . . giq ; git ∈
G, òàêèõ, ÷òî h = gi1 . . . giqw,w ∈ N ′r, êîíå÷íî. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîâåðèì
âõîæäåíèå w â ìîí(U). Ýëåìåíò h ïðèíàäëåæèòM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
õîòÿ áû îäíî òàêîå âõîæäåíèå èìååò ìåñòî. Óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû èçîëÿòîð I(F̄ ) ñîâïàäàåò ñ Ar, çíà÷èò, ïîäãðóïïà H̄
èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â Ar. Äëÿ ëþáîãî áàçèñíîãî ýëåìåíòà xi ñóùåñòâóåò

ïàðà ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëíîãî ïðîîáðàçà H̃ ïîäãðóïïû H̄ âM âèäà

(11) hi = xαi
i ci,1, h

−
i = x−αi

i ci,2; ci,1, ci,2 ∈ N ′r, αi > 0.

Îáîçíà÷èì ci = hih
−
i = ci,1ci,2. Ýëåìåíò ci ïðèíàäëåæèò M ∩N ′r è èìååò ñëå-

äóþùåå îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

(12) ci =
∏

k,l=1,...,r;k>l

[xk, xl]
γi,k,l , i = 1, . . . , r.

Âûäåëèì â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ñòåïåíü êîììóòàòîðà [xp, xq], ïîëàãàÿ

(13) ci = [xp, xq]
γi,p,q c̃i(p, q), i = 1, . . . , r,

ãäå c̃i(p, q)) íå ñîäåðæèò â ñâîåé çàïèñè êîììóòàòîðà [xp, xq].
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïàðû ÷èñåë p, q; p > q, ìîæíî ïîñòðîèòü

íîâûå ýëåìåíòû âèäà hi, h
−
i ∈ M, i = 1, . . . , r, ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, äëÿ

êîòîðûõ ýëåìåíòû ci,1, ci,2 èç âûðàæåíèé (11), à çíà÷èò, ïðàâûå ÷àñòè âûðà-
æåíèé (12) è (13), íå ñîäåðæàò ìíîæèòåëÿ [xp, xq]. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ïîëó÷èì
äâà ýëåìåíòà èçM∩N ′r, â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè êîòîðûõ ïî ñòåïåíÿì êîì-
ìóòàòîðîâ òèïà (12) è (13) ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè [xp, xq] ó îäíîãî ýëåìåíòà
ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, à ó äðóãîãî ñòðîãî îòðèöàòåëåí.

Âîçüìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè p = 2, q = 1, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà κ ∈ N èìååì ðàâåíñòâî

(14) (h2h
−
2 )κ(h1h

−
1 )κ = cκ2c

κ
1 = [x2, x1]κ(γ1,2,1+γ2,2,1)c̃2,1(κ),

ãäå c̃2,1(κ) = c̃1(2, 1)κc̃2(2, 1)κ íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëÿ [x2, x1]. Çàòåì çàïèøåì
ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (14) â âèäå (h−2 )κhκ2h

κ
1 (h−1 )κ è âû÷èñëèì ñëåäóþùåå âû-

ðàæåíèå, ïîëó÷åííîå ïåðåñòàíîâêîé hκ2 è hκ1 :

(15) (h−2 )κhκ1h
κ
2 (h−1 )κ = [x2, x1]κ(γ1,2,1+γ2,2,1)−κ

2α1α2 c̃2,1(κ).

Âûðàæåíèå κ2α1α2 > 0 êàê ôóíêöèÿ îò κ ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì κ(γ1,2,1 + γ2,2,1),
ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ κ ïîêàçàòåëü ïðè [x2, x1] ðàâåíñòâå
(15) áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç −ν, ν > 0.

Çàïèñàâ âûðàæåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) â âèäå hκ2 (h−2 )κhκ1 (h−1 )κ, âû-
÷èñëèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

(16) hκ2h
κ
1 (h−2 )κ(h−1 )κ = [x2, x1]κ(γ1,2,1+γ2,2,1)+κ

2α1α2 c̃2,1(κ).
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Òàêæå, êàê è âûøå, ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ κ ïî-
êàçàòåëü ñòåïåíè êîììóòàòîðà [x2, x1] áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç µ. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ñ÷èòàåì, ÷òî κ âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òî-
áû îáåñïå÷èòü îáà óñëîâèÿ íà µ è ν.

Èòàê, ïîäìîíîèä M ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà d(µ), d(ν) ∈ N ′r, â êàíîíè÷å-
ñêóþ çàïèñü êîòîðûõ êîììóòàòîð [x2, x1] âõîäèò â ñòåïåíè µ > 0 è −ν (ν > 0),
ñîîòâåòñòâåííî.

Âîçüìåì ýëåìåíò hi = xαi
i [x2, x1]ρi c̃i, ãäå c̃i íå ñîäåðæèò â êàíîíè÷åñêîé çà-

ïèñè êîììóòàòîðà [x2, x1]. Ðàññìîòðèì åãî ñòåïåíü hµνi . Åñëè ρi = 0, îñòàâëÿåì
ýòó ñòåïåíü áåç èçìåíåíèé. Åñëè ρi > 0, óìíîæèì ýòó ñòåïåíü íà d(ν)µρi . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ýëåìåíò îòëè÷àþùèéñÿ îò xαiµν

i íà ìíîæèòåäü èç N ′r,
íå ñîäåðæàùèé â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè [x2, x1]. Åñëè ρi < 0, óìíîæèì äàííóþ
ñòåïåíü íà d(µ)νρi , òàêæå èñêëþ÷àÿ [x2, x1]. Àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè âûïîëíÿåì
äëÿ ýëåìåíòà h−i . Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåì âìåñòî ïàðû hi, h

−
i

ïîëó÷åííóþ ïàðó ýëåìåíòîâ.
Ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâîäèì äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , r. Â ðåçóëüòà-

òå ìû ïîëó÷àåì íîâûé íàáîð ýëåìåíòîâ (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ñîõðàíÿåì äëÿ

íèõ ïåðâîíà÷àëüíûå îáîçíà÷åíèÿ) hi, h
−
i , i = 1, . . . , r, hi = xβi

i ci,1, h
−
i = x−βi

i ci,2,
äëÿ êîòîðûõ êàíîíè÷åñêèå çàïèñè ýëåìåíòîâ ci,1, ci,2 ∈ N ′r íå ñîäåðæàò ñòåïå-
íåé êîììóòàòîðà [x2, x1]. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ñ ïîëó÷åííûìè ýëåìåíòàìè, ìû
ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àåì ïîäîáíûì îáðàçîì èç çàïèñè ñòåïåíè äðóãèõ êîì-
ìóòàòîðîâ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà M âèäà

x±ξii , ξi > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàòîðû [xξii , x
ξj
j ] = [xi, xj ]

ξiξj è îáðàòíûå ê
íèì ïðèíàäëåæàò ìîíîèäó M . Ïîäãðóïïà T ≤M , ïîðîæäåííàÿ ýòèìè êîììó-
òàòîðàìè, èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â Nr. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò
M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îáðàç ïðèíàäëåæèò îáðàçó M â ôàêòîð-
ãðóïïå Nr/T . Ýòà ôàêòîð ãðóïïà ïî÷òè àáåëåâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðèîä
ôàêòîð ãðóïïû Nr/T ðàâåí t, òî àáåëåâîé áóäåò ñòåïåíü N t

r . Èç ïðèâåäåííûõ
â ðàçäåëå 2 ðåçóëüòàòîâ Ýéëåíáåðãà-Øþòöåíáåðæå è Ãðþíøëàãà ñëåäóåò, ÷òî
â Nr/T ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä.
Çíà÷èò, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ âM ðàçðåøèìà â Nr. Òàê êàê ïîäìîíîèäM ïðî-
èçâîëåí, óòâåðæäåíèå (2) òåîðåìû äîêàçàíî.

�

Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîíîèä íèëü-
ïîòåíòíîé ãðóïïû ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñâî-
áîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü N = Nr,l/R � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà, M = ìîí(m1, . . . ,mk) � åå ïîäìîíîèä. Âîçüìåì íàáîð {m̃1, . . . , m̃k}
ïðîîáðàçîâ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà M â ãðóïïå Nr,l. Íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà R ãðóïïû Nr,l êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ïîýòîìó R = ãð(r1, . . . , rt) äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ri ∈ Nr,l. Ïîäìîíîèä M̃ = (m̃1, . . . , m̃k, r
±1
1 , . . . , r±1t ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì M â Nr,l. Ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â M äëÿ ãðóïïû N

î÷åâèäíî ðàâíîñèëüíà ïðîáëåìå âõîæäåíèÿ â M̃ äëÿ ãðóïïû Nr,l.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûå â Òåîðåìå 4 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè-
ìîñòè ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèä ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ïðîèçâîëü-
íîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå êëàññà äâà.
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