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ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÅ ÊÎÂÐÛ ËÈÅÂÀ ÒÈÏÀ Bl, Cl È F4

ÍÀÄ ÏÎËßÌÈ

À.Î. ËÈÕÀ×ÅÂÀ AND ß.Í. ÍÓÆÈÍ

Abstract. V.M. Levchuk described irreducible carpets of Lie type of
rank greater than 1 over the �eld F , at least one additive subgroup of
which is an R-module, where F is an algebraic extension of the �eld R, in
assumption that the characteristic of the �eld F is di�erent from 0 and 2
for the types Bl, Cl, F4, and for the type G2 it is di�erent from 0, 2 and 3
(Algebra i Logika, 1983, 22, no. 5). It turned out that, up to conjugation
by a diagonal element, all additive subgroups of such carpets coincide
with one intermediate sub�eld between R and F . We solve a similar
problem for carpets of types Bl, Cl, F4 over a �eld of characteristic 0
and 2. It turned out that carpets appear in characteristic 2, which are
parameterized by a pair of additive subgroups, and for types Bl and Cl

one of these two additive subgroups may not be a �eld.

Keywords: Chevalley group, carpet of additive subgroups, carpet sub-
group.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Φ � ïðèâåäåííàÿ íåðàçëîæèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà l, Φ(F ) � ýëå-
ìåíòàðíàÿ ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì F . Îíà ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè
êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè xr(F ) = {xr(t) | t ∈ F}, r ∈ Φ. Ïîäãðóïïû xr(F )
àáåëåâû è äëÿ êàæäîãî r ∈ Φ è ëþáûõ t, u ∈ F ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(1) xr(t)xr(u) = xr(t+ u).

Äëÿ öåëåé äàííîé ðàáîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èëè óíèâåðñàëüíóþ, èëè ïðè-
ñîåäèíåííóþ ãðóïïó Øåâàëëå. Íàçîâåì êîâðîì òèïà Φ ðàíãà l íàä F íàáîð
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àääèòèâíûõ ïîäãðóïï

A = {Ar | r ∈ Φ}
ïîëÿ F ñ óñëîâèåì

(2) Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js, ïðè r, s, ir + js ∈ Φ, i > 0, j > 0,

ãäå Ai
r = {ai | a ∈ Ar}, à êîíñòàíòû Cij,rs = ±1,±2,±3 îïðåäåëÿþòñÿ êîììóòà-

òîðíîé ôîðìóëîé Øåâàëëå

(3) [xs(u), xr(t)] =
∏
i,j>0

xir+js(Cij,rs(−t)iuj), r, s, ir + js ∈ Φ.

Âñÿêèé êîâåð A òèïà Φ íàä F îïðåäåëÿåò êîâðîâóþ ïîäãðóïïó

Φ(A) = 〈xr(Ar) | r ∈ Φ〉

ãðóïïû Φ(F ), ãäå 〈M〉 � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì M . Êîâåð A
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî êîâðîâàÿ ïîäãðóïïà Φ(A) íå èìååò íîâûõ
êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü åñëè Φ(F ) ∩ xr(F ) = xr(Ar) äëÿ âñåõ r ∈ Φ, è �
íåïðèâîäèìûì, åñëè âñå åãî àääèòèâíûå ïîäãðóïïû íåíóëåâûå.

Èñïîëüçóåìîå çäåñü îïðåäåëåíèå êîâðà äàë Â.Ì. Ëåâ÷óê [1] (ñì. òàêæå [2,
âîïðîñ 7.28]), îí æå â ñòàòüå [3] îïèñàë íåïðèâîäèìûå êîâðû ðàíãà áîëüøå 1 íàä
ïîëåì F , õîòÿ áû îäíà àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ãäå
F � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ R, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ F îòëè÷íà îò 0 è 2 äëÿ òèïîâ Bl, Cl, F4, à äëÿ òèïà G2 îòëè÷íà îò 0,
2 è 3. Îêàçàëîñü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì
âñå àääèòèâíûå ïîäãðóïïû ýòèõ êîâðîâ ñîâïàäàþò ñ îäíèì ïðîìåæóòî÷íûì
ïîäïîëåì ìåæäó R è F . Íàçîâåì òàêèå êîâðû êîíñòàíòíûìè. Ìû ðåøàåì
àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ êîâðîâ òèïàBl, Cl, F4 íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è 2.
Âûÿñíèëîñü, ÷òî íåêîíñòàíòíûå êîâðû ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â õàðàêòåðèñòèêå 2
è îíè ïàðàìåòðèçóþòñÿ ïàðîé àääèòèâíûõ ïîäãðóïï, ïðè÷åì äëÿ òèïîâ Bl è Cl

îäíà èç ýòèõ äâóõ àääèòèâíûõ ïîäãðóïï ìîæåò íå áûòü ïîëåì è ïðèìåðû òàêèõ
êîâðîâ óêàçàíû â [4]. Ïîÿâëåíèå íåêîíñòàíòíûõ êîâðîâ äëÿ òèïîâ Bl, Cl, F4 â
õàðàêòåðèñòèêå 2 è äëÿ òèïà G2 â õàðàêòåðèñòèêå 3 íå áûëî íåîæèäàííîñòüþ,
è îíî ñëåäóåò èç ðàáîòû âòîðîãî àâòîðà [5], ãäå äëÿ äàííûõ òèïîâ îïèñàíû
ãðóïïû ëåæàùèå ìåæäó ãðóïïàìè Øåâàëëå íàä ðàçëè÷íûìè íåñîâåðøåííûìè
ïîëÿìè, áîëüøåå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ìåíüøåãî
(ñì. òàêæå çàìå÷àíèå íà ñòð. 84 â ìîíîãðàôèè Ð. Ñòåéíáåðãà [6]). Òèï G2 â
õàðàêòåðèñòèêàõ 0, 2 è 3 ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [7, 8]. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé
ñòàòüå çàâåðøàåòñÿ îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ êîâðîâ ðàíãà áîëüøå 1 íàä ïîëåì
F , õîòÿ áû îäíà àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ãäå F
� àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ R. Äëÿ ðàíãà 1 óñëîâèå êîâðîâîñòè (2)
âûðîæäàåòñÿ, à êîâðîâàÿ ïîäãðóïïà áóäåò èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå èç
SL2(F ) èëè PSL2(F ), ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè, è â ýòîì
ñëó÷àå îáùèå ìåòîäû óæå íå ðàáîòàþò.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A = {Ar | r ∈ Φ} � íåïðèâîäèìûé êîâåð òèïà Bl (l ≥ 2),
Cl (l ≥ 2) èëè F4 íàä ïîëåì F , ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà
Ar ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ãäå F � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ R. Òîãäà ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì ëèáî Ar = P ïðè âñåõ
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r ∈ Φ, äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïîëÿ P ïîëÿ F , ëèáî charF = 2, ñóùåñòâóåò íåñî-
âåðøåííîå ïîäïîëå K ïîëÿ F è

Ar =

{
P, åñëè r êîðîòêèé êîðåíü
Q, åñëè r äëèííûé êîðåíü

äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ àääèòèâíûõ ïîäãðóïï P è Q ïîëÿ K, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ âêëþ÷åíèÿì

(4) K2 ≤ Q < P ≤ K.

è ðàâåíñòâàì

(5) P = P−1, Q = Q−1.

Êðîìå òîãî, êîâåð A = {Ar | r ∈ Φ} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ãðóïïà Φ(F ) óâåëè÷èâàåòñÿ äî ðàñøèðåííîé ãðóïïû Øåâàëëå ïðè ïîìîùè
âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ h(χ), ãäå χ � F -õàðàêòåð öåëî÷èñëåííîé ðåøåò-
êè êîðíåé ZΦ, òî åñòü ãîìîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû ZΦ â ìóëüòèïëèêà-
òèâíóþ ãðóïïó F ∗ ïîëÿ F [9, �7.1]. Ëþáîé F -õàðàêòåð χ îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ
çíà÷åíèÿìè íà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ è äëÿ ëþáûõ r ∈ Φ è t ∈ F

(6) h(χ)xr(t)h(χ)−1 = xr(χ(r)t).

Òî, ÷òî ðàâåíñòâî (6) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñî÷åòàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì êîâðà,
óòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. [10, ëåììà 1] Ñîïðÿãàÿ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì h(χ) êîâðîâóþ
ïîäãðóïïó Φ(A), ïîëó÷èì êîâðîâóþ ïîäãðóïïó

h(χ)Φ(A)h(χ)−1 = Φ(A′),

îïðåäåëÿåìóþ êîâðîì

A′ = {A′r | r ∈ Φ}, ãäå A′r = χ(r)Ar.

Êîâåð A′ èç ëåììû 1 åñòåñòâåííî íàçâàòü ñîïðÿæåííûì ê èñõîäíîìó êîâðó
A è ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ñîïðÿæåííûõ êîâðàõ, íå ïðèâÿçûâàÿ èõ ê êîâðî-
âûì ïîäãðóïïàì. Ïîýòîìó äîïóñòèìî òàêîå âûñêàçûâàíèå. "Ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåíèÿ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì êîâåð A ñîâïàäàåò ñ êîâðîì A′."

Äëÿ ñèñòåìû êîðíåé òèïà A2 óñëîâèÿ êîâðîâîñòè èìåþò òîëüêî îäèí âèä
AaAb ⊆ Aa+b (ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèÿ, ñì. ðèñóíîê 1).
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Äëÿ ñèñòåìû êîðíåé Φ òèïà B2 (ñì. ðèñóíîê 2) ìû èìååì òðè âèäà óñëîâèé
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−a− b

2a+ b

−2a− b

Ðèñ. 2

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû, ôàêòè÷åñêè, ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 èç [11, ñòð. 530] äëÿ òèïà B2, íî òàì íàêëàäûâàëàñü
èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïû ïîðÿäêà áîëüøå 3 è â
äåéñòâèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàëèñü çàìêíóòûå êîâðû, õîòÿ ïîíÿòèå "êîâåð" íå
èñïîëüçîâàëîñü. Çäåñü ðàáîòàþò òîëüêî óñëîâèÿ êîâðîâîñòè.

Ëåììà 2. Ïóñòü A = {Ar | r ∈ Φ} � êîâåð òèïà B2 íàä ïîëåì F , {a, b} �
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ Φ è ïóñòü 1 ∈ A−a ∩ A−b. Òîãäà t

n ∈ Ar äëÿ
ëþáîãî t ∈ Ar è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n > 0, åñëè r åñòü a+ b èëè 2a+ b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 ∈ A−a∩A−b. Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèé
A−aA−b ⊆ A−a−b è A2

−aA−b ⊆ A−2a−b ïîëó÷àåì 1 ∈ Ar äëÿ âñåõ r ∈ Φ−.
Ñåé÷àñ èç óñëîâèé êîâðîâîñòè A2

a+bA−b ⊆ A2a+b è A−aA2a+b ⊆ Aa+b ïîëó÷àåì

âêëþ÷åíèÿ A2
a+b ⊆ A2a+b è ñîîòâåòñòâåííî A2a+b ⊆ Aa+b. Òàêèì îáðàçîì,

(7) A2
a+b ⊆ A2a+b ⊆ Aa+b.

Äàëåå, èç óñëîâèé êîâðîâîñòè Aa+bA−2a−b ⊆ A−a ñëåäóåò Aa+b ⊆ A−a. Îáúåäè-
íÿÿ ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ñ óñëîâèåì êîâðîâîñòè A−aA2a+b ⊆ Aa+b, ïîëó÷àåì

(8) Aa+bA2a+b ⊆ Aa+b.
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Ïóñòü t ∈ Aa+b. Èç âêëþ÷åíèé (7) ñëåäóåò t2 ∈ Aa+b ∩ A2a+b. Îòñþäà è â
ñèëó âêëþ÷åíèÿ (8) èíäóêöèåé ïî n ïîëó÷àåì tn ∈ Aa+b äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë n.

Ïóñòü t ∈ A2a+b. Èç âêëþ÷åíèé (7) è (8) òàêæå ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî t
n ∈ A2a+b

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n. �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ýëåìåíòàðíî è ìû åãî îïóñêàåì.

Ëåììà 3. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ R, A � íåíóëåâàÿ
àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ïîëÿ F , ÿâëÿþùàÿñÿ R-ìîäóëåì, è tn ∈ A äëÿ ëþáîãî
t ∈ A è äëÿ âñåõ öåëûõ ÷èñåë n > 0. Òîãäà 1 ∈ A è A = A−1, ãäå A−1 ñîñòîèò
èç âñåõ îáðàòíûõ ê íåíóëåâûì ýëåìåíòàì èç A â îáúåäèíåíèè ñ íóëåì.

Ëåììà 4. [12, ëåììà 5] Ïóñòü Q ⊆ P � àääèòèâíûå ïîäãðóïïû ïîëÿ F õà-
ðàêòåðèñòèêè p > 0 ñ óñëîâèÿìè:

(1) 1 ∈ Q;
(2) P pQ ⊆ Q;
(3) Q = Q−1.

Ïóñòü K � íàèìåíüøåå ïîäïîëå â F , ñîäåðæàùåå P . Òîãäà Q ñîäåðæèò ïîëå
Kp.

Ëåììà 5. Ïóñòü A = {Ar | r ∈ Φ} � íåïðèâîäèìûé êîâåð òèïà A2 èëè
B2 íàä ïîëåì F , {a, b} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ Φ, ïðè÷åì õîòÿ áû
îäíà àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà Ar ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ãäå F � àëãåáðàè÷åñêîå
ðàñøèðåíèå ïîëÿ R. Òîãäà, åñëè 1 ∈ A−a ∩A−b, òî ëèáî Ar = P ïðè âñåõ r ∈ Φ
äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïîëÿ P ïîëÿ F , ëèáî Φ òèïà B2, charK = 2, ñóùåñòâóåò
íåñîâåðøåííîå ïîäïîëå K ïîëÿ F è

Ar =

{
P, åñëè r êîðîòêèé êîðåíü
Q, åñëè r äëèííûé êîðåíü

äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ àääèòèâíûõ ïîäãðóïï P è Q ïîëÿ K, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ âêëþ÷åíèÿì

(9) K2 ≤ Q < P ≤ K.

è ðàâåíñòâàì

(10) P = P−1, Q = Q−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ òèïà A2 èëè charF > 2 è Φ òèïà B2. Òîãäà â ñèëó [3,
ñëåäñòâèå 3.2] Ar = χ(r)P , r ∈ Φ, äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïîëÿ P ïîëÿ F è ïîäõîäÿ-
ùåãî F -õàðàêòåðà χ ðåøåòêè ZΦ. Ïîñêîëüêó 1 ∈ A−a ∩ A−b, òî χ(a), χ(b) ∈ P ,
à òàê êàê ëþáîé F -õàðàêòåð îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ êîðíÿ, òî Ar = P äëÿ âñåõ r ∈ Φ.

Ïóñòü Φ òèïà B2. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Aa+b èëè A2a+b

ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì.
Ïóñòü Aa+b ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì. Òîãäà 1 ∈ Aa+b è Aa+b = A−1a+b â ñèëó

ëåìì 2 è 3. Èñïîëüçóÿ âêëþ÷åíèå 1 ∈ Aa+b ∩A−a ∩A−b è óñëîâèÿ êîâðîâîñòè,
ïîëó÷àåì 1 ∈ Ar äëÿ âñåõ r ∈ Φ. Ñåé÷àñ ïðèìåíÿÿ òîëüêî óñëîâèÿ êîâðîâîñòè,
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì Ar = As ïðè |r| = |s|. Ïîëîæèì Ar = P , åñëè r �
êîðîòêèé êîðåíü, è Ar = Q, åñëè êîðåíü r äëèííûé.
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Åñëè charK 6= 2, òî èç óñëîâèé êîâðîâîñòè AaAb ⊆ Aa+b è 2AaAa+b ⊆ A2a+b

ñëåäóåò, ÷òî P = Q è P ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì ïîëÿ F , à ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïî-
ëåì â ñèëó àëãåáðàè÷íîñòè ðàñøèðåíèÿ F/R.

Ïóñòü charK = 2. Òîãäà R2 � ïîëå è F � åãî àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðå-
íèå. Ïîñêîëüêó Aa+b ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì è 1 ∈ Aa+b, òî R ⊆ Aa+b. Ïîýòîìó
àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà A2a+b ÿâëÿåòñÿ R

2-ìîäóëåì â ñèëó óñëîâèÿ êîâðîâîñòè
A2

aAb ⊆ A2a+b. Îòñþäà 1 ∈ A2a+b è A2a+b = A−12a+b ñíîâà â ñèëó ëåìì 2 è 3. Òà-

êèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (10) óñòàíîâëåíû, 1 ∈ Q, PQ ⊆ P è P 2Q ⊆ Q. Ïîýòîìó
ëèáî P = Q è P � ïîëå, ëèáî ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò íåñîâåðøåííîå ïîäïîëå
K ïîëÿ F , óäîâëåòâîðÿþùåå âêëþ÷åíèÿì (9).

Âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà A2a+b ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáíûì
îáðàçîì. �

Ëåììà 6. [9, ñòð. 50] Ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü r ∈ Φ+ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé r = pi1 + pi2 + · · · + pik
òàêèì îáðàçîì, ÷òî pi1 + pi2 + · · ·+ pis ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äëÿ âñåõ s ≤ k.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ïóñòü Π = {p1, . . . , pl} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé ñèñòåìû êîð-
íåé Φ. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî 1 ∈ A−pi

äëÿ âñåõ pi ∈ Π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå òåðÿÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i, j îäíà èç àääèòèâíûõ ïîäãðóïï Api+pj

èëè
A2pi+pj

ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì. Ïóñòü Φij � ïîäñèñòåìà êîðíåé ñ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèñòåìîé {pi, pj}. Ïî ëåììå 5 Ar = P äëÿ âñåõ êîðîòêèõ êîðíåé èç Φij

è Ar = Q äëÿ âñåõ äëèííûõ êîðíåé èç Φij , ïðè÷åì â äàííîì ñëó÷àå ìû íå
èñêëþ÷àåì ñîâïàäåíèÿ àääèòèâíûõ ïîäãðóïï P è Q. Â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôà
Êîêñòåðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ñèñòåìîé Φ, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû Φkm, ïîðîæäåííîé ñîñåäíèìè êîðíÿìè íà ãðàôå
Êîêñòåðà. Â ÷àñòíîñòè, Ar = P äëÿ âñåõ êîðîòêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé
è Ar = Q äëÿ âñåõ äëèííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (4) è (5) èç òåîðåìû 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5, óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ âñåõ àääèòèâíûõ ïîäãðóïï èíäóêöèåé ïî âûñîòå êîðíåé
h(r), ñîâïàäàþùåé ñ ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ â ïðåäñòàâëåíèè êîðíÿ r ÷åðåç Π.
Íî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíÿòü ëåììó 5, ñíà÷àëà íóæíî ïîëó÷èòü âêëþ÷åíèÿ
1 ∈ Ar äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé r ∈ Φ−.

Ïî ëåììå 6 ëþáîé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü r ∈ Φ− ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
r = s− pi, ãäå h(pi) = 1, s ∈ Φ− è |h(s)| = |h(r)| − 1. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

1) {s,−pi} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà òèïà A2;

2) {s,−pi} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà òèïà B2;

3) s,−pi � êîðîòêèå êîðíè è îíè ïîðîæäàþò ïîäñèñòåìó êîðíåé òèïà B2.

Èíäóêöèåé ïî |h(r)| óñòàíîâèì âêëþ÷åíèå 1 ∈ Ar äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ êîð-
íåé r ∈ Φ−. Â ñëó÷àÿõ 1) è 2) â ñèëó óñëîâèÿ êîâðîâîñòè AsA−pi

⊆ Ar, à òàêæå
èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå 1 ∈ Ar. Â ñëó÷àå 3) ñóììà
s+ pi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, pi � êîðîòêèé êîðåíü è {s+ pi,−pi} � ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ñèñòåìà òèïà B2. Ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ êîâðîâîñòè A2

−pi
As+pi ⊆ Ar, à

òàêæå èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå 1 ∈ Ar.
Ïî ëåììå 6 ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü r ∈ Φ+ ïðåäñòàâèì â âèäå r =

s+ pi, ãäå h(pi) = 1, h(s) = h(r)− 1. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
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1) {s, pi} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà òèïà A2;

2) {s, pi} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà òèïà B2;

3) s, pi � êîðîòêèå êîðíè è îíè ïîðîæäàþò ïîäñèñòåìó êîðíåé òèïà B2.

Èíäóêöèåé ïî âûñîòå êîðíåé ïîêàæåì, ÷òî A−r = Ar è Ar ñîâïàäàåò ñ P èëè
Q â çàâèñèìîñòè îò äëèíû êîðíÿ r.

Â ñëó÷àå 1) ñðàçó ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Ar = Api
â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåä-

ïîëîæåíèÿ è ëåììû 5, ãäå Api
ñîâïàäàåò ñ P èëè Q. Â ñëó÷àå 2) òîæå ñðàçó

â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è ëåììû 5 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Ar = P ,
ïîñêîëüêó êîðåíü r êîðîòêèé. Â ñëó÷àå 3) ðàçíîñòü s− pi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, pi
� êîðîòêèé êîðåíü è {s−pi, pi} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà òèïà B2. Ïîýòîìó
Api

= P , à â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ As−pi
= Q. Îòñþäà Ar = Q ïî

ëåììå 5.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî Ar = P äëÿ âñåõ êîðîòêèõ è Ar = Q äëÿ âñåõ

äëèííûõ êîðíåé. Óñëîâèÿ (4) è (5) èç òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó ëåì-
ìû 5. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî èñõîäíûé êîâåð A çàìêíóò. Ïðè P = Q êîâåð A
çàìêíóò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îí ñîïðÿæåí ñ êîíñòàíòíûì êîâðîì, à ïðè
ïåðåõîäå ê ñîïðÿæåííîìó êîâðó çàìêíóòîñòü íå èçìåíÿåòñÿ. Åñëè æå ïîäãðóï-
ïû P è Q ðàçëè÷íû, òî â ñèëó âêëþ÷åíèé (4) (K2 ≤ Q ≤ P ≤ K) êîâðîâàÿ
ïîäãðóïïà Φ(A) ëåæèò ìåæäó ãðóïïàìè Øåâàëëå Φ(K2) è Φ(K) è òîãäà K
�íåñîâåðøåííîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2. Ãðóïïû, ëåæàùèå ìåæäó ãðóïïàìè
Øåâàëëå íàä íåñîâåðøåííûìè ïîëÿìè, áîëüøåå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ìåíüøåãî, îïèñàíû â [5], è òàì æå óñòàíîâëåíî, ÷òî
îíè îïðåäåëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êîâðàìè àääèòèâíûõ ïîäãðóïï (ñì. òàêæå [4]).
Ïîñêîëüêó ïîëå K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ñâîåãî êâàäðàòà K2,
òî íàø èñõîäíûé êîâåð A çàìêíóò.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîðû ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíû ðåöåíçåíòó çà óêàçàííûå îïå÷àòêè è ïîëåç-
íûå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå íåñîìíåííî ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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