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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
МАССОПЕРЕНОСА С УСЛОВИЕМ ДИРИХЛЕ

Ж.Ю. Сарицкая

Abstract. Global solvability of a boundary value problem for nonlinear
mass-transfer equations under innhomogeneous Dirichlet condition for
substance’s concentration is proved. For a velocity vector we use a homogene-
ous Dirichlet condition. The model under consideration generalizes the
Boussinesq approximation since the reaction coefficient depends nonline-
arly on substance’s concentration and depends on spatial variables. Sufficient
conditions were established for initial data of boundary value problem
under which its solution is unique and also there were determined the
conditions under which the maximum principle for substance’s concentration
is valid .

Keywords: nonlinear mass-transfer model, generalized Boussinesq model,
reaction coefficient, global solvability, maximum principle.

1. Введение. Постановка краевой задачи

На протяжении длительного периода интерес к исследованию краевых и
экстремальных задач для уравнений тепломассопереноса только усиливается
(см., например, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]). Наряду с поиском эффективных механиз-
мов управления физическими полями в сплошных средах, задачи управления
имеют и ряд других приложений. К указанным задачам в рамках оптимизаци-
онного подхода сводятся некоторые обратные задачи (о корректности такого
подхода см. [9, 10, 11]). Также отметим применение методов оптимизации к
задачам тепловой маскировки [12, 13].
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В настоящей работе рассматривается краевая задача для нелинейных урав-
нений массопереноса. Предполагается, что коэффициент реакции нелинейно
зависит от концентрации вещества, а также зависит от пространственных пе-
ременных. Здесь отметим работы [14, 15, 16, 17], также обобщающие прибли-
жение Буссинеска для различных моделей, и статьи [18, 19, 20, 21, 22], по
исследованию ряда сложных гидродинамических моделей.

В ограниченной области Ω ⊂ R3 с границей Γ рассматривается краевая за-
дача:

(1) −ν∆u + (u · ∇)u +∇p = f + βGϕ, divu = 0 в Ω,

(2) −div(λ(x)∇ϕ) + u · ∇ϕ+ k(ϕ,x)ϕ = f в Ω,

(3) u = 0, ϕ = ψ на Γ.

Здесь u – вектор скорости, ϕ – концентрация загрязняющего вещества, p =
P/ρ, где P – давление, ρ = const – плотность жидкости, ν = const > 0 –
постоянная кинематическая вязкость, λ = λ(x) > 0 – коэффициент диффузии,
β – коэффициент массового расширения,G = −(0, 0, G) – ускорения свободного
падения, f и f – объемные плотности внешних сил и внешних источников,
функция k = k(ϕ,x) имеет смысл коэффициента реакции, где x ∈ Ω. Ниже
при заданных функциях f , f, λ, β, k и ψ на задачу (1)–(3) мы будем ссылаться
как на задачу 1.

В настоящей работе доказывается глобальная разрешимость и локальная
единственность решения задачи 1 и устанавливается принцип максимума и
минимума для концентрации ϕ. В отличие, например, от [17], на границе зада-
ется неоднородное условие Дирихле для концентрации ϕ. С физической точки
зрение это более оправдано, поскольку при однородном условии Дирихле слож-
но объяснить большие значения градиента концентрации вблизи границы, на
которой она должна стать равной нулю. Более того, функция ψ в (3) может
играть роль граничного управления при исследовании экстремальных задач.
Но при этом на нелинейность k(ϕ, ·)ϕ накладываются дополнительные огра-
ничения, по сравнению с условиями в [17].

С одной стороны, в настоящей статье обобщаются некоторые результаты ра-
бот [2, 3] и [5, 6] по исследованию краевых задач для нелинейных моделей теп-
ломассопереноса в рамках приближения Обербека-Буссинеска. С другой сто-
роны, обобщаются некоторые результаты статей [11] и [24, 25, 26, 27] по ис-
следованию краевых задач для полулинейных уравнений реакции-диффузии-
конвекции. Здесь же отметим работы [28, 29, 30] по исследованию близких
полулинейных моделей сложного теплообмена.

2. Разрешимость задачи 1

Ниже будем использовать пространства Соболева Hs(D), s ∈ R. Здесь D
обозначает область Ω или некоторое ее подмножество Q ⊂ Ω, или границу Γ.
Через ‖ · ‖s,Q, | · |s,Q и (·, ·)s,Q будем обозначать, соответственно, норму, полу-
норму и скалярное произведение в Hs(Q). Норму и скалярное произведение в
L2(Q) будем обозначать, соответственно, ‖ · ‖Q и (·, ·)Q. Введем функциональ-
ные пространства

Lp+(D) = {k ∈ Lp(D) : k ≥ 0}, p ≥ 5/3,
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L∞λ0
(Ω) = {λ ∈ L∞(Ω) : λ ≥ λ0 > 0}, L2

0(Ω) = {h ∈ L2(Ω) : (h, 1) = 0}.
Введем пространство тестовых функций для скорости u:

V = {v ∈ H1
0 (Ω)3 : divv = 0 в Ω}.

Введем произведения пространств H = H1
0 (Ω)3 ×H1

0 (Ω), W = V ×H1
0 (Ω) и

двойственное к H пространство H∗ = H−1(Ω)3 ×H−1(Ω).
Пусть выполняются следующие условия:
(i) Ω – ограниченная область в R3 с границей Γ ∈ C0,1;
(ii) λ ∈ L∞λ0

(Ω), f ∈ L2(Ω)3, f ∈ L2(Ω), b = βG ∈ L2(Ω)3, ψ ∈ H1/2(Γ);
(iii) для любой функции w ∈ H1

0 (Ω) имеет место вложение k(w, ·) ∈ Lp+(Ω),
где p ≥ 5/3 и не зависит от w, и на любом шаре Br = {w ∈ H1

0 (Ω) : ‖w‖1,Ω ≤ r}
радиуса r справедливо неравенство:

‖k(w1, ·)− k(w2, ·)‖Lp(Ω) ≤ L‖w1 − w2‖L4(Ω) ∀w1, w2 ∈ H1
0 (Ω).

Здесь L – константа, зависящая от r, но не зависящая от w1, w2 ∈ Br.
(iv) нелинейность k(ϕ, ·)ϕ является монотонной в следующем смысле:

(k(ϕ1, ·)ϕ1 − k(ϕ2, ·)ϕ2, ϕ1 − ϕ2) ≥ 0 ∀ϕ1, ϕ2 ∈ H1(Ω).

(v) функция k(ϕ, ·) является ограниченной в том смысле, что существуют
положительные константы A1, B1, зависящие от k, такие, что

(4) ‖k(ϕ, ·)‖Lp(Ω2) ≤ A1‖ϕ‖t1,Ω +B1, p ≥ 5/3, t ≥ 0.

Заметим, что условия (iii)–(v) задают оператор, действующий из H1(Ω) в
Lp(Ω), где p ≥ 5/3, Например,

k = ϕ2 (или k = ϕ2|ϕ|) в подобласти Q ⊂ Ω и k = k0(x) ∈ L5/3
+ (Ω \Q) в Ω \Q.

Напомним, что из теорем вложения Соболева вытекает, что пространство
H1(Ω) вкладывается в Ls(Ω) непрерывно при s ≤ 6 и компактно при s < 6 и с
некоторой константой Cs, зависящей от s и Ω, справедлива оценка

(5) ‖ϕ‖Ls(Ω) ≤ Cs‖ϕ‖1,Ω ∀ϕ ∈ H1(Ω).

Справедлива следующая техническая лемма (подробно см. [3, 5, 31]).

Лемма 1. При выполнении условия (i) k0 ∈ Lp+(Ω), p ≥ 5/3, u ∈ H1(Ω)3,
divu = 0, b ∈ L2(Ω)3, λ ∈ L∞λ0

(Ω), существуют положительные константы
C0, C1, δ0, δ1, γ1, γ

′
1, γ2, γ

′
2, γp, β1, зависящие от Ω или от Ω и p, и константа

β0, которая зависит от ‖b‖Ω, с которыми выполняются следующие соотно-
шения:

|(∇v,∇w)| ≤ C0‖v‖1,Ω‖w‖1,Ω,
|(bh,v)| ≤ β0‖h‖1,Ω‖v‖1,Ω ∀w,v ∈ H1(Ω)3, h ∈ H1(Ω),

|((w · ∇)h, z)| ≤ γ′1‖w‖L4(Ω)3‖h‖1,Ω‖z‖1,Ω ≤

(6) ≤ γ1‖w‖1,Ω‖h‖1,Ω‖z‖1,Ω ∀w,h, z ∈ H1(Ω)3,

((u · ∇)v,w) = −((u · ∇)w,v),

(7) ((u · ∇)v,v) = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω)3, w ∈ H1(Ω)3,

(8) ν(∇v,∇v) ≥ ν∗‖v‖21,Ω, ν∗ = δ0ν ∀v ∈ H1
0 (Ω)3,

(9) sup
v∈H1

0 (Ω)3,v 6=0

−(divv, p)/‖v‖1,Ω ≥ β1‖p‖Ω ∀p ∈ L2
0(Ω),
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(10)
|(λ∇h,∇η)| ≤ C1‖λ‖s,Ω‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω, |(k0h, η)| ≤ γp‖k0‖Lp(Ω)‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω,

(11)
|(u · ∇h, η)| ≤ γ′2‖u‖L4(Ω)3‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω ≤ γ2‖u‖1,Ω‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω ∀h, η ∈ H1(Ω),

(12) (u · ∇h, h) = 0 (λ∇h,∇h) ≥ λ∗‖h‖21,Ω ∀h ∈ H1
0 (Ω), λ∗ ≡ δ1λ0.

Из второй оценки в (10) вытекает следующее неравенство для функции
k(ϕ, ·), удовлетворяющей условию (iii):

|((k(ϕ1, ·)− k(ϕ2, ·))ϕ, η)| ≤

(13) ≤ γpL‖ϕ1 − ϕ2‖L4(Ω)‖ϕ‖1,Ω‖η‖1,Ω ∀ϕ,ϕ1, ϕ2, η ∈ H1(Ω).

Для доказательства разрешимости краевой задачи (1)–(3) будем использо-
вать следующую лемму (см. [31]).

Лемма 2. Пусть выполняются условие (i). Тогда существует семейство
непрерывных неубывающих функций Mε : R+ ≡ (0,∞) → R+, с Mε(0) = 0,
зависящих от параметра ε ∈ (0, 1] также, как от Ω и Γ, такое, что для лю-
бой не равной тождественно нулю функции ψ ∈ H1/2(Γ) найдется функция
ϕε ∈ H1(Ω), удовлетворяющая условиям

(14) ϕ|ΓD
= ψ, ‖ϕε‖L4(Ω) ≤ ε, ‖ϕε‖1,Ω ≤Mε(‖ψ‖1/2,ΓD

) ∀ε ∈ (0, 1].

Умножим первое уравнение в (1) на функцию v ∈ H1
0 (Ω)3, уравнение (2)

на функцию h ∈ H1
0 (Ω) и проинтегрируем по Ω, применяя формулы Грина. В

результате приходим к слабой формулировке задачи 1:

(15) ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p, divv) = (f ,v) + (bϕ,v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)3,

(16) (λ∇ϕ,∇h) + (k(ϕ, ·)ϕ, h) + (u · ∇ϕ, h) = (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

(17) divu = 0 в Ω, ϕ = ψ на Γ.

Тройку (u, ϕ, p) ∈ H1
0 (Ω)3×H1(Ω)×L2

0(Ω), удовлетворяющую (15)–(17), назовем
слабым решением задачи 1.

Рассмотрим сужение (15) на пространство V :

(18) ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v) = (f ,v) + (bϕ,v) ∀v ∈ V.
Для доказательства существования слабого решения задачи 1 достаточно

доказать существование решения (u, ϕ) ∈ H1
0 (Ω)3 ×H1

0 (Ω) задачи (16)–(18). О
восстановлении давления p см. в [31, с. 89].

Концентрацию ϕ будем искать в виде суммы ϕ = ϕ0 + ϕ̃, где функция ϕ0 из
леммы 2, а ϕ̃ ∈ H1

0 (Ω) – новая неизвестная функция.
Подставляя ϕ = ϕ0+ϕ̃ в (18), (16) и прибавляя к обеим частям (16) слагаемое

−(k(ϕ0, ·)ϕ0, h), приходим к соотношениям

(19) ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v) = (f ,v) + (bϕ̃,v) ∀v ∈ V,
(λ∇ϕ̃,∇h) + (k(ϕ̃+ ϕ0, ·)(ϕ̃+ ϕ0)− (k(ϕ0, ·)ϕ0, h)+

(20) +(u · ∇ϕ̃, h) + (u · ∇ϕ0, h) = 〈f1, h〉−1,Ω ∀h ∈ H1
0 (Ω),

где
〈f1, h〉−1,Ω = (f, h)− (λ∇ϕ0,∇h)− (k(ϕ0, ·)ϕ0, h).
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Ясно, что f1 ∈ H−1(Ω) и справедлива оценка

(21) ‖f1‖−1,Ω ≤Mf1 = ‖f‖Ω + C1CΓ‖λ‖L∞(Ω)‖ψ‖1/2,Γ + γp(A1M
t
ε +B1)Mε.

Складывая (19), (20), приходим к соотношению

a((u, ϕ̃), (v, h)) + ((u · ∇)u,v)− (bϕ̃,v) + (k(ϕ̃+ ϕ0, ·)ϕ̃− (k(ϕ0, ·)ϕ0, h), h)+

(22) +(u · ∇ϕ̃, h) + (u · ∇ϕ0, h) = 〈F, (v, h)〉H∗×H ∀(w, h) ∈W.
Здесь

a((u, ϕ̃), (v, h)) = ν(∇u,∇v) + (λ∇ϕ̃,∇h),

〈F, (v, h)〉H∗×H = (f ,v) + 〈f1, h〉−1,Ω.

Из леммы 1 вытекает, что билинейная форма a непрерывна и коэрцитивна
на пространстве H:

(23) a((v, h), (v, h)) ≥ δ∗(‖v‖21,Ω + ‖h‖21,Ω) ∀(v, h) ∈ H, δ∗ = min{ν∗, λ∗}.
Для доказательства разрешимости задачи (22) применим теорему Лере–

Шаудера (см. [29]). Положим z = (u, ϕ̃) ∈W и введем нелинейный оператор G
по формуле

a(G(z), (v, h)) = 〈F̃(z), (v, h)〉H∗×H ≡
≡ ((u · ∇)u,v)− (bϕ̃,v) + (k(ϕ̃+ ϕ0, ·)ϕ̃− (k(ϕ0, ·)ϕ0, h), h)+

(24) +(u · ∇ϕ̃, h) + (u · ∇ϕ0, h)− 〈F, (v, h)〉H∗×H ∀(w, h) ∈W.
По теореме Лакса–Мильграма из (24) вытекает, что для любой пары z =

(u, ϕ̃) ∈ W существует единственная пара s = (s1, s2) ∈ W , с которой справед-
ливо равенство

a((s1, s2), (v, h)) = 〈F̃(z), (v, h)〉H∗×H ∀(v, h) ∈W.
В таком случае, оператор G, определенный формулой (24), действует из W
в W и ставит в соответствие каждой паре функций z = (u, ϕ̃) ∈ W элемент
G(z) ∈W .

Тогда для доказательства существования решения задачи (22) достаточно
доказать существование решения z ∈W операторного уравнения

(25) z +G(z) = 0 в W.

Вычтем (24) при z = z2 ∈W из (24) при z = z1 ∈W . Будем иметь

a(G(z1)−G(z2), (w, h)) =

= ((u1 · ∇)(u1 − u2),v) + (((u1 − u2) · ∇)u2,v)− (b(ϕ̃1 − ϕ̃2),v)+

+((k(ϕ̃1+ϕ0, ·)−k(ϕ̃2+ϕ0, ·))ϕ̃1, h)+(k(ϕ̃2+ϕ0, ·)(ϕ̃1−ϕ̃2), h)+((u1−u2)·∇ϕ̃1, h)+

(26) +(u2 · ∇(ϕ̃1 − ϕ̃2), h) + ((u1 − u2) · ∇ϕ0, h) ∀(v, h) ∈ H1
0 (Ω)3 ×H1

0 (Ω).

Используя лемму 1, неравенство Гельдера, свойство (iii) и (5), из (26) при-
ходим к неравенству

|a(G(z1)−G(z2), (v, h))| ≤
≤ γ′1(‖u1‖1,Ω + ‖u2‖1,Ω)‖u1 − u2‖L4(Ω)3‖v‖1,Ω + β′0‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)3‖v‖1,Ω+

+γpL‖ϕ̃1− ϕ̃2‖L4(Ω)‖ϕ̃1‖1,Ω‖h‖1,Ω +C6‖k(ϕ̃2 +ϕ0)‖L5/3(Ω)‖ϕ̃1− ϕ̃2‖L5(Ω)‖h‖1,Ω+

+γ′2‖u2‖1,Ω‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)‖h‖1,Ω+

(27) +γ′2(‖ϕ̃1‖1,Ω + ‖ϕ0‖1,Ω)(‖u1 − u2‖L4(Ω)3‖h‖1,Ω ∀(v, h) ∈W.



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ МАССОПЕРЕНОСА 149

Положим y = (v, h). Из (27) вытекает неравенство

|a(G(z1)−G(z2),y)| ≤
≤ γ′1(‖u1‖1,Ω + ‖u2‖1,Ω)‖u1 − u2‖L4(Ω)3 + β′0‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)3+

+γpL‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)‖ϕ̃1‖1,Ω + C6‖k(ϕ̃2 + ϕ0)‖L5/3(Ω)‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L5(Ω)+

+γ′2‖u2‖1,Ω‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)3+

(28) +γ′2(‖ϕ̃1‖1,Ω + ‖ϕ0‖1,Ω)(‖u1 − u2‖L4(Ω))‖y‖W ∀y ∈W.
Полагая y = G(z1)−G(z2) в (27), приходим к оценке

‖G(z1)−G(z2)‖H ≤
+γ′1(‖u1‖1,Ω + ‖u2‖1,Ω)‖u1 − u2‖L4(Ω)3 + β′0‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)3+

+γpL‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω)‖ϕ̃1‖1,Ω + C6‖k(ϕ̃2 + ϕ0)‖L5/3(Ω)‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L5(Ω)+

(29) +γ′2‖u2‖1,Ω‖ϕ̃1 − ϕ̃2‖L4(Ω) + γ′2(‖ϕ̃1‖1,Ω + ‖ϕ0‖1,Ω)‖u1 − u2‖L4(Ω)3 ,

из которой в силу компактности вложений H1(Ω) ⊂ Lp(Ω) и H1(Ω)3 ⊂ Lp(Ω)3,
где p < 6, вытекает непрерывность и компактность оператора G : W →W .

Наряду с (25) рассмотрим операторное уравнение

zw + wG(zw) = 0 в W,

где w ∈ (0, 1], и вариационное равенство

a((uw, ϕ̃w), (v, h)) + w((uw · ∇)uw,v)− w(bϕ̃w,v)+

+w(k(ϕ̃w + ϕ0, ·)ϕ̃w − w(k(ϕ0, ·)ϕ0, h)+

(30) +w(uw · ∇ϕ̃w, h) + w(uw · ∇ϕ0, h) = w〈F, (v, h)〉H∗×H ∀(v, h) ∈ H.
Полагая v = 0 и h = ϕ̃w в (30), приходим к соотношению

(∇ϕ̃w,∇ϕ̃w) + w(k(ϕ̃w + ϕ0, ·)(ϕ̃w + ϕ0)− k(ϕ0, ·)ϕ0, ϕ̃w)+

(31) +w(uw · ∇ϕ0, ϕw) = w〈f1, ϕw〉−1,Ω.

Из (31) с учетом лемм 1 и 2, выводим оценку

(32) λ∗‖ϕ̃w‖1,Ω ≤ wγ′2ε‖uw‖1,Ω + wMf1 , w, ε ∈ (0, 1].

Полагая v = u и h = 0 в (30), приходим к соотношению

(33) ν(∇uw,∇uw) = w(bϕ̃w,uw) + w(f ,uw).

Из (33) в силу леммы 1, приходим к неравенству

(34) ν∗‖uw‖1,Ω ≤ wβ0‖ϕ̃w‖1,Ω + w‖f‖Ω.
Учитывая (32), из (34) получаем, что

(35) ν∗‖uw‖1,Ω ≤ wβ0(wγ′2λ
−1
∗ ε‖uw‖1,Ω + wλ−1

∗ Mf1) + w‖f‖Ω
Если ν∗ ≤ β0γ

′
2λ
−1
∗ , то полагая ε = ν∗λ∗/(2β0γ

′
2), из (35) последовательно вы-

водим
(ν∗/2)‖uw‖1,Ω ≤ w2β0λ

−1
∗ Mf1 + w‖f‖Ω,

(36) ‖uw‖1,Ω ≤ 2wMu, Mu ≡ (β0/(ν∗λ∗))Mf1 + (1/ν∗)‖f‖Ω.
Используя (36), из (32) (при ε = 1) также последовательно выводим, что

λ∗‖ϕ̃w‖1,Ω ≤ 2w2γ′2Mu + wMf1 , w ∈ (0, 1],
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(37) ‖ϕ̃w‖1,Ω ≤ wMϕ̃, Mϕ̃ = (2/λ∗)(γ
′
2Mu +Mf1), w ∈ (0, 1].

Наконец, из (36) и (37) приходим к оценке

(38) ‖zw‖1,Ω ≤ wC∗(Mu +Mϕ̃), w ∈ (0, 1], C∗ = 1/λ∗.

из которой, очевидно, вытекает, что

(39) ‖zw‖1,Ω ≤ C∗(Mu +Mϕ̃).

В таком случае, в силу теоремы Лере–Шаудера существует решение z ∈ W
задачи (25), для которого справедлива оценка (39).

Отсюда следует, что существует решение (u, ϕ) ∈ W задачи (16)–(18), где
ϕ = ϕ̃+ ϕ0, причем

(40) ‖u‖1,Ω ≤Mu = (β0/(ν∗λ∗))Mf1 + (1/ν∗)‖f‖Ω,

(41) ‖ϕ‖1,Ω ≤Mϕ ≡ (2/λ∗)(γ
′
2Mu +Mf1) +Mε(‖ψ‖1/2,ΓD

).

В силу (9) для давления p и любого (произвольно малого) числа δ > 0
существует функция v0 ∈ H1

0 (Ω)3, v0 6= 0, такая что

−(divv0, p) ≥ β2‖v0‖1,Ω‖p‖Ω, β2 = (β1 − δ) > 0.

Полагая v = v0 в (15), с учетом неравенств леммы 1 выводим

β2‖v0‖1,Ω‖p‖Ω ≤ νC0‖v0‖1,Ω‖u‖1,Ω+γ1‖v0‖1,Ω‖u‖21,Ω+β0‖ϕ‖1,Ω‖v0‖1,Ω+‖f‖Ω‖v0‖1,Ω.
Разделив на ‖v0‖1,Ω 6= 0 и учитывая оценки (40), (41), отсюда выводим, что

(42) ‖p‖Ω ≤Mp = β−1
2 [(ν + γ1Mu)Mu + ‖f‖Ω + β0Mϕ].

Далее установим достаточные условия единственности решения задачи (15)–
(17). Пусть (ui, ϕi, pi) ∈ H1(Ω)3 × H1(Ω) × L2

0(Ω), i = 1, 2, – решения задачи
(15)–(17). Несложно показать, что их раности

ϕ = ϕ1 − ϕ2 ∈ H1
0 (Ω), u = u1 − u2 ∈ V

удовлетворяют соотношениям

(λ∇ϕ,∇h) + (k(ϕ1)ϕ1 − k(ϕ2)ϕ2, h) + (u1 · ∇ϕ, h) =

(43) = −(u · ∇ϕ2, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

(44) ν(∇u,∇v) + ((u1 · ∇)u,v) = (bϕ,v)− ((u · ∇)u2,v) ∀v ∈ V.
Полагая h = ϕ в (43) и v = u в (44), из леммы 1 с учетом (13), (5), приходим
к оценкам

(45) λ∗‖ϕ‖1,Ω ≤ γ2Mϕ‖u‖1,Ω,

(46) ν∗‖u‖1,Ω ≤ β0‖ϕ‖1,Ω + γ1Mu‖u‖1,Ω.
Введем безразмерные аналоги числа Рейнольдса и диффузионного числа

Рэлея (см. [3, 5] и [31, гл. 5]):

(47) Re = (γ1/δ0ν)Mu, Ra = (γ2/δ0ν)(β0/δ1λ)Mϕ.

Из (45), (46) с учетом (47) приходим к неравенству

‖u‖1,Ω ≤ (Re + Ra)‖u‖1,Ω,
из которого вытекает, что если выполняется условие

(48) Re + Ra < 1,
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то ‖u‖1,Ω = 0 или u1 = u2. Тогда из (45) следует, что ‖ϕ‖1,Ω = 0 или ϕ1 = ϕ2.
Вычитая (15) при (u2, ϕ2, p2) из (15) при (u1, ϕ1, p1), учитывая, что u = 0 и

ϕ = 0, получаем, что разность p = p1 − p2 удовлетворяет уравнению

−(p,divv) = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω)3.

Отсюда, в силу (9), заключаем, что p = 0 или p1 = p2.
Сформулируем полученные результаты в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(v). Тогда существует слабое
решение (u, ϕ, p) ∈ H1

0 (Ω)3 × H1(Ω) × L2
0(Ω) задачи 1 и справедливы оценки

(40)–(42). Если, к тому же, выполняется условие (48), то слабое решение
задачи 1 единственно.

3. Принцип максимума и минимума

Пусть в дополнение к (i)–(v) выполняется условие:
(vi) ψmin ≤ ψ ≤ ψmax п.в. на ΓD, fmin ≤ f ≤ fmax и λmin ≤ λ ≤ λmax п.в. в Ω.
Здесь ψmin, ψmax, fmin, fmax – неотрицательные, а λmin, λmax – положитель-

ные числа.
Будем считать, что коэффиицент реакции имеет следующий вид:
(vii) k(ϕ,x) = a(x)k1(ϕ), где k1(·) : R → R+ непрерывная функция, 0 <

amin ≤ a(x) ≤ amax <∞ п.в. в Ω, при этом функциональные уравнения

(49) k1(s)s = fmin/amax,

(50) k1(s)s = fmin/amax, s > 0

имеют хотя бы по одному (положительному) решению.

Теорема 2. При выполнении условий (i)–(vii) для решения ϕ ∈ H1(Ω) задачи
1 справедлив следующий принцип максимума и минимума:

(51) m ≤ ϕ ≤M п.в. в Ω, M = max{ψmax,M1}, m = min{ψmin,m1}.

ЗдесьM1 – минимальный корень уравнения (49), а m1 – максимальный корень
уравнения (50).

Доказательство. Сначала докажем, что ϕ ≤M п.в. в Ω. С этой целью введем
функцию

ϕ̃ = max{ϕ−M, 0}.
Ясно, что принцип максимума или оценка ϕ ≤ M п.в. в Ω выполняется тогда
и только тогда, когда ϕ̃ = 0 п.в. в Ω.

Через QM ⊂ Ω обозначим открытое измеримое подмножество Ω, в котором
ϕ > M . Из [32, c. 152] и [33] вытекает, что ∇ϕ̃ = ∇ϕ п.в. в QM и ϕ̃ ∈ H1

0 (Ω).
Тогда справедливы следующие равенства:

(λ∇ϕ,∇ϕ̃) = (λ∇ϕ̃,∇ϕ̃)QM
= (λ∇ϕ̃,∇ϕ̃), (u · ∇ϕ, ϕ̃) = (u · ∇ϕ̃, ϕ̃) = 0.

С учетом этого, полагая h = ϕ̃ в (20), получим

(52) (λ∇ϕ̃,∇ϕ̃) + (k(ϕ, ·)ϕ, ϕ̃) = (f, ϕ̃).

Ясно, что

(k(ϕ, ·)ϕ, ϕ̃) = (k(ϕ, ·)ϕ, ϕ̃)QM
= (k(ϕ̃+M, ·)(ϕ̃+M), ϕ̃)QM
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и в силу (v) для функций ϕ1 = ϕ̃ + M и ϕ2 = M из H1(Ω) справедливо
неравенство

0 ≤ (k(ϕ̃+M, ·)(ϕ̃+M)− k(M, ·)M, ϕ̃) =

(53) = (k(ϕ̃+M, ·)(ϕ̃+M)− k(M, ·)M, ϕ̃)QM
,

поскольку ϕ̃ = 0 в Ω \QM .
С учетом этого, вычитая (k(M, ·)M, ϕ̃) из обеих частей (52), получим

(λ∇ϕ̃,∇ϕ̃) + (k(ϕ̃+M, ·)(ϕ̃+M)− k(M, ·)M, ϕ̃)QM
=

(54) = (f − k(M, ·)M, ϕ̃)QM
.

В силу леммы 1 и (53), из (54) приходим к оценке

λ∗‖ϕ̃‖21,Ω ≤ (f − k(M, ·)M, ϕ̃)QM
.

Из нее вытекает, что еслиM выбрано из условия (51) для коэффиицента k(ϕ,x)
из условия (vii), то ϕ̃ = 0.

Для доказательства принципа минимума введем функцию

w̃ = min{ϕ−m, 0}.

Рассуждая, как для функции ϕ̃, заключаем, что w̃ ∈ H1
0 (Ω). Будем предпола-

гать, что в измеримом открытом множестве Qm ⊂ Ω справедливо неравенство
ϕ < m. Рассуждая, как и выше, приходим к равенству

(λ∇ϕ̃,∇ϕ̃) + (k(w̃ +m, ·)(w̃ +m)− k(m, ·)m, w̃)Qm =

= (f − k(m, ·)m, w̃)Qm
,

из которого выводим оценку

λ∗‖w̃‖21,Ω ≤ (f − k(m, ·)m, w̃)Qm .

Из полученной оценки как и выше вытекает, что w̃ = 0 для m из (51). �

Замечание 1. Для степенных коэффициентов реакции параметрыM1 и m1

легко вычисляются. Например, при k(ϕ) = ϕ2 получаем, что

M1 = f1/3
max, m1 = f

1/3
min.

В таком случае

M = max{ψmax, f
1/3
max}, m = min{ψmin, f

1/3
min}.

4. Заключение

В настоящей работе доказана глобальная разрешимость краевой задачи для
нелинейной модели массопереноса, обобщающей приближение Буссинеска. Пред-
полагается, что коэффициент реакции k(ϕ, ·) нелинейно зависит от концен-
трации вещества и зависит от пространственных переменных. Неоднородное
условие Дирихле для концентрации ϕ стало причиной требования монотонно-
сти нелинейности k(ϕ, ·)ϕ. В свою очередь, при этом условии удалось доказать
принцип максимума и минимума для ϕ и доказать локальную единственность
решения краевой задачи при простом условии малости

Re + Ra < 1,
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не зависящим от конкретного вида коэффицента реакции k(ϕ, ·) (для сравне-
ния см. [17]). Так же отметим, что при доказательстве принципа максимума и
минимума использовался подход [34].
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