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Abstract. The aim of the paper is to study the problem of summation
of functions of a discrete variable on integer points in a rational parallelepi-
ped. Our method is based on Borel's transform of power series. Integral
representation for discrete antiderivative and a new variant of the Euler-
Maclaurin formula are described. Consequently new identities satis�ed
by Bernoulli's polynomials are obtained.

Keywords: summation of functions, Euler-Maclaurin formula, Borel
transform of power series.

1. Ââåäåíèå

Ñóììèðîâàíèå ôóíêöèé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó êëàññè-
÷åñêèõ çàäà÷ èñ÷èñëåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, íàïðèìåð, ñóììó ñòåïåíåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âû÷èñëèë åùå ß. Áåðíóëëè (1713). Ýéëåð
(1733) è íåçàâèñèìî îò íåãî Ìàêëîðåí (1738) íàøëè ôîðìóëó, íàçâàííóþ â èõ
÷åñòü, â êîòîðîé èñêîìàÿ ñóììà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàë îò
çàäàííîé ôóíêöèè. Åå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî äàë ßêîáè (1834). Ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà ìîæíî íàéòè â êíèãå
Õàðäè [1]. Ñðåäè îòíîñèòåëüíî íåäàâíèõ ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ôîðìóëå Ýéëåðà-
Ìàêëîðåíà, ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòó [2], à â ðàáîòå [3] ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âè-
äà.

Leinartas, E.K., Petrochenko, M.E., Multidimensional analogues of the Euler-

Maclaurin summation formula and the Borel transform of power series.
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Çàäà÷à ñóììèðîâàíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ äèñêðåòíûõ àðãóìåíòîâ ðàññìàò-
ðèâàëàñü â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7, 8, 9]. Â ðàáîòàõ [6, 7, 8, 9] ïîëó÷åíû àíàëîãè
ôîðìóëû Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî öåëûì
òî÷êàì ðàöèîíàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, à â [4, 5] ïîëó÷åíû àíàëîãè äëÿ ñëó-
÷àÿ ðàöèîíàëüíîãî ïàðàëëåëîòîïà, íî ñóììèðóþòñÿ öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [10], â êîòîðîé óêàçûâàåòñÿ íà ñâÿçü
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ñóììèðîâàíèÿ ñ ôóíêöèÿìè âåêòîðíîãî ðàçáèåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ïðîáëåìå ñóììèðîâàíèÿ, îñíîâàí-
íûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ êðàòíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è èí-
òåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
äèñêðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé (òåîðåìà 2.1), íî è íîâûé âàðèàíò ôîðìóëû Ýéëåðà-
Ìàêëîðåíà (òåîðåìà 2.2, ôîðìóëà (2.17)).

Ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì, ïîçâîëÿþò êðîìå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èòü íîâûå òîæäåñòâà ñ ÷èñëàìè è ìíîãî÷ëå-
íàìè Áåðíóëëè, â ÷àñòíîñòè ìíîãîìåðíûé âàðèàíò (òåîðåìà 2.3) òåîðåìû 1 èç
ðàáîòû [11]. Ýòà òåîðåìà èñïîëüçîâàëàñü â [11] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåðèè òîæ-
äåñòâ ñ ÷èñëàìè è ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíóëëè, âêëþ÷àÿ è òîæäåñòâî Êàðëèöà. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷åí àíàëîã òîæäåñòâ Ãóëüäà
(ñì. [17]) äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè.

2. Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Îáîçíà÷èì R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-
ñåë, Rn = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n

, Zn = Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸
n

, Z> � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ x ∈ Zn> îáîçíà÷èì ðàöèîíàëüíûé ïàðàëëåëèïèïåä

Π(x) = {t ∈ Rn : 0 6 tj 6 xj , j = 1, . . . , n}

è äëÿ ôóíêöèè ϕ(t) ïåðåìåííûõ t = (t1, . . . , tn) ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäå-
íèè ñóììû

(2.1) S(x) =
∑

t∈Π(x)∩Zn
ϕ(t),

ò.å. òðåáóåòñÿ íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó, â êîòîðîé ñóììà (2.1) âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîíå÷íîå, íå çàâèñÿùåå îò x ÷èñëî çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè.

Äëÿ n = 1 ýòó çàäà÷ó óäà¼òñÿ ðåøèòü, åñëè èçâåñòíà äèñêðåòíàÿ ïåðâîîá-
ðàçíàÿ ôóíêöèè ϕ(t) (ñì. [12]), òî åñòü ðåøåíèå f(t) ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

f(t+ 1)− f(t) = ϕ(t), t = 0, 1, 2, . . . ,

à èìåííî òîãäà ñóììà (2.1) ðàâíà S(x) = f(x+ 1)− f(0).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîíÿòèå äèñêðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ n > 1

íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì δj îïåðà-
òîð ñäâèãà ôóíêöèè f(x), x = (x1, . . . , xn) ïî j-îé ïåðåìåííîé

δjf(x) := f(x+ ej), ej = (0, 0, . . . , 1
j
, . . . , 0).

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âèäà P (δ) =
n∏
j=1

(δj − 1)

è íàçîâ¼ì ðàçíîñòíîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) âñÿêîå ðåøåíèå f(x)
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ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

(2.2) P (δ)f(x) = ϕ(x), x ∈ Zn>.

Ïðèìåíèâ îïåðàòîð P (δ) ê ôóíêöèè e〈x,ξ〉 = ex1ξ1+...+xnξn , ïîëó÷èì

(2.3) P (δ)e〈x,ξ〉 = e〈x,ξ〉(eξ − I),

ãäå (eξ − I) =
n∏
j=1

(eξj − 1), I = (1, . . . , 1). Òî åñòü ôóíêöèÿ e〈x,ξ〉 � äèñêðåòíàÿ

ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè e〈x,ξ〉(eξ − I).
Îáîçíà÷èì πj ïðîåêòèðîâàíèå âäîëü îñè xj , äåéñòâóþùåå íà òî÷êè x ∈ Rn,

πjx := (x1, . . . , xj−1, 0, xj+1, . . . , xn) ,

è îïðåäåëèì îïåðàòîð âèäà

(2.4) wNL(δ, π) :=

n∏
j=1

(δj − πj),

êîòîðûé íàçîâ¼ì îïåðàòîðîì Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ïðèìåíèâ åãî ê ôóíêöèè
e〈x,ξ〉, ïîëó÷èì:

(2.5) wNL(δ, π)e〈x,ξ〉 =

n∏
j=1

(e(xj+1)ξj − 1) = e〈x+I,ξ〉 − I.

Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè (2.4) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðåñòàíî-
âî÷íîñòüþ îïåðàòîðîâ ñäâèãà δj è ïðîåêòèðîâàíèÿ πj , òî îïåðàòîð Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(2.6) wNL(δ, π) =
∑

α+β=I

(−1)|β|παδβ ,

ãäå α, β � ìóëüòèèíäåêñû, |β| = β1 + . . .+ βn.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèïåäà Π(x) ñ ïåðåìåííîé âåðøèíîé x òî÷-

êè âèäà παδβx, ãäå α+β = I, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 2n âåðøèí ïàðàëëåëåïèïåäà
Π(x+ I).

Âàæíóþ ðîëü äëÿ ôîðìóëû Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà èãðàþò ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû
Áåðíóëëè. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè Bν(x) êàê êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ â ðÿä ôóíêöèè:

(2.7)
ξe〈x,ξ〉

eξ − I
=

n∏
j=1

ξje
xjξj

eξj − 1
=

∞∑
ν∈Zn>0

Bν(x)ξν

ν!
,

ãäå ν = (ν1, . . . , νn), Bν(x) = Bν1(x1) · · ·Bνn(xn), Bνj (xj) � ìíîãî÷ëåíû Áåð-
íóëëè ïåðåìåííîé xj .

Ïîñêîëüêó òî÷êè ξj = 2πi (ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà) áëèæàéøèå ê íà÷àëó

êîîðäèíàò îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé
ξje

xjξj

eξj−1
, òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (2.7) ñõîäèòñÿ â

ïîëèöèëèíäðå U2π = {ξ ∈ Cn : |ξj | < 2π, j = 1, . . . , n}. ×èñëàìè æå Áåðíóëëè
Bν íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè â òî÷êå x = 0.
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Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è íåêîòî-
ðûå åãî ñâîéñòâà, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ â ðàáîòå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Áîðåëÿ ñòå-
ïåííîãî ðÿäà

(2.8) ϕ(z) =
∑
ν∈Zn>

aν
ν!
zν

íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

(2.9) B[ϕ(z)] =
∑
ν∈Zn>

aν
zν+I

.

Ôóíêöèè ϕ(z) è B[ϕ(z)] íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè ïî Áîðåëþ,
ϕ(z) � âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ, B[ϕ(z)] � íèæíÿÿ ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü R> � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
Rn> = R> × . . .×R> � ïîëîæèòåëüíûé îêòàíò â Rn. Ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ Rn
îïðåäåëèì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà > ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2.10) x > y ⇐⇒ xj > yj , j = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èì

(2.11) x ≯ y ⇐⇒ ∃ j : xj < yj .

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî y ∈ Rn ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(2.10), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñäâèã y + Rn> ïîëîæèòåëüíîãî îêòàíòà Rn>. Ìíîæå-
ñòâî, êîòîðîå âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé y ñîäåðæèò è âñå òî÷êè y+Rn>, íàçûâà-
åòñÿ (ñì. [13]) îêòàíòîîáðàçíûì.

Îáîçíà÷èì Exp(Cn) � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ϕ(z) : Cnz → C ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà, ò.å. öåëûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
|ϕ(z)| 6 Ce〈σ,|z|〉, ãäå |z| = (|z1|, . . . , |zn|), σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Rn>, C � íåêî-
òîðàÿ êîíñòàíòà, C > 0.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè ϕ(z) ∈ Exp(Cn) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî (ñì.
[15]), îïðåäåëÿþùåå õàðàêòåðèñòèêè ðîñòà ýòîé ôóíêöèè

σϕ = {σ ∈ Rn> : |ϕ(z)| 6 Ce〈σ,|z|〉, z ∈ Cn, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0}.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî îêòàíòîîáðàçíî.
Îáðàç îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.9) ïðè ïðîåêòèðîâàíèè

z = (z1, . . . , zn)→ |z| = (|z1|, . . . , |zn|)

îáîçíà÷èì DB[ϕ]. Â ñèëó ëåììû Àáåëÿ [14] ýòî ìíîæåñòâî òàêæå îêòàíòîîá-
ðàçíî è, áîëåå òîãî, σϕ = DB[ϕ] (ñì. [13], òåîðåìà 3.3.3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ ìíîãîìåðíîå
îáîáùåíèå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ. À èìåííî, åñëè
ϕ(z) ∈ Exp(Cn) è σ ∈ σϕ, òî ôóíêöèÿ B[ϕ(z)] ãîëîìîðôíà ïðè |zj | > σj ,
j = 1, . . . n, è ôîðìóëà îáðàùåíèÿ èìååò âèä

(2.12) ϕ(z) =
1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]e〈z,ξ〉dξ,
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ãäå Γ = {ξ : |ξj | = σj , j = 1, . . . n}, dξ = dξ1 ∧ . . . ∧ dξn. Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì
ôîðìóëû (2.12) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé âåðõíåé ôóíêöèè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ:

(2.13)
∂µ

∂zµ
ϕ(z) =

1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]ξµe〈z,ξ〉dξ.

Ïðèâåä¼ì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèñêðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé f(x)
ôóíêöèè ϕ(x).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ϕ(z) ∈ Exp(Cn), σ ∈ σϕ è Γ = {ξ ∈ Cn : |ξj | = rj ,
rj = σj , rj 6= 2πm, j = 1, . . . , n, m ∈ Z>}, òîãäà ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

(2.14) f(x) =
1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]e〈x,ξ〉

eξ − I
dξ

îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x = (x1, . . . , xn) è ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ϕ(x), à äëÿ ñóììû (2.1) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

(2.15) S(x) = wNL(δ, π)f(x).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ ϕ(x) = xν . Íèæíÿÿ ôóíêöèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ òîãäà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

B[xν ] =
ν!

xν+I
.

Èç ôîðìóë 2.14 è 2.7 ïîëó÷èì ïîñëå ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

(2.16) f(x) =
1

(2πi)n

∫
Γ

ν!e〈x,ξ〉

(eξ − I)ξν+I
dξ =

1

(2πi)n

∞∑
ν∈Zn>0

Bν(x)

ν!

∫
Γ

ξν
dξ

ξν+2I
.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî äèñêðåòíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè xν ðàâíà
1

ν+IBν+I(x).

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.14) è äèñêðåòíûé àíàëîã ôîðìóëû
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà (2.15) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äâà âàðèàíòà ôîðìóëû Ýéëåðà-
Ìàêëîðåíà. Äëÿ âûâîäà ýòèõ ôîðìóë ïîíàäîáèòñÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (2.7), îïðåäåëÿþùåãî ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè, ÷òî âåä¼ò ê äî-
ïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 2.1, íà ôóíêöèþ ϕ(z).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü äëÿ ϕ(z) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû (2.1) è, êðîìå
òîãî, 2πI ∈ σϕ, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âàðèàíòû ôîðìóëû Ýéëåðà-
Ìàêëîðåíà äëÿ ñóììû (2.1):

(2.17) S(x) =
∑

ν∈I+Zn>

∂ν−Iϕ(0)

∂tν−I
1

ν!
wNL(δ, π)Bν(x),

(2.18) S(x) =
∑
ν∈Zn>

Bν
ν!
wNL(δ, π)

∂ν−Iϕ(x)

∂tν−I
.

Çäåñü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè - ýòî èíòåãðàë îò 0 äî xj

∂−1ϕ(x)

∂xj
=

xj∫
0

ϕ(πjx+ tej)dt.



96 Å.Ê. ËÅÉÍÀÐÒÀÑ, Ì.Å. ÏÅÒÐÎ×ÅÍÊÎ

Îòìåòèì, ÷òî âàðèàíò (2.17) ôîðìóëû Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà ÿâëÿåòñÿ íîâûì
äàæå äëÿ ñëó÷àÿ n = 1.

Âàæíóþ ÷àñòü ïåðå÷èñëèòåëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà ñîñòàâëÿþò òîæ-
äåñòâà ñ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàòîðíûìè ÷èñëàìè, â ÷àñòíîñòè, ñ ÷èñëàìè è ìíî-
ãî÷ëåíàìè Áåðíóëëè (ñì., íàïðèìåð, [16]). Îòìåòèì, ÷òî èç ôîðìóë (2.17) è
(2.18) ñðàçó ñëåäóåò òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ôóíêöèþ ϕ(x) è å¼ ïðîèçâîäíûå
ñ ÷èñëàìè è ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíóëëè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ϕ(x) � ìíîãî÷ëåí è äîêàæåì, ÷òî èç òîæäåñòâà
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùåå òîæäåñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåð-
íóëëè.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

(2.19)
∑
k∈K

ak(x+ α)k =
∑
k∈K

bk(x+ β)k, x ∈ Rn,

ãäå K ⊂ Zn> � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî áóäåò âåðíî ñîîòâåòñòâóþùåå òîæ-
äåñòâî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè

(2.20)
∑
k∈K

akBk(x+ α) =
∑
k∈K

bkBk(x+ β), x ∈ Rn.

Äëÿ n = 1 ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [11] è â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç íå¼
ïîëó÷åíà ñåðèÿ òîæäåñòâ ñ ÷èñëàìè è ìíîãî÷ëåíàìè Áåðíóëëè, âêëþ÷àÿ è
òîæäåñòâî Êàðëèöà.

Èç òåîðåìû 2.3 â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òîæäåñòâ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü àíàëîãè ýòèõ òîæäåñòâ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

(2.21)

m∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)
(k + 1)k−1Bm−k(x+ k) = Bm(x− 1).

3. Äîêàçàòåëüñòâà

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, â êîòîðûõ âàæíóþ
ðîëü èãðàåò ôîðìóëà îáðàùåíèÿ (2.12).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Ïîäåéñòâóåì ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì P (δ)
íà îáå ÷àñòè (2.14) è ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (2.3) ïîëó÷èì

P (δ)f(x) =
1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]P (δ)e〈x,ξ〉

eξ − I
dξ =

=
1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]e〈x,ξ〉(eξ − I)

eξ − I
dξ =

1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]e〈x,ξ〉dξ.

(3.1)

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ (2.12), ìû íàéä¼ì, ÷òî P (δ)f(x) = ϕ(x).
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.14) íàéä¼ì, ÷òî

wNL(δ, π)f(x) =
1

(2πi)n

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]wNL(δ, π)e〈x,ξ〉

eξ − I
dξ.
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Ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (2.5) è ôîðìóëû êðàòíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðå-
îáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

(3.2) wNL(δ, π)e〈x,ξ〉 = e〈x+I,ξ〉 − I = (eξ − I)
∑

06ν6x

e〈ν,ξ〉,

òîãäà ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ (2.12)

wNL(δ, π)f(x) =
1

(2πn)n

∑
t∈Π(x)∩Zn

∫
Γ

B[ϕ(ξ)]e〈t,ξ〉dξ =
∑

t∈Π(x)∩Zn
ϕ(t) = S(x).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè â (2.14) â ðÿäû è èõ ïîñëåäóþùåå ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.
Óñëîâèå 2πI ∈ σϕ è îêòàíòîîáðàçíîñòü ìíîæåñòâà σϕ ïîçâîëÿþò âûáðàòü
Γ = {ξ : |ξj | = rj , rj < 2π, j = 1, 2, . . . , n} òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà Γ ñõî-
äèòñÿ íå òîëüêî ðÿä äëÿ íèæíåé ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ B[ϕ(ξ)], íî
è ðÿä èç ïðàâîé ÷àñòè (2.9), îïðåäåëÿþùèé ìíîãî÷ëåíû è ÷èñëà Áåðíóëëè.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.14), îïðåäåëåíèåì (2.7) ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè,
ôîðìóëîé (2.9) è ïîñëå ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

f(x) =
1

(2πi)n

∫
Γ

∑
ν∈Zn>

Bν(x)

ν!
ξν

B[ϕ(ξ)]
dξ

ξ
=

=
1

(2πi)n

∑
ν∈Zn>

Bν(x)

ν!

∫
Γ

ξνB[ϕ(ξ)]
dξ

ξ
.

f(x) =
1

(2πi)n

∑
ν∈Zn>

Bν(x)

ν!

∫
Γ

∑
k∈Zn>

ak
ξk−ν+I

dξ

ξ
=

=
∑

ν∈Zn>+I

Bν(x)

ν!
aν−I .

Òàêèì îáðàçîì äëÿ äèñêðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x) =
∑
ν∈Zn>

Bν(x)

ν!

∂ν−Iϕ(0)

∂tν−I
,

èç êîòîðîé, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ïî-
ëó÷àåòñÿ (2.17).

Äëÿ âûâîäà âòîðîãî âàðèàíòà ôîðìóëû Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (2.14) èç òåîðåìû 2.1, îïðåäåëåíèåì ÷èñåë Áåðíóëëè è âîçìîæíîñòüþ
ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäîâ:

f(x) =
1

(2πi)n

∫
Γ

∑
ν∈Zn>

Bν
ν!
ξν

 e〈x,ξ〉B[ϕ(ξ)]
dξ

ξ
=

=
1

(2πi)n

∑
ν∈Zn>

Bν
ν!

∫
Γ

ξνe〈x,ξ〉B[ϕ(ξ)]
dξ

ξ
.
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Èñïîëüçóÿ (2.13) äëÿ ïðîèçâîäíîé âåðõíåé ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ è
ôîðìóëó îáðàùåíèÿ (2.12) ïîëó÷èì

f(x) =
1

(2πi)n

∑
ν∈Zn>

Bν
ν!

∂ν−I

∂tν−I

∫
Γ

e〈x,ξ〉B[ϕ(ξ)] dξ =
∑
ν∈Zn>

Bν
ν!

∂ν−Iϕ(x)

∂tν−I
.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ äèñêðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé f(x) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x) =
∑
ν∈Zn>

Bν
ν!

∂ν−Iϕ(x)

∂tν−I
,

èç êîòîðîé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
ñëåäóåò (2.18).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Îáîçíà÷èì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âñåì
ïåðåìåííûì

∂

∂x
=

∂

∂x1
· · · ∂

∂xn
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.14) èç òåîðåìû 2.1, ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êî-
òîðîé ïîëó÷èì

∂

∂x
f(x) =

1

(2πi)n

∫
Γ

ξB[ϕ(ξ)]e〈x,ξ〉

eξ − I
dξ.

Åñëè ϕ(ξ) � ìíîãî÷ëåí è ϕ(ξ) =
∑
k

ak(ξ+α)k, òî ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû áèíîìà

Íüþòîíà, ïîëó÷èì

∂

∂x
f(x) =

∑
k

ak
1

(2πi)n

∫
Γ

ξB[(ξ + α)k]e〈x,ξ〉

eξ − I
dξ =

=
∑
k

ak
1

(2πi)n

∫
Γ

ξe〈x,ξ〉

eξ − I
B[

k∑
µ=0

k!αk−µ

µ!(k − µ)!
ξµ]dξ =

=
∑
k

ak
1

(2πi)n

∫
Γ

( ∞∑
s=0

Bs(x)

s!
ξs

)(
k∑
µ=0

k!αk−µ

ξµ+I(k − µ)!
ξµ

)
dξ.

(3.3)

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (2.7), êîòîðàÿ äà¼ò îïðå-
äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè Bs(x). Äàëåå, ïîñëå óìíîæåíèÿ ðÿäîâ, ñòîÿùèõ
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, è ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðÿäà íàéä¼ì

∂

∂x
f(x) =

∑
k

ak

k∑
µ=0

Bµ(x)

µ!

k!

(k − µ)!
αk−µ,

à ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè

Bn(x+ y) =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk(x)yn−k

ïîëó÷èì
∂

∂x
f(x) =

∑
k

akBk(x+ α).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ϕ(ξ) =
∑
k

bk(ξ + β)k äëÿ

ïðàâîé ÷àñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∂

∂x
f(x) =

∑
k

bkBk(x+ β),

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 2.3.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.1. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (1.117) èç ìîíî-

ãðàôèè [17]

(3.4)

m∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)
(x+ k)m−k(k + 1)k−1 = (x− 1)m

è ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþ-
òîíà

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(k + 1)k−1

m−k∑
ν=0

(
m− k
ν

)
xνkm−k−ν =

=

m∑
ν=0

(
m−ν∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(k + 1)k−1

(
m− k
ν

)
km−k−ν

)
xν .

Îáîçíà÷èì αν =
∑m−ν
k=0 (−1)k

(
m
k

)
(k+ 1)k−1

(
m−k
ν

)
km−k−ν , òîãäà òîæäåñòâî (3.4)

ïðèìåò âèä
m∑
ν=0

ανx
ν = (x− 1)m

è, ïî òåîðåìå 2.3, ïîëó÷èì

m∑
ν=0

ανBν(x) = Bm(x− 1).

Ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ïðåîáðàçóåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ αν .

m∑
ν=0

(
m−ν∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(k + 1)k−1

(
m− k
ν

)
km−k−ν

)
Bν(x) =

=

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(k + 1)k−1

m−k∑
ν=0

(
m− k
ν

)
Bν(x)km−k−ν =

=

m∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
Bm−k(x+ k)(k + 1)k−1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóë-
ëè. Òàêèì îáðàçîì

m∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)
(k + 1)k−1Bm−k(x+ k) = Bn(x− 1).
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