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Abstract. We introduce a generalisation of the model of the classical
synchronised multiple access system with a single transmission channel
controlled by a randomised transmission protocol (ALOHA) and additio-
nally equipped with an energy harvesting mechanism. The generalisation
is the assumption that messages may receive an unlimited amount of
energy.
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rion, ergodicity, transience.

1. Ââåäåíèå

Ñèñòåìû ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ ìåõàíèçìîì ¾ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè¿
(energy harvesting) ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ áëàãîäàðÿ ìíîæåñòâó ïðè-
ëîæåíèé (ñì. [1]). Íàïðèìåð, ñåíñîðíûå ñåòè, ñíàáæåííûå ïåðåçàðÿæàþùèìèñÿ
áàòàðåÿìè, êîòîðûå ¾ïîäïèòûâàþòñÿ ýíåðãèåé¿ èç îêðóæàþùåé ñðåäû, ìîãóò
ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ñðîê åå ãîäíîñòè. Äðóãîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äàííî-
ãî ìåõàíèçìà áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå Xun Zhou, Rui Zhang è Chin Keong Ho
(ñì. [2]), ãäå àâòîðû ðàññìîòðåëè ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêóþ ñèñòåìó ñ áàçîâîé
ñòàíöèåé, èñïîëüçóþùåé òåõíîëîãèþ ¾OFDM¿ (orthogonal frequency division
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multiplexing) è áåñïðîâîäíîé êàíàë äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è ýíåðãèè ïîëü-
çîâàòåëÿì. Èñïîëüçîâàíèå ìåõàíèçìà ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè â ñèñòåìàõ ñëó-
÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñòàâèò íîâûå çàäà÷è è, â ÷àñòíîñòè, î íàõîæ-
äåíèè ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñèñòåì. Òàê, â ðàáîòå J. Jeon è A. Ephremides
(ñì. [3]) ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ïîëüçî-
âàòåëåé, äåöåíòðàëèçîâàííûì ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè è ïðîòî-
êîëîì ïåðåäà÷è äàííûõ òèïà ALOHA. Â ðàáîòå áûëî ïðåäëîæåíî âûðàæåíèå
äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äàííîé ñèñòåìû, à òàêæå áûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí
ýôôåêò åå óìåíüøåíèÿ, ïðè îãðàíè÷åíèè âìåñòèìîñòè ó ìåõàíèçìà äëÿ õðà-
íåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûì ñíàáæåí êàæäûé ïîëüçîâàòåëü ñèñòåìû. Èçó÷åíèþ
ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ïðîòîêîëîâ ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòîâ ïîñâÿùåíà ðàáîòà
A. Bergman è M. Sidi (ñì. [4]). Êàê èçâåñòíî, òðàäèöèîííûå ñèñòåìû ìíîæå-
ñòâåííîãî äîñòóïà (ñì. íàïðèìåð [5], [6]) ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé
â èçâåñòíîì ñìûñëå íåñòàáèëüíû íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿåìûõ ïàðà-
ìåòðîâ (ñì. [7]) è ìåòàñòàáèëüíû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíîãî ïîòîêà è âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (ñì. [8]). Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ
Ñ.Ã. Ôîññà, Ä.Ê. Êèìà è À.Ì. Òþðëèêîâà [9] è [1], îãðàíè÷åíèÿ íà ïîñòóïëåíèå
ýíåðãèè è âõîäíîé ïîòîê â ñèñòåìó ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé ìî-
æåò ñòàáèëèçèðîâàòü åå, òî åñòü êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé â íàêîïèòåëå ñèñòåìû
íå áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè. Â ðàáîòå [9] áûëè íàéäåíû îáëàñòè ñòàáèëüíî-
ñòè è íåñòàáèëüíîñòè ìîäåëè äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèíõðîíèçèðîâàííîé ñèñòåìû
ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà ñ îäíèì ïåðåäàþùèì ïðèáîðîì, óïðàâ-
ëÿåìîé ïðîòîêîëîì ïåðåäà÷è òèïà ALOHA, ñíàáæåííîé öåíòðàëèçèðîâàííûì
ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè. Îäíàêî, êàê îòìå÷àþò àâòîðû, ðàññìîò-
ðåííàÿ ìîäåëü äàëåêà îò ïðàêòèêè. Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå [1]
ìîäåëü (äàëåå áóäåì íàçûâàòü åå îñíîâíîé) äëÿ äåöåíòðàëèçîâàííîãî ìåõàíèç-
ìà ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè, â êîòîðîé êàæäûé ïîëüçîâàòåëü ñèñòåìû ñíàá-
æåí èíäèâèäóàëüíûì ìåõàíèçìîì äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìååò ïðàêòè÷åñêèå
àíàëîãè. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå, ïðè îïðåäåëåíèè êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè
âåðîÿòíîñòè ïîäçàðÿäêè ñîîáùåíèé íà êàæäîì øàãå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-
íîé îáùåìó êîëè÷åñòâó ñîîáùåíèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèñòåìå, áûëà íàéäåíà
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îñíîâíîé ìîäåëè.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáîáùåíèå îñíîâíîé ìîäåëè. Ãëàâíîå îòëè÷èå îò
íåå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ñîîáùåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü áîëåå îäíîé åäèíèöû
ýíåðãèè. Îäíîé èç ïðè÷èí äëÿ èçó÷åíèÿ îáîáùåííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò,
ïðîäåìîíñòðèðîâàííûé â ðàáîòå [3], âîçíèêàþùèé ïðè óâåëå÷åíèè åìêîñòè íà-
êîïèòåëÿ ýíåðãèè ó ïîëüçîâàòåëåé è, êàê ñëåäñòâèå, ïðèâîäÿùèé ê ðàñøèðå-
íèþ îáëàñòåé ñòàáèëüíîñòè ñèñòåìû. Òàê, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óëó÷øåíèÿ
â íåêîòîðîì ñìûñëå õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîëüçîâàòåëåé. Ãëàâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûå îáîá-
ùåíèÿ îñíîâíîé ìîäåëè è îïðåäåëèòü èõ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç 3 ïàðàãðàôîâ è ïðèëîæåíèÿ. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñû-
âàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà, â òðåòüåì
ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ åå äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëè-
ðîâêè óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû.
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2. Îïèñàíèå ìîäåëåé è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ñ îäíèì ïåðåäàþùèì ïðèáîðîì, êîòîðàÿ ïðè-
íèìàåò è, ïðè óñïåøíîé ïåðåäà÷å, îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèÿ. Âðåìÿ ñëîòèðîâàíî.
Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, ïîñòó-
ïèâøèõ â íàêîïèòåëü ñèñòåìû â òå÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè [n − 1, n). Äàëåå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî {ξn}n≥0 îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ (í.î.ð.) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì λ ∈ (0, 1). Êàæäîå ñîîáùåíèå
ñíàáæåíî áàòàðååé ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê äëÿ õðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè è ïðèáûâàåò â íàêîïèòåëü ñèñòåìû ñ ïóñòîé áàòàðååé, îæèäàÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêîé ïîäïèòêè. Ìåõàíèçì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè â êàæäûé âðåìåííîé ñëîò
ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîå ñîîáùåíèå, èìåþùåå â íà÷àëå âðå-
ìåííîãî ñëîòà áàòàðåþ, çàðÿæåííóþ íà i ÿ÷ååê, ãäå i ≥ 1, áóäåò ïåðåäàíî íà
ïåðåäàþùèé ïðèáîð ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − pi èëè îñòàíåòñÿ â ñèñòåìå ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ pi, ãäå p ∈ (0, 1) ôèêñèðîâàíî (p = 0 ìû íå ðàññìàòðèâàåì, òàê
êàê ñèñòåìà, â äàííîì ñëó÷àå, ôóíêöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòíûì
öåíòðèðîâàííûì ïðîòîêîëîì ALOHA), à òàêæå, ïîñëå ïåðåäà÷è, êàæäîå ñîîá-
ùåíèå, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïîëó÷èò îäíó åäèíèöó
ýíåðãèè ñ âåðîÿòíîñòüþ µ > 0. Çàòåì, åñëè â çàäàííûé âðåìåííîé èíòåðâàë íà
ïåðåäàþùèé ïðèáîð ïîñòóïèëî òîëüêî îäíî ñîîáùåíèå, òî îíî ïîêèäàåò ñèñòå-
ìó. Åñëè íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ïîñòóïèëî äâà èëè áîëåå ñîîáùåíèé, òî ïðî-
èñõîäèò íàëîæåíèå (êîíôëèêò) è ïåðåäàâàâøèåñÿ ñîîáùåíèÿ âîçâðàùàþòñÿ â
ñèñòåìó, íî òåðÿþò âåñü çàðÿä ñâîèõ áàòàðåé (äðóãèìè ñëîâàìè, íàêîïèâøàÿñÿ
ýíåðãèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç ïðè ïåðåäà÷å íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê íà÷àëó, ñêàæåì, (n + 1)-ãî âðåìåííîãî ñëîòà,
ξn � íîâûå ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå òîëüêî ïðèáûëè â íàêîïèòåëü ñèñòåìû, à qn
� ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå óæå íàõîäèëèñü â íàêîïèòåëå ñèñòåìû ê íà÷àëó äàí-

íîãî âðåìåííîãî ñëîòà. Ïóñòü v
(i)
n � êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé, èìåþùèõ i åäè-

íèö ýíåðãèè, ãäå i ≥ 1, ê íà÷àëó äàííîãî âðåìåííîãî ñëîòà. Î÷åâèäíî, ÷òî∑∞
i=1 v

(i)
n ≤ qn ï.í. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {U (j)

n,i , −∞ < n < ∞, i ≥ 1, j ≥ 1} è
{Ũ (j)

n,i , −∞ < n < ∞, i ≥ 1, j ≥ 1} íåçàâèñèìûå ñåìåéñòâà í.î.ð. ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü
I(A) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A: îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå
1, åñëè ñîáûòèå ïðîèñõîäèò, è 0 èíà÷å. Ââåäåì òàêæå íåêîòîðóþ èçìåðèìóþ
íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ µ : Z+ → [0, 1], êîòîðàÿ áóäåò ïîä÷åðêèâàòü ñâîé-
ñòâî àäàïòèâíîñòè ìîäåëè. Òî åñòü â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ñîîáùåíèé,
ñêàæåì, â n-ûé ìîìåíò âðåìåíè qn, çíà÷åíèå µ(qn) áóäåò ðàâíî âåðîÿòíî-
ñòè ïîäçàðÿäêè êàæäîãî ñîîáùåíèÿ â n-ûé ìîìåíò âðåìåíè. Òåïåðü ïóñòü

B
(j)
n (k, 1 − pj) =

∑k
i=1 I(U

(j)
n,i < 1 − pj), ãäå −∞ < n < ∞, k ≥ 0, j ≥ 1, è

B̃
(j)
n (k, µ) =

∑k
i=1 I(Ũ

(j)
n,i < µ), ãäå −∞ < n < ∞, k ≥ 0, j ≥ 1, äâà âçàèìíî

íåçàâèñèìûõ ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå è íåçàâèñèìûõ îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì òàê-

æå ÷åðåç D
(j)
n (k, pj) = k − B

(j)
n (k, 1 − pj). Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà D
(j)
n (k, pj) èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè pj , k. Ïóñòü
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Ip(n) = I(
∑∞
i=1B

(i)
n (v

(i)
n , 1 − pi) = 1), òî åñòü Ip(n) � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ, ñî-

ñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â n-ûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçîøëà óñïåøíàÿ îòïðàâêà
ñîîáùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðåêóðñèþ.

(M1)



qn+1 = qn − Ip(n) + ξn,

v
(1)
n+1 = v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p) + B̃

(1)
n (qn −

∑∞
i=1 v

(i)
n + ξn, µ(qn))

−B̃(2)
n (v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p), µ(qn))

v
(2)
n+1 = v

(2)
n −B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2) + B̃

(2)
n (v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p), µ(qn))

−B̃(3)
n (v

(2)
n −B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2), µ(qn))

...

Ìû òàêæå ðàññìîòðèì âòîðóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé
òîëüêî ñâîèì ïîâåäåíèåì ïðè âîçíèêíîâåíèè íàëîæåíèÿ (êîíôëèêòà) ñîîáùå-
íèé, à èìåííî ñîîáùåíèÿ áóäóò òåðÿòü òîëüêî îäíó åäèíèöó ýíåðãèè ïðè âîç-
íèêíîâåíèè íàëîæåíèÿ (â ïðîøëîé ìîäåëè îíè òåðÿëè âåñü çàðÿä ñâîèõ áàòà-
ðåé). Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêè, äèíàìèêà ìîäåëè ìîæåò áûòü îïèñàíà
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:



qn+1 = qn − Ip(n) + ξn,

v
(1)
n+1 = v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p) + B̃

(1)
n (qn −

∑∞
i=1 v

(i)
n + ξn, µ(qn))

−B̃(2)
n (v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p), µ(qn)) +B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2) · (1− Ip(n))

v
(2)
n+1 = v

(2)
n −B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2) + B̃

(2)
n (v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p), µ(qn))

−B̃(3)
n (v

(2)
n −B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2), µ(qn)) +B

(3)
n (v

(3)
n , 1− p3) · (1− Ip(n))

...

(M2)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáå ìîäåëè, ïðè v
(i)
n ≡ 0 äëÿ âñåõ i ≥ 2, n ≥ 0, ñîâïà-

äàþò ñ îñíîâíîé ìîäåëüþ (M0), ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå Ñ.Ã. Ôîññà, À.Ì. Òþð-
ëèêîâà è Ä.Ê. Êèìà (ñì. [1]).

(M0)

{
qn+1 = qn − I(B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p) = 1) + ξn,

v
(1)
n+1 = v

(1)
n −B(1)

n (v
(1)
n , 1− p) + B̃

(1)
n (qn − v(1)n + ξn, µ(qn))

Çàìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (qn, v
(1)
n ), ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ìîäåëè (M0) è (qn, v
(1)
n , v

(2)
n ...), ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëÿì (M1), (M2) îá-

ðàçóþò ìàðêîâñêèå öåïè . Ïðè òîì (qn, v
(1)
n ) � 2-ìåðíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ïðî-

ñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé Z2
+ ïðè óñëîâèè v

(1)
n ≤ qn äëÿ âñåõ n ≥ 0, à (qn, v

(1)
n , v

(2)
n ...)

� áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé Z∞+ ïðè óñëî-

âèè
∑∞
i=1 v

(i)
n ≤ qn äëÿ âñåõ n ≥ 0. Ðàäè êðàòêîñòè íàïèñàíèÿ, äàëåå áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü ìîäåëè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòîõàñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ðàáîòàåò ñòàáèëüíî (äëÿ êðàòêîñòè � öåïü
ñòàáèëüíà), åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé öåïü Ìàðêîâà ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó ñòàöè-
îíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî
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ñîñòîÿíèÿ. Â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòû c > 0

(1) µ(q) =

{
min(c/q, 1), q ∈ Z+\{0}
1, q = 0

òî öåïü Ìàðêîâà (M0) ñòàáèëüíà ïðè âõîäíîé èíòåíñèâíîñòè λ < ce−c è íåñòà-
áèëüíà ïðè λ > ce−c.

Ïîñòðîåííûå ìîäåëè (M1), (M2) ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ó êàæäîãî ïîëüçî-
âàòåëÿ ìåõàíèçìà äëÿ õðàíåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ÿ÷ååê ýíåðãèè. Â ñó-
ùåñòâóþùèõ ñèñòåìàõ ñ ïåðåäà÷åé ýíåðãèè ïî ðàäèîêàíàëó (ñì., íàïðèìåð, [2])
ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ áàçîâîé ñòàíöèåé, íàêàïëèâàåòñÿ ó êàæäîãî àáîíåíòà â
ñâîåì èíäèâèäóàëüíîì èñòî÷íèêå è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è èíôîð-
ìàöèè. Îäíàêî, êàæäûé èíäèâèäóàëüíûé èñòî÷íèê èìååò òîëüêî îäíó ÿ÷åéêó
äëÿ õðàíåíèÿ ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè (M1) è (M2) îòðàæàþò ðàáî-
òó áåñïðîâîäíûõ ñèñòåì, ñíàáæåííûõ ìåõàíèçìîì ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè, ñ
òåì îòëè÷èåì îò ñóùåñòâóþùèõ, ÷òî â ìîäåëÿõ äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ
íàëè÷èå ìåõàíèçìà äëÿ õðàíåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ýíåðãèè
ó ïîëüçîâàòåëåé ñåòè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî,
òàê êàê E ξ1 = λ < 1, òî P(ξ1 = 0) > 0. Òî åñòü öåïè Ìàðêîâà (M1), (M2)
çà îäèí øàã ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íå èçìåíÿò ñîñòîÿíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûå öåïè ÿâëÿþòñÿ àïåðèîäè÷íûìè. Áîëåå òîãî, ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èç ñèñòåì óõî-
äÿò è â íèõ ïîñòóïàþò ñîîáùåíèÿ, à òàêæå â ñèñòåìàõ ñ ïîëîæèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ ñîîáùåíèÿ ¾ïîäçàðÿæàþòñÿ¿ íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê
ýíåðãèè çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî øàãîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî âñå èõ ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ýðãîäè-
÷åñêîé òåîðåìû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñèñòåì, äîñòàòî÷íî
íàéòè êîìïàêòíîå ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíîå ìíîæåñòâî ó ïîëó÷åííûõ öåïåé,
÷åìó è ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îñ-
íîâàíî íà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â Ïðèëîæåíèè (ñì.
ðàáîòû [1], [10] è [11]). Òàêæå âñþäó äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ x = (x1, x2, ...), E x(·) = E(· | X0 = x), P x(·) = P(· | X0 = x),
‖x‖l1 = ‖x‖ =

∑∞
i=1 xi.

Òåîðåìà. Åñëè, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0, µ(q) èìååò âèä (1), òî-
ãäà ñòîõàñòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäñòàâëÿåìûå áåñêîíå÷íîìåðíû-
ìè ìàðêîâñêèìè öåïÿìè (M1) è (M2) ñòàáèëüíû ïðè âõîäíîé èíòåíñèâíîñòè
λ < ce−c è íåñòàáèëüíû ïðè λ > ce−c.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ìû âçÿëè âåðîÿòíîñòü ïåðåäà÷è ñîîá-
ùåíèÿ, çàðÿæåííîãî íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ÿ÷ååê (i), êàê íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ f(i), ðàâíóþ 1 − pi. Îäíàêî, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áóäåò îòìå-
÷åíî, ÷òî f(i) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé îãðàíè÷åííîé 1
(0 < f(i) < 1) è íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, êàê ìèíèìóì äëÿ ìîäåëè (M1).

Çàìå÷àíèå 2. Òàêæå, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äðóãèå ìîäåëè, â êîòîðûõ
ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå áàòàðåéêè ëèøü ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ÿ÷ååê äëÿ
õðàíåíèÿ ýíåðãèè ó êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ. Íàøà ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
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óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè òàêèõ ìîäåëåé áóäóò àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì, ñôîðìóëè-
ðîâàííûì â îñíîâíîé òåîðåìå. Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íåìíîãî
èçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì ìîäåëü (M2), â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ áàòàðåéêè ñ m ÿ÷åéêàìè, áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qn+1 = qn − Ip(n) + ξn,

v
(1)
n+1 = v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p) + B̃

(1)
n (qn −

∑m
i=1 v

(i)
n + ξn, µ(qn))

−B̃(2)
n (v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p), µ(qn)) +B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2) · (1− Ip(n))

v
(2)
n+1 = v

(2)
n −B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2) + B̃

(2)
n (v

(1)
n −B

(1)
n (v

(1)
n , 1− p), µ(qn))

−B̃(3)
n (v

(2)
n −B

(2)
n (v

(2)
n , 1− p2), µ(qn)) +B

(3)
n (v

(3)
n , 1− p3) · (1− Ip(n))

...

v
(m)
n+1 = v

(m)
n −B

(m)
n (v

(m)
n , 1− pm)

+B̃
(m)
n (v

(m−1)
n −B

(m−1)
n (v

(m−1)
n , 1− pm−1), µ(qn)).

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà è óñëîâèÿ íåâîçâðàòíî-
ñòè öåïåé (ñì. Ïðèëîæåíèÿ, óòâåðæäåíèÿ 2, 3) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíî-
ñòè è íåñòàáèëüíîñòè ìàðêîâñêèõ öåïåé (M1) è (M2). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì
îöåíèâàòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññòîÿíèÿ (â ñìûñëå ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà) îò öåïè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè äî åå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
(äàëåå óñðåäíåííûé ¾ñíîñ¿). Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè íîðìà âåêòîðà çà-
ðÿæåííûõ ñîîáùåíèé áîëüøå íåêîòîðîé êîíñòàíòû, òî óñðåäíåííûé ñíîñ öåïè
çà îäèí øàã óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèé 2, 3, è äàëåå, â äîïîëíå-
íèè ê ðàññìîòðåííîé îáëàñòè, ìû îïðåäåëèì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
k òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ óòâåðæäåíèé 2, 3 âûïîëíÿëèñü çà k
øàãîâ. Â ïðîöåññå îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà k ìû íàéäåì ïðîìåæóòêè âðåìåíè, íà
êîòîðûõ öåïè (M1) è (M2) ¾ñêëåèâàþòñÿ¿ ñ îñíîâíîé öåïüþ (M0) ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíîñòè öåïè

(M1). Ïóñòü Xn = (qn, v
(1)
n , v

(2)
n , ...). Èñïîëüçóÿ îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà

(ñì. Ïðèëîæåíèÿ, óòâåðæäåíèå 2), äîñòàòî÷íî íàéòè íåîòðèöàòåëüíóþ òåñòî-
âóþ ôóíêöèþ (Ëÿïóíîâà) L(x) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî N0 (äîñòàòî÷íî áîëüøîå)
òàêîå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà

D = {x ∈ Z∞+ : L(x) ≤ N0}

è äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîëîæèòåëüíîé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó öåëî÷èñëåííîé ôóíê-
öèè g(x), ìàðêîâñêàÿ öåïü èìååò îãðàíè÷åííûé óñðåäíåííûé ñíîñ íà D

(2) sup
x∈D

E x(L(Xg(x))− L(x)) ≡ K <∞,

à òàêæå ðàâíîìåðíî îòðèöàòåëüíûé ñíîñ íà äîïîëíåíèè ê D (D): äëÿ ëþáîãî
x ∈ D

(3) E x(L(Xg(x))− L(x)) ≤ −ε,
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ãäå ε � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü òåñòîâàÿ
ôóíêöèÿ L èìååò ñëåäóþùèé âèä

L(x) = ‖x‖ = q + ‖v‖ , x = (q, v(1), v(2), ...) ∈ Z∞+ ,

‖v‖ ≤ q, v = (v(1), v(2), ...).

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîäõîäÿùèé âûáîð ôóíêöèè g(x) âåäåò ê äîêàçàòåëü-
ñòâó ñòàáèëüíîñòè. Ðàññìîòðèì g(x) ≡ 1, òîãäà

E x(L(X1)− L(x)) =

∞∑
i=1

E x(v
(i)
1 − v

(i)
0 ) + E x(q1 − q0)

= µ(q0)(q0 − ‖v0‖+ λ)−
∞∑
i=1

(1− pi)v(i)0 + λ− P x(Ip(0) = 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî îãðàíè÷èòü êîíñòàíòîé

K = max(1, c) + 2λ

äëÿ âñåõ X0 = x ∈ Z∞+ . Òàêèì îáðàçîì óñëîâèå (2) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé
êîíñòàíòûN0 ≥ 0. Òåïåðü âûáåðåìN0 > 2c è, òàê êàê q0 ≥ ‖v0‖, òîãäà ïîëó÷èì,
÷òî q0 > c äëÿ âñåõ x ∈ D. Çíà÷èò äëÿ x ∈ D èìååì

(q0 + λ)
c

q0
− c

q0
‖v0‖ −

∞∑
i=1

(1− pi)v(i)0 + λ− P x(Ip(0) = 1)

≤ (c+ 2λ)− (1− p) ‖v0‖ .

ßñíî, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåñëîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà âåðîÿò-
íîñòü ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ, çàðÿæåííîãî íà i ÿ÷ååê, áóäåò íåóáûâàþùåé ôóíê-
öèåé. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x ∈ D, ïðè ‖v0‖ > R := 2λ+c

1−p , âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(3). ×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ñòàáèëüíîñòè öåïè (M1), íàì äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ‖v0‖ ≤ R è x ∈ D, ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ñòðîãî ìåíüøå
íóëÿ

E x(L(Xk)− L(x)) = E x(qk − q0) + E x(‖vk‖ − ‖v0‖).

Äëÿ ýòîãî ìû:
à) îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ âñïîìî-
ãàòåëüíîé ìàðêîâñêîé öåïè;
á) ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k è N0, ðàññìàòðèâàåìîå
âûðàæåíèå áóäåò ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ ïðè ‖v0‖ ≤ R è x ∈ D.

à) Ïóñòü {Yn}n≥0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå íå
çàâèñÿò îò ξn è èìåþò ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

(4) P(Yn > x) = sup
q≥c

P(B1(q, µ(q)) > x).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ x > 0 è äëÿ ëþ-
áîãî α > 0, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4) íå ïðåâîñõîäèò

sup
q≥c

E
eαB1(q,c/q)

eαx
= sup

q≥c

(
1 + (eα − 1)

c

q

)q
e−αx ≡ C1e

−αx,
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ãäå C1 êîíå÷íà, òàê êàê
(

1 + (eα − 1) cq

)q
−→ exp(c(eα − 1)) <∞, ïðè q −→∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå Y1 � ñîáñòâåííîå, òî åñòü

P(Yn <∞) = 1

äëÿ âñåõ n ≥ 0 è, áîëåå òîãî, èìååò êîíå÷íûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò.
Òåïåðü ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Z(1)
n = Y (1)

n + ξn, W
(1)
n+1 = D(1)

n (Wn, p) + Z(1)
n , W

(1)
0 = v

(1)
0 .

Òîãäà, èç ñâîéñòâ (IV) è (V) óòâåðæäåíèÿ 1 (ñì. Ïðèëîæåíèÿ)

(5) E(v(1)n | v
(1)
0 ) ≤ E(W (1)

n |W (1)
0 ) ≤ v(1)0 + C(1),

ãäå

C(1) =
E(Y1 + ξ1)

1− p
=
EY1 + λ

1− p
.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî

(6) E x(‖vn‖ − ‖v0‖) ≤ C(1) + C(2)(n, q0) , ïðè n ≥ 0,

ãäå C(2)(n, q0) −→ 0 ïðè q0 −→ ∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n > 0. Ñíà÷àëà
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (5) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

E x(v(1)n − v
(1)
0 ) ≤ C(1).

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî óñðåäíåííûé ñíîñ ñóììû ñîîáùåíèé
çàðÿæåííûõ íà áîëåå, ÷åì îäíî äåëåíèå, ìàæîðèðóåòñÿ C(2)(n, q0). Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ, ïðè q0 ≥ n

E x

[ ∞∑
i=2

(v(i)n − v
(i)
0 )
]
≤ E x

[ ∞∑
i=2

(v
(i)
n−1 − v

(i)
0 )
]

+ pE xµ(qn−1)v
(1)
n−1

≤ p
n−1∑
k=0

E xµ(qk)v
(1)
k ≤ pn(C(1) +R)

c

q0 − n+ 1
=: C(2)(n, q0),

ãäå ïåðâîå íåðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó òîãî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé,
çàðÿæåííûõ íà áîëåå, ÷åì îäíó ÿ÷åéêó, ìîæåò ïîïîëíèòüñÿ òîëüêî ñîîáùåíè-
ÿìè, êîòîðûå áûëè çàðÿæåíû íà îäíó ÿ÷åéêó. ßñíî, ÷òî C(2)(n, q0) −→ 0 ïðè
q0 −→ ∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n > 0. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (6)
âûïîëíåíî.
á) Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(7) Ṽn+1 = Ṽn −Bn(Ṽn, 1− p) + ηn,

ãäå {ηn}n≥0 � ñåìåéñòâî í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðîì c (Πc). Èñïîëüçóÿ (III) è (VI) ïóíêòû óòâåðæäåíèÿ 1, ìîæåì

çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ṽn ñõîäèòñÿ ê π � ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðîì c/(1−p) â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ìû
ìîæåì âûáðàòü l ≥ 1 òàê, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ l

(8) sup
Ṽ0≤R

|P x(B(1)
n (Ṽn, 1− p) = 1)− ce−c| < δ/4.

Äàëåå âûáåðåì δ > 0 òàêîå, ÷òî λ+ δ < ce−c. Òàê êàê ‖v0‖ ≤ R, òî äîñòàòî÷íî
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çàôèêñèðîâàòü øàã, íà êîòîðîì R ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ çàðÿä â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïîòåðÿþò âåñü ñâîé çàðÿä. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ An0 = {ïîñëå (n − 1)-îãî øàãà âñå èçíà÷àëüíî çàðÿæåí-
íûå ñîîáùåíèÿ ïûòàëèñü ïåðåäàòüñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç} ïðè n ≥ 0. Â ñèëó
òîãî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåäà÷è çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé òåì âûøå, ÷åì âûøå
èõ çàðÿä, çíà÷èò ¾ìåäëåííåå¿ âñåãî, â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, áóäóò
ïåðåäàâàòüñÿ íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð ñîîáùåíèÿ, èìåþùèå âñåãî îäèí çàðÿä.
Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà P x(An0 ) ≥ P x(B(R, pn) = 0) = (1 − pn)R. Çà-
ìåòèì, ÷òî äàííûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è â ñëó÷àå, åñëè âåðîÿòíîñòü ïåðåäà÷è
ñîîáùåíèÿ, çàðÿæåííîãî íà i ÿ÷ååê, åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ n0 âûïîëíåíî

P x(An0 ) ≥ 1− δ/6.
Äàëåå âûáåðåì k > max(n0, l) òàê, ÷òî

−ε = kλ+ 2C(1) − (k −max(n0, l))(ce
−c − δ)

= k(λ− (ce−c − δ)) + max(n0, l)(ce
−c − δ) + 2C(1) < 0.(9)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü C3 òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A1(C3) = {W (1)
n ≤ C3 äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ k}

áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 1 − δ/6. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íè
îäíî óæå çàðÿæåííîå ñîîáùåíèå íå ïîëó÷àåò íîâûé çàðÿä çà k øàãîâ

A2 = {B̃(i)
n (v(i−1)n −B(i−1)

n (v(i−1)n , 1− pi−1), µ(qn)) = 0

äëÿ âñåõ 2 ≤ i <∞ è 0 ≤ n ≤ k}.
Òîãäà

P x(A2 ∩A1(C3)) ≥ P x({B̃(1)
n (R+ C3, µ(qn)) = 0 äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ k})

= (1− µ(q0 − k))(R+C3)k.(10)

Íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî â èñõîäíîé öåïè, ïðè ‖v0‖ ≤ R, â
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè áóäåò íå áîëåå ÷åì bRc çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé, à òàêæå
âåðîÿòíîñòü ïîäçàðÿäêè îäíîãî ñîîáùåíèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íå
çàâèñèò îò òîãî, êàêîé çàðÿä îíî èìååò. Òåïåðü âûáåðåì q̃ òàê, ÷òî:

1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó B̃
(1)
n (q − v(1) + ξn, µ(q)) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n,

ïðè q ≥ q̃ è ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì c íå ïðåâîñõîäèò δ/4 â
ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè ðàâíîìåðíî ïî v(1) ∈ (0, 1, ..., C3), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü
ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ïóàññîíà.
2. Çíà÷åíèå â (10) íå ìåíüøå ÷åì 1− δ

6 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü òàêîå
çíà÷åíèå q̃, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî(

1− c

(q̃ − k)

)(R+C3)k

≥ 1− δ/6.

3. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî C(2)(n, q̃) < C(1) (ñì. (6)).
Íàêîíåö ïóñòü N0 = q̃ + k + R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî ‖x‖ ≥ N0 è
‖v0‖ ≤ R ìû ïîëó÷àåì, ÷òî qi ≥ q̃ äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ k, òàê êàê qi+1 ≥ qi − 1 ï.í.
Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî ñîáåðåì âñå îãðàíè÷åíèÿ âìåñòå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì

ñîáûòèå A3 = {v(i)n = 0 äëÿ âñåõ 2 ≤ i ≤ ∞ è max(n0, l) ≤ n ≤ k}. Çàìåòèì, ÷òî
A2 ∩An0

0 ∩A1(C3) ⊆ A3,
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òàê êàê, âî-ïåðâûõ, íà÷àëüíûå ñîîáùåíèÿ ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè n0 ïîòðàòèëè
âåñü ñâîé çàðÿä è, âî-âòîðûõ, çà k øàãîâ íå áûëî çàðÿæåíî íà áîëåå ÷åì îäíî
äåëåíèå íè îäíîãî ñîîáùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ìîìåíòà âðåìåíè max(n0, l) ïî
ìîìåíò âðåìåíè k â ñèñòåìå íå áûëî ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ áîëåå, ÷åì íà
îäíî äåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

(11) P x(A3) ≥ P x(A2 ∩ An0 ∩ A1(C3)) ≥ 1− δ/2.
Òîãäà, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

P x(v(i)n = 0 ïðè max(n0, l) ≤ n ≤ k è äëÿ âñåõ i ≥ 2) ≥ 1− δ/2,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè max(n0, l) ≤ n ≤ k

(12) |P x(Ip(n) = 1)− P x(B(1)
n (v(1)n , 1− p) = 1)| < δ/2.

Â ñèëó (8) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè âñåõ max(n0, l) ≤ n ≤ k, âåðíî

(13) |P x(B(1)
n (v(1)n , 1− p) = 1)− ce−c| < δ/2.

Äàëåå, îñòàëîñü ñîáðàòü (12) è (13) âìåñòå, ÷òîáû çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè âñåõ
max(n0, l) ≤ n ≤ k

(14) |P x(Ip(n) = 1)− ce−c| < δ.

Íàêîíåö èç (6), ïîëó÷èì

E x(L(Xk)− L(x)) = E x(qk − q0) + E x(‖vk‖ − ‖v0‖)

≤ kλ−
k∑

i=max(n0,l)+1

P x(Ip(n) = 1) + C(1) + C(2)(k, q0)

< kλ−
k∑

i=max(n0,l)+1

(ce−c − δ) + 2C(1)

= kλ− (k −max(n0, l))(ce
−c − δ) + 2C(1) < −ε,

ãäå ε îïðåäåëåíà â (9) è C(2)(k, q0) < C(1), òàê êàê q0 ≥ q̃. Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàòåëüñòâî ñòàáèëüíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè (M1) çàâåðøåíî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåñòàáèëüíîñòè öåïè (M1). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
óòâåðæäåíèå 3, ñôîðìóëèðîâàííîå â ïðèëîæåíèè. Ïóñòü nk � íåêîòîðàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî nk −→∞, ïðè k −→∞, à òàêæå
|nk+1 − nk| ≤ C <∞ äëÿ ëþáîãî k ≥ 0. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

qn ≥ qnk
− C ï.í. äëÿ âñåõ nk ≤ n ≤ nk+1 è k ≥ 0,(15)

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, åñëè qnk
−→ ∞, ïðè k −→ ∞, òî qn −→ ∞, ïðè n −→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëîæèòü L̃(x) = q, ãäå x = (q, v(1), v(2), ...) = (q, v) è

g̃(x) =

{
1, ‖v‖ > R̃

k̃, ‖v‖ ≤ R̃
,

ãäå êîíñòàíòû k̃, R̃ áóäóò çàäàíû äàëåå ïîäõîäÿùèì îáðàçîì, òî ïðè çàäàííûõ
â óñëîâèè óòâåðæäåíèÿ 3 îãðàíè÷åíèÿõ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
ìàðêîâñêàÿ öåïü èìååò ïîëîæèòåëüíûé ñíîñ

(16) E x(∆g̃(x)I(∆g̃(x) ≤M)) ≥ ε̃,
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ãäå ∆g̃(x) = L̃(Xg̃(x))−L̃(x). È, âî-âòîðûõ, ÷òî ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí

(17) (∆−g̃(x))
2 = (min(0,∆g̃(x)))

2

ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî. Òîãäà èç óñëîâèé (15), (16) è (17), èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ, áóäåò ñëåäîâàòü

P x(L̃(Xn) −→∞) = 1.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (15), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, ïðè âûáðàííûõ ôóíêöèÿõ

L̃ è g̃, âåðíî 0 ≥ ∆−g̃(x) ≥ −k̃ ï.í. è, òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (17) âûïîëíåíî.

Òàêæå, â ñèëó òîãî, ÷òî E ξ1 = λ <∞, óñëîâèå (16) ýêâèâàëåíòíî

(18) E x(∆g̃(x)) ≥ ε′,

äëÿ íåêîòîðîãî ε′ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñòàáèëüíîñòè,
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (18).

Ïóñòü R̃ òàêàÿ, ÷òî

γ := sup
‖v0‖≥R̃

P x(

∞∑
i=1

B
(i)
0 (v

(i)
0 , 1− pi) = 1) < λ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

P x(

∞∑
i=1

B
(i)
0 (v

(i)
0 , 1− pi) = 1) =

∞∑
j=1

v
(j)
0 (1− pj)p

∑
i≥1 iv

(i)
0 −j

≤ p‖v0‖−1
∞∑
j=1

v
(j)
0 (1− pj) ≤ p‖v0‖−1 ‖v0‖ −→ 0 , ïðè ‖v0‖ −→ ∞,

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òàêàÿ êîíñòàíòà R̃ ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî íåêîòî-

ðàÿ êîíñòàíòà R̃ ñóùåñòâóåò è â ñëó÷àå, åñëè âåðîÿòíîñòü ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ,
çàðÿæåííîãî íà i ÿ÷ååê, åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê ÿñíî, ÷òî ÷åì
áîëüøå ñîîáùåíèé ïûòàåòñÿ ïîïàñòü íà ïåðåäàþùèé ïðèáîð, òåì âûøå âåðî-

ÿòíîñòü ïîìåõè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ‖v0‖ > R̃

E x(q1 − q0) ≥ λ− γ > 0.

Çàôèêñèðóåì ìîìåíòû âðåìåíè l̃ è ñ0 òàêèå, ÷òî ïîñëå íèõ, âñïîìîãàòåëü-
íàÿ öåïü (7) ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1, ñîâïàäàåò ñ îñíîâíîé, à òàêæå ñ
âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1, èçíà÷àëüíî çàðÿæåííûå ñîîáùåíèÿ õîòÿ áû îäèí
ðàç ïûòàëèñü ïåðåäàòüñÿ. Òîãäà, èç äîêàçàòåëüñòâà ñòàáèëüíîñòè öåïè (M1),
ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, èñõîäíàÿ

è îñíîâíàÿ öåïè ñîâïàäàþò âî âðåìåííîì îòðåçêå [max(ñ0, l̃), k̃] ñ äîñòàòî÷íî

áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, ãäå l̃ çàäàíà âûøå, à k̃ òàêîå, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî

ε′ = k̃λ− l̃ − (k̃ −max(ñ0, l̃))(ce
−c + δ̃)

= k̃(λ− (ce−c + δ̃)) + max(ñ0, l̃)(ce
−c − δ̃)− l̃ > 0,(19)

ãäå δ̃ òàêàÿ, ÷òî

0 < δ̃ < λ− ce−c.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè q0 > q̃ + k̃ è ‖v0‖ ≤ R̃, ïîëó÷èì

E x(L̃(Xk̃)− L̃(x)) ≥ k̃λ−max(ñ0, l̃)−
k̃∑

i=max(ñ0,l̃)+1

P x(Ip(i) = 1)

> k̃λ−max(ñ0, l̃)−
k̃∑

i=max(ñ0,l̃)+1

(ce−c + δ̃)

= k̃λ−max(ñ0, l̃)− (k̃ −max(ñ0, l̃))(ce
−c + δ̃) > ε′,

ãäå ε′ èç (19). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî íåñòàáèëüíîñòè öåïè (M1) çàâåð-
øåíî.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñòàáèëüíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè (M2). Ìû òàêæå áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà, ñ òåñòîâîé ôóíêöèåé L(x) =
q +

∑∞
i=1 p

−i/2v(i), òîãäà óñðåäíåííîå ïðèðàùåíèå çà îäèí øàã ðàâíî

E x(L(X1)− L(x)) = E x(q1 − q0) +

∞∑
i=1

p−i/2 E x(v
(i)
1 − v

(i)
0 ).

Ðàñêðîåì êàæäîå ñëàãàåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî îïðåäåëåíèåì è ïîñ÷èòàåì
óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïîëó÷èâøèõñÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òàêèì
îáðàçîì, âûðàæåíèå ñâåðõó íå ïðåâûøàåò

λ−
∞∑
i=1

p−i/2v
(i)
0 (1− pi) + µ(q0)(q0 + λ− ‖v0‖) +

∞∑
i=1

p−(i+1)/2v
(i)
0 piµ(q0)

−
∞∑
i=1

p−i/2v
(i)
0 piµ(q0) +

∞∑
i=2

p−(i−1)/2v
(i)
0 (1− pi) = λ− p−1/2v(1)0 (1− p)

−
∞∑
i=2

(p−i/2 − p−(i−1)/2)v
(i)
0 (1− pi) + µ(q0)(q0 + λ)− µ(q0) ‖v0‖

+

∞∑
i=1

(p−(i+1)/2 − p−i/2)v
(i)
0 piµ(q0) ≤ λ− (1− p)(1−√p)

∞∑
i=1

p−i/2v
(i)
0 + c+

λ+

∞∑
i=1

(pi/2−1/2 − pi/2 − 1)v
(i)
0 µ(q0) ≤ −(1− p)(1−√p)

∞∑
i=1

p−i/2v
(i)
0 + c+ 2λ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè L((0, v0)) > R := 2λ+c
(1−p)(1−√p) è X0 = x ∈ D, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (3). Äàëåå ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî L((0, v0)) ≤ R. Òåïåðü, àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó ñòàáèëüíîñòè öåïè (M1), ìû ïîêàæåì, ÷òî:
à) óñðåäíåííûé ñíîñ çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé öåïè (M2) íå ïðåâûøàåò íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòû;
á) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà âðåìåíè
t(R, p), ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå, öåïè (M2) è (M0) ñêëåèâàþòñÿ.
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à) Çàìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòûé ñíîñ çàâèñèò ïðåèìóùåñòâåííî îò ñîîáùåíèé, çà-
ðÿæåííûõ íà 1 ÿ÷åéêó. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðà-
âåíñòâ, ïðè q0 ≥ n

E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2(v(i)n − v
(i)
0 )
]
≤ E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2(v
(i)
n−1 − v

(i)
0 )
]

+ E xv
(1)
n−1µ(qn−1)

+

∞∑
i=2

(pi/2−1/2 − pi/2)E xv
(i)
n−1µ(qn−1) ≤ E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2(v
(i)
n−1 − v

(i)
0 )
]

+

∞∑
i=1

E xv
(i)
n−1µ(qn−1) ≤

n−1∑
k=0

∞∑
i=1

E xv
(i)
k µ(qk)

≤ n
[
R+ n

(
c+

λc

q0 − n+ 1

)] c

q0 − n+ 1
,(20)

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî çà îäèí âðåìåííîé ñëîò,
ñêàæåì [k, k+1), îáùåå êîëè÷åñòâî çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé â ñðåäíåì óâåëè÷èò-
ñÿ íå áîëåå, ÷åì íà c+λµ(qk), à èçíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî çàðÿæåííûõ ñîîáùåíèé
íå ïðåâûøàåò R, òàê êàê ‖v0‖ ≤ L((0, v0)) ≤ R. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì q0 è ôèêñèðîâàííîì n > 0, ñíîñ ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà áîëåå, ÷åì
îäíó ÿ÷åéêó, áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëûì. ×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî äàí-
íîãî ïóíêòà, îñòàëîñü îöåíèòü óñðåäíåííûé ñíîñ ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà 1

ÿ÷åéêó. Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ìîäåëè (M1), â (M2) ó ýëåìåíòà v
(1)
n ïîÿâ-

ëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå B
(2)
n (v

(2)
n , 1−p2) ·(1−Ip(n)).

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (5) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

E xv
(1)
n ≤ E xW

(1)
n + (1− p2)E xv

(2)
n ≤ v(1)0 + C(1) + E xv

(2)
n .(21)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó íåðàâåíñòâ (20) è (21), à òàêæå

E xv
(2)
n ≤ E x

∞∑
i=2

v(i)n ≤ E x

∞∑
i=2

v
(i)
n−1 + pE xµ(qn−1)v

(1)
n−1

≤ E x

∞∑
i=2

v
(i)
0 + p

n−1∑
k=0

E xµ(qk)v
(1)
k ≤ R+ n

[
R+ n

(
c+

λc

q0 − n+ 1

)] c

q0 − n+ 1
,

èìååì

E xp
−1/2(v(1)n − v

(1)
0 ) ≤ p−1/2

[
C(1) +R+ n

(
R+ n

(
c+

λc

q0 − n+ 1

)) c

q0 − n+ 1

]
.

Èòîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2(v(i)n − v
(i)
0 )
]
≤ p−1/2(2C(1) +R),

ïðè q0 òàêîì, ÷òî (1+p−1/2)n
[
R+n

(
c+λc/(q0−n+1)

)]
c/(q0−n+1) ≤ p−1/2C(1).

á) Ñâåäåì öåïü (M2) ê öåïè (M0) ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1. Ñíà÷àëà çàìå-
òèì, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∞∑
i=1

iv
(i)
0 ≤ s0

∞∑
i=1

p−i/2v(i)n ≤ s0R,
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ãäå s0 = s0(p) ïåðâîå òàêîå, ÷òî p−i/2 ≥ i äëÿ âñåõ i ≥ s0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóì-
ìàðíûé èçíà÷àëüíûé çàðÿä íå ïðåâûøàåò s0R. Òàêèì îáðàçîì, çà íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî âðåìåíè t(R, p), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè q0, â ñèñòåìå íå
áóäåò ñîîáùåíèé, çàðÿæåííûõ íà áîëåå, ÷åì îäíî äåëåíèå ñ áëèçêîé ê åäèíèöå
âåðîÿòíîñòüþ. Èòîãî, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè óñðåäíåííîãî ñíîñà çàðÿæåííûõ
ñîîáùåíèé, ñêëåèâàíèÿ èñõîäíîé öåïè (M2) ñ öåïüþ (M0), à òàêæå äîêàçàííûõ
âûøå ñâîéñòâ öåïè (M0), ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî öåïü (M2) ñòàáèëüíà.

Ñëó÷àé íåñòàáèëüíîñòè öåïè (M2) ìîæíî äîêàçàòü ñõîæèì îáðàçîì, ïî÷òè ïîë-
íîñòüþ ïîâòîðèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñòàáèëüíî-

ñòè äëÿ öåïè (M1), òî åñòü ñíà÷àëà íóæíî íàéòè íåêîòîðóþ êîíñòàíòó R̃ òàêóþ,

÷òî, ïðè
∑∞
i=1 iv

(i)
0 ≥ R̃, ñíîñ öåïè (M2) çà îäèí øàã áóäåò îòðèöàòåëüíûì, à

çàòåì, â äîïîëíåíèè ê äàííîé îáëàñòè, ñ ïîìîùüþ ñêëåèâàíèÿ öåïè (M2) ñ öå-

ïüþ (M0), íàéòè íåêîòîðóþ êîíñòàíòó k̃ òàêóþ, ÷òî ñíîñ öåïè (M2) çà k̃ øàãîâ
ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
è çàìå÷àíèÿ â õîäå ðàáîòû íàä ýòîé ñòàòüåé Ôîññó Ñ.Ã.

4. Ïðèëîæåíèÿ

Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå îñíîâíîé òåîðåìû. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ëåììó 1 èç ðàáîòû [1]. Äàëåå ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Dn(k, p) := k −Bn(k, 1− p) =

k∑
i=1

I(Un,i > 1− p),

D̃n(k, p) := k − B̃n(k, 1− p) =

k∑
i=1

I(Ũn,i > 1− p).

ßñíî, ÷òî Dn(k, p) è D̃n(k, p) èìåþò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè k è p.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü {Zn}n≥0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð. íåîòðèöàòåëü-
íûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì EZ0 < ∞. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò ñåìåéñòâ í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {U
(j)
n,i ;

−∞ < n < ∞, i ≥ 1} è {Ũ
(j)
n,i ; −∞ < n < ∞, i ≥ 1, 1 ≤ j ≤ m}, èìåþùèõ

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1).

(I) Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ W0 è äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1),
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(22) Wn+1 = Wn −Bn(Wn, 1− p) + Zn ≡ Dn(Wn, p) + Zn

ýðãîäè÷íà.

(II) Äëÿ m ≤ n îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

(23) Dm:n(k, p) = Dn(Dn−1(...(Dm+1(Dm(k, p), p)..., p)
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è çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Dm:n(k, 1− p) èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè k è pn−m+1. Òîãäà ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü W (n), îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(24) W (n) = Zn−1 +

+∞∑
j=1

D(n−j):(n−1)(Zn−j−1, p),

èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EW (n) = EZ0

1−p è îáðàçóåò ñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå äëÿ ðåêóðñèâíîãî óðàâíåíèÿ,

(25) W (n+1) = Dn(W (n), p) + Zn.

(III) Ïóñòü Q � ðàñïðåäåëåíèå W (0). Òîãäà, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
W0

(26) P(Wn = W (n)) = P(Wl = W (l),∀l ≥ n) −→ 1

è, â ÷àñòíîñòè,

(27) sup
A∈Z+

|P(Wn ∈ A)−Q(A)| ≤ P(Wn 6= W (n)) −→ 0, ïðè n −→∞.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè W0 è Z0 èìåþò êîíå÷íûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ìîìåíòû,
òîãäà

(28) P(Wn 6= W (n)) ≤ K1e
−K2n,

äëÿ íåêîòîðûõ K1,K2 > 0 è äëÿ âñåõ N ≥ 0.
(IV) Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0,

(29) Wn ≤W0 +W (n) ï.í.

è

(30) EWn ≤ EW0 +
EZ0

1− p
.

(V) Ïóñòü Z̃n � ëþáàÿ äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî-

÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ ÷òî 0 ≤ Z̃n ≤ Zn ï.í., äëÿ âñåõ n.
Ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíîå óðàâíåíèå

(31) W̃n+1 = Dn(W̃n, p) + Z̃n

ñ öåëî÷èñëåííûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì 0 ≤ W̃0 ≤W0. Òîãäà

(32) W̃n ≤Wn ï.í., äëÿ âñåõ n ≥ 0.

(VI) Â ÷àñòíîñòè, åñëè Z0 ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì c,
òî êàæäûé W (n) èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì c/(1− p).

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì âòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå èç ðàáîòû [11]. Ïóñòü
Xn � îäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè öåïü Ìàðêîâà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â íåêî-
òîðîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Ïóñòü L : X → R+ � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. Ïóñòü g : X → N è h : X → R � èçìåðèìûå ôóíêöèè
òàêèå, ÷òî:
1) ôóíêöèÿ h îãðàíè÷åíà ñíèçó: h(x)

x∈X
> −∞;

2) ôóíêöèÿ h àñèìïòîòè÷åñêè ïîëîæèòåëüíà: sup
K>0

inf
L(x)>K

h(x) > 0;

3) ôóíêöèÿ g ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó: sup
L(x)≤N

g(x) <∞ äëÿ âñåõ N ≥ 0;
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4) ôóíêöèÿ g àñèìïòîòè÷åñêè îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé h: inf
K>0

sup
L(x)>K

g(x)
h(x) <∞.

Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà B ⊆ X îïðåäåëèì τB = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ B}.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè P x(τB <∞) = 1 è ïîëîæèòåëüíî
âîçâðàòíûì, åñëè sup

x∈X
E xτB < ∞. Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü óòâåð-

æäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2 (îáîáùåííûé êðèòåðèé Ôîñòåðà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ (¾ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà¿) L(x) ≥ 0, è ôóíêöèè g è
h, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)− 4) òàêèå, ÷òî

(33) E(L(Xg(X0))− L(X0)|X0 = x) ≤ −h(x).

Òîãäà ñóùåñòâóåò N0 ∈ N òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ N > N0 è âñåõ x ∈ X èìååì
E xτ <∞ è E xτ

L(x)≤N
<∞, ãäå τ ≡ τ(N) = inf{n ≥ 1 : L(x) ≤ N}.

Ñôîðìóëèðóåì òðåòüå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áûëî èññëåäî-
âàíî â ðàáîòå Ñ.Ã. Ôîññà è Ä.Å. Äåíèñîâà [10]. Äàííîå óòâåðæäåíèå áîëåå
àêêóðàòíî èçëîæåíî, à òàêæå äîêàçàíî ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ â ðàáîòå
Ä.Å. Äåíèñîâà [12]. Íî ðàäè ïðîñòîòû ìû ïðèâåäåì òîëüêî ÷àñòíûé ñëó÷àé
äëÿ îäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}n≥0 îáðàçóåò
öåïü Ìàðêîâà òàêóþ, ÷òî

Xn+1 = f(Xn, αn)

ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåìX0 = x, ãäå {αn}n≥0 îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-
âèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à f
� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü äàëåå ∆ = L(X1) − L(X0), ãäå L � èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì

τ(N) = inf{n ≥ 0 : L(Xn) ≥ N}.

Òàêæå äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî h(t) � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
(h(t))−1 èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå (1,∞).

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà N > 0, ε > 0 è òàêàÿ
ôóíêöèÿ h(t), ÷òî
1) τ(N) <∞ ï.í. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ öåïè;
2) Äëÿ âñåõ x ∈ X òàêèõ, ÷òî L(x) ≥ N , âûïîëíÿåòñÿ:

E x(∆ · I(∆ ≤M)) ≥ ε;

3) Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {h(−min(0,∆)), X0 = x, L(x) ≥ N} ðàâíî-
ìåðíî èíòåãðèðóåìî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X

P x( lim
n→∞

L(Xn) =∞) = 1.
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