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Abstract. Given a domain of a Carnot group, we say that an abstract
surface is de�ned over this domain if the volume element is induced
by some weight function, while the usual vector norm in the horizontal
vector bundle is replaced by a more general analog of this norm. Suppose
that a continuous function f from a weighted Sobolev space and a smooth
function ϕ are de�ned in a domain of a Carnot group. Assume also that
an abstract surface is de�ned over the domain. In the paper we prove a
version of the Lebesgue�Courant lemma (the length and area principle)
for the function f in terms of the moduli of families of horizontal curves
lying on the level sets of the function ϕ.

Keywords: abstract surface, Carnot group, horizontal curve, modulus
of a curve family, Makenhaupt weight, weighted Sobolev space.

1. Ââåäåíèå

Êëàññ îòîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åííûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå åñòåñòâåííî âîç-
íèêàåò ïðè ðàáîòå ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð, ñ óðàâíå-
íèåì ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòîò æå êëàññ íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ â êâà-
çèêîíôîðìíîì àíàëèçå. Ãëàâíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé èç óïîìÿíóòîãî êëàññà
çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè îöåíèòü èõ êîëåáàíèå ÷åðåç èíòåãðàë Äèðèõëå.
Êóðàíò èñïîëüçîâàë òàêóþ îöåíêó äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è Ïëàòî [1]. Â íàøè
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äíè ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ëåììîé Êóðàíòà�Ëåáåãà. Ïðè-
âåä¼ì å¼ ñîâðåìåííîå çâó÷àíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ [2, ëåììà 8.3.5]. Ïóñòü ôóíêöèÿ
f : B → R, çàäàííàÿ â êðóãå B = {x ∈ R2 : |x| < 1}, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Ñîáîëåâà W 1,2(B), ïðè÷¼ì ∫

B

|∇f(x)|2 dx 6 K.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî x0 ∈ B è δ ∈ (0, 1). Òîãäà íàéä¼òñÿ r ∈ (δ,
√
δ) òàêîå,

÷òî

|f(x1)− f(x2)|2 6 4πK

ln(1/δ)
,

êàêîâû áû íè áûëè òî÷êè x1, x2 ∈ B, äëÿ êîòîðûõ |x1 − x0| < r è |x2 − x0| < r.
Ñóòü âûïèñàííîãî òîëüêî ÷òî óòâåðæäåíèÿ òàêîâà: â ïëîñêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
ñ îãðàíè÷åííûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèé ìîäóëü íåïðå-
ðûâíîñòè.

×òî æå êàñàåòñÿ âàðèàíòà ëåììû Êóðàíòà�Ëåáåãà äëÿ îòîáðàæåíèé, òî âî
ââåäåíèè ê ñâîåé ìîíîãðàôèè [3] Ã.Ä. Ñóâîðîâ, ññûëàÿñü íà Âîëüôà, ñîîáùàåò
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: äëÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ f : B → f(B) ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

r2∫
r1

Length2(f(Γr))

r
dr 6 4πArea(f(B)),

ãäå Γr = Cr ∩ B, à {Cr : r ∈ (r1, r2)} � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî êîíöåíòðè-
÷åñêèõ îêðóæíîñòåé Cr ïåðåìåííîãî ðàäèóñà r. Ã.Ä. Ñóâîðîâ íàçûâàåò ýòî
ïðåäëîæåíèå ¾ïðèíöèïîì äëèíû è ïëîùàäè¿. Ñ åãî ïîìîùüþ â ìîíîãðàôèè
[3] èññëåäóþòñÿ ãîìåîìîðôèçìû îáëàñòåé n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,
èìåþùèå ñóììèðóåìûå îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå; ïðè ýòîì ñàì ïðèíöèï ïðè-
íèìàåò ðàçëè÷íûå ôîðìû â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è. Ïðèìåðîì òîìó
ñëóæèò ôðàãìåíò òåîðåìû â [3, ãë. XIV, � 1]. Ïóñòü íà îáëàñòè D ⊂ Rn, n > 2,
çàäàí ãîìåîìîðôèçì f = (f1, . . . , fn) : D → f(D), èìåþùèé îáîáù¼ííûå ïðîèç-
âîäíûå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà Γ êðèâûõ â D âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(1)

(
inf
γ∈Γ

Length(f(γ))

)n
modn(Γ) 6

∫
DΓ

(
n∑
i=1

|∇fi|2
)n/2

dx,

ãäå DΓ � ëþáàÿ ïîäîáëàñòü â D, ñîäåðæàùàÿ Γ, à modn(Γ) � êîíôîðìíûé
ìîäóëü ñåìåéñòâà Γ.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ îñîáûé èíòåðåñ. Â.Ì. Ìèêëþêîâ �
ñàìûé èçâåñòíûé èç ó÷åíèêîâ Ã.Ä. Ñóâîðîâà � ïðåäëîæèë ìíîãî÷èñëåííûå
îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà (1) êàê â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òàê è íà ðèìà-
íîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì. [4], [5], [6], [7]). Îí ïðèìåíÿë ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
ïðèíöèïà äëèíû è ïëîùàäè ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â
ýòîì îòíîøåíèè îäíèì èç ÿðêèõ îáðàçöîâ ñëóæèò ñòàòüÿ [8] â ñáîðíèêå, ïîñâÿ-
ù¼ííîì 80-ëåòèþ Á.Â. Øàáàòà. Àâòîðû ñòàòüè Ìàðòèî, Ìèêëþêîâ è Âóðèíåí
äîêàçûâàþò íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà

sup{f(x) : x ∈ B(a,R)} 6 θ inf{f(x) : x ∈ B(a,R)}
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äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ h-ìîíîòîííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ div(|∇f |p−2∇f) = 0 íà
ðèìàíîâîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè X (ïîñòîÿííàÿ θ > 1 íå çàâèñèò îò f , R
è a); çäåñü p > n − 1, à ôóíêöèÿ h : X → [0,∞) òàêîâà, ÷òî íåêîòîðûé íàáîð
{Bh(tk) : k ∈ N} h-øàðîâ Bh(tk) = {x ∈ X : h(x) < tk} èñ÷åðïûâàåò ìíîãîîá-
ðàçèå X . Êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàññóæäåíèÿõ èãðàåò ïðèíöèï äëèíû è ïëîùàäè,
îáîáùàþùèé íåðàâåíñòâî (1) íà ñëó÷àé ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðè ýòîì
÷èñëî θ âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ìîäóëåé ñåìåéñòâ äóã, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíî-
ñòÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè h, è òåì ñàìûì îíî îòðàæàåò ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ
X îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè èñ÷åðïàíèÿ h.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèíöèï äëèíû è ïëî-
ùàäè, íàïîìèíàþùèé íåðàâåíñòâî (1), äëÿ íåïðåðûâíûõ ñîáîëåâñêèõ ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà îáëàñòÿõ ãðóïï Êàðíî. Ýòè ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò âàæíûé
êëàññ ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
íàä îáëàñòüþ çàäàíà àáñòðàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü (òåðìèí, ââåä¼ííûé Â.Ì. Ìè-
êëþêîâûì)1: èíûìè ñëîâàìè, èíòåãðàë ïî îáëàñòè áåð¼òñÿ ñ âåñîì, à ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ãîðèçîíòàëüíîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè çàìåíÿåòñÿ íà ôóíê-
öèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ðÿäó åñòåñòâåííûõ òðåáîâàíèé. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì
íà îáëàñòè ãëàäêóþ ôóíêöèþ, � â òàêîì ñëó÷àå îáëàñòü ¾ðàññëàèâàåòñÿ¿ íà
ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè. Òîãäà ïðèíöèï óäà¼òñÿ ñôîð-
ìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ìîäóëåé ñåìåéñòâ ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ, ëåæàùèõ íà
ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ äàííîé ãëàäêîé ôóíêöèè.

Äàëåå ìû îáñòîÿòåëüíî èçëàãàåì ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïå-
ðåõîäèì ê äåòàëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ñîäåðæàíèåì êîòîðîé è ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêîìàÿ âåðñèÿ ïðèíöèïà äëèíû è ïëîùàäè.
Ãðóïïû Êàðíî. Ñòðàòèôèöèðîâàííîé îäíîðîäíîé ãðóïïîé [13] èëè, â äðó-

ãîé òåðìèíîëîãèè, ãðóïïîé Êàðíî [14] íàçûâàåòñÿ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ íèëü-
ïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè G, àëãåáðà Ëè g êîòîðîé äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå g =
g1 ⊕ g2 ⊕ . . .⊕ gm, ïðè÷¼ì

(2) dim g1 > 2, [g1, gk] = gk+1 äëÿ 1 6 k 6 m− 1, [g1, gm] = {0}.
Ïóñòü n = dim g1 è ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ X1, . . . , Xn îáðàçóþò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà g1. Òîãäà â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TG âîçíèêàåò ïîäðàñ-
ñëîåíèå HG ñî ñëîÿìè

(3) HxG = span{X1(x), . . . , Xn(x)}, x ∈ G.
Ãîâîðÿò, ÷òî HG � ýòî ãîðèçîíòàëüíîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ãðóïïû G,
à HxG � ãîðèçîíòàëüíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå x ∈ G. Ïîëÿ
X1, . . . , Xn íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè. Èç ñîîòíîøåíèé (2) âûòåêàåò, ÷òî
ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäàþò âñþ àëãåáðó g. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â
êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà g ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó âåêòîðíûõ ïîëåé

X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . , Xn+dim g2 , . . . , XN ,

ãäå äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j òàêîãî, ÷òî

dim g1 + . . .+ dim gi < j 6 dim g1 + . . .+ dim gi + dim gi+1, 1 6 i 6 m− 1,

âåêòîðíîå ïîëå Xj åñòü êîììóòàòîð

[. . . [[Xk1 , Xk2 ], Xk3 ], . . . , Xki ]

1Â ðàáîòàõ [9], [10], [11] è [12] àâòîð íàñòîÿùåé ñòàòüè èçó÷àë ñâîéñòâà ìîäóëåé ñåìåéñòâ
êðèâûõ íà àáñòðàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn.
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íåêîòîðûõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Xk1
, . . . , Xki . Ðàçóìååòñÿ,

N = dim g1 + . . .+ dim gm.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå exp: g → G ðàâåíñòâîì exp(X) = γ(1), â êîòîðîì
γ : [0, 1] → G ñëóæèò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè d

dtγ(t) = X(γ(t)), γ(0) = e, ãäå
e � åäèíèöà ãðóïïû G. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [13, ïðåäëîæåíèå 1.2]), ÷òî
ýòî îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ýêñïîíåíöèàëüíûì, åñòü äèôôåîìîðôèçì ìåæäó
ãðóïïîé Êàðíîé è å¼ àëãåáðîé Ëè. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ G
îòâå÷àåò òî÷êà (x1, . . . , xN ) ∈ RN , äëÿ êîòîðîé x = exp(x1X1 + . . . + xNXN ).
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì çàïèñü x = (x1, . . . , xN ). Íàïðèìåð,
åäèíèöà e ãðóïïû G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷êîé 0 = (0, . . . , 0) ∈ RN , à âìåñòî e
ïèøåòñÿ 0.

Çàäàäèì íà G îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {δt : G → G}t>0 îäíîðîäíûõ
ðàñòÿæåíèé, ïîëàãàÿ äëÿ x = (x̄1, . . . , x̄m) ∈ G

δt(x) = (tx̄1, t
2x̄2, . . . , t

mx̄m),

ãäå x̄1 = (x1, . . . , xn), x̄2 = (xn+1, . . . , xn+dim g2
), à äëÿ 3 6 i 6 m

x̄i = (xn+
∑i−1

k=2 dim gk+1, . . . , xn+
∑i

k=2 dim gk
).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [15, òåîðåìà 2.2.18]), ÷òî åñëè âåêòîðíîå ïîëå X ëåæèò
â ïîäïðîñòðàíñòâå gi, òî äëÿ êàæäîé áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè ϕ : G → R
ïðè âñåõ t > 0 è x ∈ G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(4) X(ϕ ◦ δt)(x) = ti ((Xϕ) ◦ δt) (x).

Ïîä îäíîðîäíîé íîðìîé íà ãðóïïå Êàðíî G ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ | · | : G→ [0,∞) êëàññà C∞ íà G \ {0}, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè: 1) |x| = 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0; 2) |x| = |x−1| è |δt(x)| = t|x|; 3) ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî |xy| 6 C(|x|+ |y|) äëÿ âñåõ x,y ∈ G. Åñòåñòâåííî,
÷òî îäíîðîäíàÿ íîðìà íå åäèíñòâåííà, íî ëþáûå äâå îäíîðîäíûå íîðìû ýêâè-
âàëåíòíû: åñëè | · |1 è | · |2 � äâå îäíîðîäíûå íîðìû, òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
C1 è C2 òàêèå, ÷òî 0 < C1 6 |x|1/|x|2 6 C2 < ∞ ïðè âñÿêîì x ∈ G, x 6= 0. Ìû
âûáåðåì îäíîðîäíóþ íîðìó, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

|x| =

(
m∑
i=1

‖x̄i‖
2m!
i

) 1
2m!

, ãäå ‖x̄i‖ � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x̄i â Rdim gi .

Ìåæäó òî÷êàìè x,y ∈ G îïðåäåëèì îäíîðîäíîå ðàññòîÿíèå d(x,y), ïîëàãàÿ
d(x,y) = |x−1y|. Äëÿ x ∈ G è r > 0 ïóñòü B(x, r) = {y ∈ G : d(x,y) < r}. Ñî-
âîêóïíîñòü îòêðûòûõ øàðîâ {B(x, r)}r>0 îáðàçóåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
îêðåñòíîñòåé òî÷êè x, è òåì ñàìûì íà G ïîÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ. Ýòà òîïîëîãèÿ
ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé òîïîëîãèåé íà ãðóïïå G, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü ýòó ãðóïïó êàê RN .

Íàïîìíèì, ÷òî íåòðèâèàëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé
ãðóïïå Ëè G íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîèíâàðèàíò-
íîé) ìåðîé Õààðà, åñëè µ(xE) = µ(E) (ñîîòâåòñòâåííî µ(Ex) = µ(E)), êàêîâû
áû íè áûëè x ∈ G è áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî E ⊂ G. Äëÿ äàííîé ãðóïïû G ñó-
ùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ (ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ) ìåðà Õààðà, åäèíñòâåííàÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ (ñì. [16, ãë. VII, � 1, ï. 2, òåîðåìà 1]).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî êëàññ ìíîæåñòâ ìåðû íóëü íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåò-
íîé ìåðû. Åñëè G � ãðóïïà Êàðíî, òî ìîæíî áûëî áû, íàïðèìåð, ïîëîæèòü
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µ(E) = LN (exp−1(E)), ãäå LN � ìåðà Ëåáåãà â RN . Òåì íå ìåíåå ìû óòî÷íèì
âûáîð. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî øàð B(x, r) ïîëó÷àåòñÿ ëåâûì ñäâèãîì øàðà
B(0, r) íà ýëåìåíò x. Â ñâîþ î÷åðåäü, B(0, r) = δr (B(0, 1)). ßêîáèàí ïðåîáðà-
çîâàíèÿ δr ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ: îí ðàâåí rQ, ãäå

Q =

m∑
i=1

i dim gi.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ðàññòîÿíèÿ d îïðåäåëèòü ìåðó
ÕàóñäîðôàHQ, òî ýòà ìåðà áóäåò áèèíâàðèàíòíîé ìåðîé Õààðà2 íà G. ×èñëî Q
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû G (â îòëè÷èå îò ÷èñëàN , êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ). Âûïîëíèì íîðìèðîâêó òàê, ÷òî
HQ(B(0, 1)) = 1.

Ââåä¼ì ëåâîèíâàðèíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó â ãîðèçîíòàëüíîì ðàññëîåíèè
HG. Ñíà÷àëà íàäåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâîH0G ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈·, ·〉0, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ îðòîíîðìàëüíû,
ò. å. 〈Xi(0), Xj(0)〉0 = δij , i, j = 1, . . . , n. Çàòåì ¾ðàçíåñ¼ì¿ ïîëó÷åííîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî âñåé ãðóïïå ñ ïîìîùüþ ëåâîãî ñäâèãà. Ñ ýòîé öåëüþ
ôèêñèðóåì x ∈ G è ïóñòü lx : G 3 y 7→ xy � ëåâûé ñäâèã íà ýëåìåíò x, à
(lx)∗(0) : T0G→ TxG � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ lx â åäèíèöå ãðóïïû. Òàê
êàê Xi(x) = (lx)∗(0)(Xi(0)), òî â ãîðèçîíòàëüíîì ðàññëîåíèè HG ëåâîèíâàðè-
àíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà áóäåò çàäàíà, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉x â
ïðîñòðàíñòâå HxG âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

〈Xi(x), Xj(x)〉x = 〈Xi(0), Xj(0)〉0 = δij , i, j = 1, . . . , n.

Êðèâûå. Ïîä êðèâîé â ãðóïïå Êàðíî G áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå γ îòðåçêà [a, b] ⊂ R â ãðóïïó G. Êðèâàÿ γ : [a, b] → G, àáñîëþòíî
íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ìåòðèêè, íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé,
åñëè

d

dt
γ(t) ∈ Hγ(t)G äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b].

Äëèíà `(γ) ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

`(γ) =

b∫
a

(
n∑
i=1

〈
d

dt
γ(t), Xi(γ(t))

〉2

γ(t)

) 1
2

dt.

Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü òåîðåìó Ðàøåâñêîãî�×îó ([17], [18]) è
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè â ãðóïïå Êàðíî ìîæíî ñîåäèíèòü
ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé. Ðàññòîÿíèå Êàðíî�Êàðàòåîäîðè dc(x,y) ìåæäó òî÷-
êàìè x,y ∈ G çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dc(x,y) = inf{`(γ) : γ � ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ x è y}.

Îäíîðîäíîå ðàññòîÿíèå d íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, òàê êàê äëÿ íåãî íå âûïîëíÿ-
åòñÿ ¾îáû÷íîå¿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. ×òî êàñàåòñÿ ðàññòîÿíèÿ Êàðíî�
Êàðàòåîäîðè dc, òî îíî ïîä÷èíÿåòñÿ âñåì àêñèîìàì ìåòðèêè. Îäíàêî âåëè÷èíà
d ïðîùå âû÷èñëÿåòñÿ è ê òîìó æå îíà ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå dc.

2Ìåðà Õààðà íàçûâàåòñÿ áèèíâàðèàíòíîé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ è
ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ.
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Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ γ : [a, b] → G ñïðÿìëÿåìà (â ìåòðèêå dc), åñëè êîíå÷íà
âåëè÷èíà

(5) sup

k∑
i=1

dc(γ(ti), γ(ti+1)),

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà áåð¼òñÿ ïî âñåì íàáîðàì a = t1 6 t2 6 . . . 6
tk 6 tk+1 = b. Â ðàáîòå [14] óñòàíîâëåíî, ÷òî êðèâàÿ γ : [a, b] → G àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dc â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà
ãîðèçîíòàëüíà; ïðè ýòîì ÷èñëà `(γ) è (5) ñîâïàäàþò. Èìåííî ïîýòîìó íèæå ïðè
îïðåäåëåíèè ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè
êðèâûìè.
Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D ⊂ G ãðóïïû

Êàðíî G çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R. Ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ gi : D →
R íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ Xi,
i = 1, . . . , n, åñëè∫

D

gi(x)ϕ(x) dHQ(x) =

∫
D

f(x)X∗i ϕ(x) dHQ(x)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (D). Çäåñü ïîä X∗i ïîíèìàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñîïðÿæ¼ííûé ê îïåðàòîðó X. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò
ñëåäóþùåå: åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîðíîå ïîëå Xi èìååò âèä

Xi(x) =

N∑
j=1

aij(x)
∂

∂xj
, x ∈ G,

òî îïåðàòîð X∗i äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ ϕ ïî ïðàâèëó

X∗i ϕ(x) = −
N∑
j=1

∂

∂xj
(aij(x)ϕ(x)), x ∈ G.

Èç ñâîéñòâà (4) ñëåäóåò (ñì. [15, ïðåäëîæåíèå 1.3.8]), ÷òî íà ãðóïïå Êàðíî
X∗i = −Xi. Äàëåå âìåñòî gi èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Xif .

Ëîêàëüíî ñóììèðóåìóþ ôóíêöèþ ω : D → [0,∞] òàêóþ, ÷òî 0 < ω(x) < ∞
ïðè HQ-ïî÷òè âñåõ x ∈ D, áóäåì íàçûâàòü âåñîì.

Ãîâîðÿò, ÷òî âåñ ω ïðèíàäëåæèò êëàññó Ìàêåíõàóïòà Ap, 1 < p <∞, åñëè

sup

 1

HQ(B)

∫
B

ω(x) dHQ(x)

 1

HQ(B)

∫
B

ω1/(1−p)(x) dHQ(x)

p−1

<∞,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà áåð¼òñÿ ïî âñåì øàðàì B ⊂ G. Ïîäðîáíîå îáñóæ-
äåíèå êëàññà Ap ìîæíî íàéòè â [19].

Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà Lp(D;ω), 1 6 p <∞, ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðè-
ìûõ ôóíêöèé f : D → R, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖f‖Lp(D;ω) =

∫
D

|f(x)|pω(x) dHQ(x)

1/p

.
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Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1,p(D;ω), 1 6 p < ∞, ñîñòîèò èç âñåõ
ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé f : D → R, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖f‖W 1,p(D;ω) = ‖f‖Lp(D;ω) + ‖∇0f‖Lp(D;ω),

ãäå ∇0f = (X1f, . . . ,Xnf) � îáîáù¼ííûé ãîðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò ôóíêöèè
f è |∇0f |2 = (X1f)2 + . . .+ (Xnf)2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ω ≡ 1 äîêàçàíî â ñòàòüå [20]. Ïîâòîðÿÿ ñ
î÷åâèäíûìè ìîäèôèêàöèÿìè ðàññóæäåíèÿ èç ðàáîòû [21], ïîëó÷èì åãî äîêà-
çàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ω ∈ Ap.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü G � ãðóïïà Êàðíî è íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D ⊂
G çàäàí âåñ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω ∈ Ap, 1 < p < ∞. Òîãäà ìíîæåñòâî
ôóíêöèé C∞(D) ∩W 1,p(D;ω) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1,p(D;ω).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ãðóïïå Êàðíî G, îáîçíà÷àåìîå
TG, åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â êàæäîé òî÷-
êå: TG =

⊔
x∈G

TxG. Ýëåìåíò òàêîãî îáúåäèíåíèÿ îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x, v), â êîòîðîé x ∈ G è v ∈ TxG. Ïîïóòíî ââîäèòñÿ êà-
íîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ π : TG → G ïî ïðàâèëó π(x, v) = x. Ïîñêîëüêó ãðóïïà
G èìååò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè N , òî
êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TG èçâåñòíûì îáðàçîì ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàä-
êîãî 2N -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå π : TG→ G îêàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì (ñì. [22, ïðåäëîæåíèå 3.18]).

Ïóñòü â ãðóïïå Êàðíî G çàäàíà îáëàñòü D. Ïîëîæèì

HD = π−1(D) ∩HG,

ãäå HG � ãîðèçîíòàëüíîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîÿìè (3). Íàäåëèì
HD òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ TG. Äîïóñòèì, ÷òî
îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ H : HD → R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

a) H (x, v) > 0 ïðè âñåõ x ∈ D è v ∈ HxG;
b) ïðè ëþáîì x ∈ D, åñëè H (x, v) = 0, òî v = 0;
c) â êàæäîé òî÷êå x ∈ D ìíîæåñòâî Ξ(x) = {v ∈ HxG : H (x, v) < 1} ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëûì3;
d) â êàæäîé òî÷êå x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî H (x, αv) = |α|H (x, v),

êàêîâû áû íè áûëè α ∈ R è v ∈ HxG.
Åñëè íà îáëàñòè D çàäàí âäîáàâîê âåñ w, òî òðîéêó (D,H , w) áóäåì íàçûâàòü
àáñòðàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ íàä D.

Äâîéñòâåííàÿ ê H ôóíêöèÿ G : HD → R îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(6) G (x, v) = sup{〈v, v′〉x : v′ ∈ Ξ(x)}.

Ñâîéñòâà a)�d) îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè èñïðàâèòü èõ ôîðìóëèðîâêè, çàìåíèâ H
íà G .

3Ñâîéñòâî c) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ôóíêöèè
H (x, ·) : HxG→ R ïðè ëþáîì x ∈ D, ò. å. H (x, v+ṽ) 6 H (x, v)+H (x, ṽ) äëÿ âñåõ v, ṽ ∈ HxG.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Â ëþáîé òî÷êå x ∈ D ñïðàâåäëèâ àíàëîã íåðàâåíñòâà Êî-
øè�Áóíÿêîâñêîãî:

(7) |〈v, ṽ〉x| 6H (x, ṽ)G (x, v)

äëÿ âñåõ v ∈ HxG è ṽ ∈ HxG.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîð ṽ òàêîâ, ÷òî H (x, ṽ) = 0, òî â ñèëó ïóíêòà b)
èìååì ṽ = 0, � â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (7) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü H (x, ṽ) 6= 0. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ε > 0. Ïîëîæèì

v′ =
ṽ

(1 + ε)H (x, ṽ)
.

Èç ïóíêòà d) âûòåêàåò, ÷òî v′ ∈ Ξ(x). Èñïîëüçóÿ (6), ïîëó÷àåì

〈v, ṽ〉x 6 (1 + ε)H (x, ṽ)G (x, v).

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, çàêëþ÷àåì, ÷òî 〈v, ṽ〉x 6H (x, ṽ)G (x, v). Íåðàâåíñòâî (7)
áóäåò äîêàçàíî, åñëè ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò è âñïîìíèòü ïóíêò d):

−〈v, ṽ〉x = 〈v,−ṽ〉x 6H (x,−ṽ)G (x, v) = H (x, ṽ)G (x, v).

�

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ãëàâíóþ òåîðåìó ñòàòüè, îïèøåì åù¼ íåñêîëüêî âå-
ëè÷èí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè D ãðóïïû Êàðíî G çàäàíî ìíîæåñòâî
M, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî (HQ−1, Q − 1)-ñïðÿìëÿåìûì4. Ñîâîêóïíîñòü åãî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç C [M]. Çàôèêñèðóåì M ∈ C [M]. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ïàðû òî÷åê a ∈ M è b ∈ M ñèìâîëîì Γ(a,b) îáîçíà÷èì ñåìåé-
ñòâî âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè a è b è ïðîõîäÿùèõ â
ìíîæåñòâå M . Ïóñòü 1 6 p < ∞. Åñëè íàä îáëàñòüþ D çàäàíà àáñòðàêòíàÿ
ïîâåðõíîñòü (D,H , w), òî ìîäóëåì ýòîãî ñåìåéñòâà íàçîâ¼ì ÷èñëî

(8) modp (Γ(a,b);M,H , w) = inf

∫
M

ρp(x)w(x) dHQ−1(x)(
inf

γ∈Γ(a,b)

∫
γ

ρ(x) dsH (x)

)p ,
ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà áåð¼òñÿ ïî âñåì áîðåëåâñêèì ôóíêöèÿì ρ : M →
[0,∞]. Â çíàìåíàòåëå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ¾ýëåìåíòà
äëèíû dsH ¿. Ïîÿñíèì, â ÷¼ì òî÷íûé ñìûñë ýòîé ôðàçû. Åñëè γ : [a, b]→ G �
ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ, òî ïîëàãàåì∫

γ

ρ(x) dsH (x) =

b∫
a

ρ(γ(t))H

(
γ(t),

d

dt
γ(t)

)
dt,

4Ïóñòü äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m. Ìíîæåñòâî E ⊂ X
íàçûâàåòñÿ m-ñïðÿìëÿåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâà âåêòîð-ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ
íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rm íà E. Äàëåå, ìíîæåñòâî E íàçûâàåò-
ñÿ ñ÷¼òíî m-ñïðÿìëÿåìûì, åñëè E åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà, ýëåìåí-
òû êîòîðîãîm-ñïðÿìëÿåìû. Íàêîíåö, ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíî (µ,m)-ñïðÿìëÿåìûì,
åñëè µ � ìåðà íà X è ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíî m-ñïðÿìëÿåìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå µ-ïî÷òè
âñå òî÷êè ìíîæåñòâà E.
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ãäå ñïðàâà ñòîèò îáû÷íûé èíòåãðàë Ëåáåãà. Òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïî-
ñêîëüêó â ñèëó ñâîéñòâà d) ôóíêöèè H ýòîò èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðèçàöèè êðèâîé γ. Ââåä¼ì òàêæå ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

Kp(M; H , w) = inf
M∈C [M]

inf
a,b∈M

modp (Γ(a,b);M,H , w) .

Áîëüøîå çíà÷åíèå â îáîñíîâàíèè ïðåäñòîÿùåé òåîðåìû áóäåò èìåòü ôîðìóëà
êîïëîùàäè äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ãðàäèåíòà (ñì. [23, ðàçäåë 4.7]): ðàâåíñòâî

(9)

∫
D

u(x)|∇0ϕ(x)| dHQ(x) =

∞∫
−∞

∫
ϕ−1(t)

u(x) dHQ−1(x) dt

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé ϕ : D → R êëàññà C∞ è âñåõ èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé u : D → [0,∞], ãäå D � îáëàñòü â ãðóïïå Êàðíî G.

Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè ϕ : D → R ïîëîæèì

Z = {x ∈ D : ∇ϕ(x) = 0},

ãäå ∇ϕ = (X1ϕ)X1 + . . .+ (XNϕ)XN � ¾ïîëíûé¿ ãðàäèåíò ôóíêöèè ϕ. Ñîâî-
êóïíîñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ϕ íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî

χ = {x ∈ D \ Z : ∇0ϕ(x) = 0}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íàä îáëàñòüþ D ãðóïïû Êàðíî G çàäàíà àáñòðàêòíàÿ
ïîâåðõíîñòü (D,H , ω) è ïóñòü 1 < p < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñ ω : D →
[0,∞] ëåæèò â êëàññå Ìàêåíõàóïòà Ap, à ôóíêöèÿ ϕ : D → R � â êëàññå C∞,
ïðè÷¼ì

(10) HQ(χ) = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : D → R ïðèíàäëåæèò âåñîâîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ÑîáîëåâàW 1,p(D;ω). Ïîìèìî ýòîãî, ïóñòü ôóíêöèÿ G , äâîéñòâåí-
íàÿ ê ôóíêöèè H , îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: G (·,∇0f(·)) ∈ Lp(D;ω) è äëÿ
âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé fν ∈ C∞(D) ∩ W 1,p(D;ω), ñõîäÿùåé-
ñÿ â W 1,p(D;ω) ê ôóíêöèè f , ïðè êàæäîì ν ∈ N âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
G (·,∇0fν(·)) ∈ Lp(D;ω), à òàêæå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(11) lim
ν→∞

‖G (·,∇0f(·))− G (·,∇0fν(·))‖Lp(D;ω) = 0.

Òîãäà ïðè ëþáûõ t1 ∈ ϕ(D) è t2 ∈ ϕ(D) òàêèõ, ÷òî t1 < t2, ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

(12)

t2∫
t1

Ωp(t, f)Kp(t) dt 6
∫

D(t1,t2)

G p(x,∇0f(x))ω(x) dHQ(x).

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

D(t1, t2) = {x ∈ D : t1 < ϕ(x) < t2},

Kp(t) = Kp
(
ϕ−1(t); H , w

)
, ãäå w =

ω

|∇0ϕ|
,

Ω(t, f) = sup
{

osc(f,M) : M ∈ C [ϕ−1(t)]
}
,

ãäå osc(f,M) = sup{|f(x)− f(y)| : x ∈M,y ∈M}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì âêðàòöå ìíîæåñòâî ϕ−1(t).
Ðàçóìååòñÿ, îíî íå ïóñòî è çàìêíóòî ïðè êàæäîì t ∈ ϕ(D).

Ïî òåîðåìå Ñàðäà èìååì L1(ϕ(Z)) = 0, ãäå ñèìâîë L1 îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáå-
ãà íà R. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ L1-ïî÷òè âñåõ t ∈ ϕ(D) ìíîæåñòâî ϕ−1(t) ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè N − 1. Êðîìå òîãî, îíî
èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü Q− 1 îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ðàññòîÿíèÿ d
(ñì. [23, ïðåäëîæåíèå 4.9]).

Óòî÷íèì, íàñêîëüêî ìàññèâíûì ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
òî÷åê, ïîïàäàþùèõ íà ãèïåðïîâåðõíîñòü ϕ−1(t). Ôóíêöèÿ ϕ : D → R, áóäó÷è
ãëàäêîé, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ d íà G è îáû÷íîé ìåòðèêè íà R. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10), òî
ñîãëàñíî [24, òåîðåìà 2.10.25] íà êàæäîé ïîäîáëàñòè D′ b D ïðè ïî÷òè âñåõ
t ∈ ϕ(D′) \ ϕ(Z) èìååì5

HQ−1
(
χ ∩ ϕ−1(t)

)
= 0.

Èñ÷åðïûâàÿ D ñ÷¼òíûì íàáîðîì ïîäîáëàñòåé è ïîëüçóÿñü ñ÷¼òíîé àääèòèâíî-
ñòüþ ìåðû, ïîëó÷àåì, ÷òîHQ−1

(
χ ∩ ϕ−1(t)

)
= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ ϕ(D)\ϕ(Z).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ1 ñîâîêóïíîñòü òåõ òî÷åê t, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî íàðóøàåòñÿ. Òîãäà

(13) HQ−1
(
χ ∩ ϕ−1(t)

)
= 0 äëÿ âñåõ t ∈ ϕ(D) \ (ϕ(Z) ∪ Σ1), ãäå L1(Σ1) = 0.

Øàã 2. Çäåñü ìû âûïèøåì îäíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå íàéä¼ò ïðèìåíåíèå
íà øàãå 3. Ïóñòü çàäàíû ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u : D → R è ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ
γ : [a, b]→ D. Òîãäà

(14) |u(γ(b))− u(γ(a))| 6
∫
γ

G (x,∇0u(x)) dsH (x).

Â ñàìîì äåëå, êðèâàÿ γ ãîðèçîíòàëüíà è, çíà÷èò, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]
èìååì

(15)
d

dt
γ(t) = α1(γ(t))X1(γ(t)) + . . .+ αn(γ(t))Xn(γ(t)).

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ β � èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X, òî

Xu(β(t)) =
d

dt
(u ◦ β)(t).

Ââèäó (15) íàøà êðèâàÿ γ ñëóæèò èíòåãðàëüíîé ëèíèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ

X = α1X1 + . . .+ αnXn

è ïîýòîìó

d

dt
(u ◦ γ)(t) = α1(γ(t))X1u(γ(t)) + . . .+ αn(γ(t))Xnu(γ(t)) =

=

〈
∇0u(γ(t)),

d

dt
γ(t)

〉
γ(t)

.

5Çàïèñü D′ b D îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòü D′ îãðàíè÷åíà, à å¼ çàìûêàíèå ëåæèò â D.
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Ïîëüçóÿñü ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè u è îáðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó (7), âûâîäèì:

|u(γ(b))− u(γ(a))| =

∣∣∣∣∣
b∫
a

d

dt
(u ◦ γ)(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
b∫
a

∣∣∣∣∣
〈
∇0u(γ(t)),

d

dt
γ(t)

〉
γ(t)

∣∣∣∣∣ dt 6
6

b∫
a

G (γ(t),∇0u(γ(t)))H

(
γ(t),

d

dt
γ(t)

)
dt =

∫
γ

G (x,∇0u(x)) dsH (x).

Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (12) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé.
Èíûìè ñëîâàìè, íà ýòîì øàãå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ∈ C∞(D)∩W 1,p(D;ω).

Óñëîâèå (10) è ðàâåíñòâî (13) ïîçâîëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ôîðìóëîé êîïëîùàäè (9):

(16)

∫
D(t1,t2)

G p(x,∇0f(x))ω(x) dHQ(x) =

=

∫
D(t1,t2)

G p(x,∇0f(x))w(x)|∇0ϕ(x)| dHQ(x) =

=

t2∫
t1

∫
ϕ−1(t)

G p(x,∇0f(x))w(x) dHQ−1(x) dt.

Çàäàäèì t ∈ (t1, t2) \ (ϕ(Z) ∪ Σ1) è ïîâåðõíîñòü M ∈ C [ϕ−1(t)]. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ òî÷åê a ∈ M è b ∈ M ÷åðåç Γ(a,b) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî ãîðè-
çîíòàëüíûõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè è ïðîõîäÿùèõ â M . Ïðèáåãàÿ ê
íåðàâåíñòâó (14), íàõîäèì

|f(b)− f(a)| 6 inf
γ∈Γ(a,b)

∫
γ

G (x,∇0f(x)) dsH (x).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â (8) ïîëîæèòü ρ(x) = G (x,∇0f(x)), òî ïîëó÷èì

|f(b)− f(a)|modp (Γ(a,b);M,H , w) 6
∫
M

G p(x,∇0f(x))w(x) dHQ−1(x) 6

6
∫

ϕ−1(t)

G p(x,∇0f(x))w(x) dHQ−1(x),

îòêóäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû Kp(t) èìååì

|f(b)− f(a)|Kp(t) 6
∫

ϕ−1(t)

G p(x,∇0f(x))w(x) dHQ−1(x).

Ïåðåõîäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöå ïî âñåâîçìîæíûì ïàðàì òî÷åê a,b ∈ M ,
à çàòåì � ïî âñåì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè M ∈ C [ϕ−1(t)], âûâîäèì

Ωp(t, f)Kp(t) 6
∫

ϕ−1(t)

G p(x,∇0f(x))w(x) dHQ−1(x).
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Îáúåäèíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ ðàâåíñòâîì (16), çàêëþ÷àåì, ÷òî

(17)

t2∫
t1

Ωp(t, f)Kp(t) dt 6
∫

D(t1,t2)

G p(x,∇0f(x))ω(x) dHQ(x).

Øàã 4. Óñòàíîâèì çäåñü ñïðàâåäëèâîñòü îäíîãî óòâåðæäåíèÿ, ê êîòîðîìó
ìû îáðàòèìñÿ íà ñëåäóþùåì øàãå. Ïóñòü ìíîæåñòâî X íàäåëåíî ìåòðèêîé
ρ. Ñíàáäèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ðåãóëÿðíîé ìåðîé Áîðåëÿ µ. Äî-
ïóñòèì åù¼, ÷òî 0 < µ(B(x, r)) < ∞ ïðè ëþáûõ x ∈ X è r ∈ (0,∞), ãäå
B(x, r) = {y ∈ X : ρ(y, x) < r}. Ïóñòü 1 6 p < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (fν)ν∈N íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fν : X → R ñõîäèòñÿ â Lp-íîðìå ê
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : X → R, ò. å.

(18) lim
ν→∞

∫
X

|f(x)− fν(x)|p dµ(x) = 0.

Òîãäà

(19) osc(f,X) 6 lim
ν→∞

osc(fν , X).

Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî, ò. å. ïóñòü

osc(f,X) > lim
ν→∞

osc(fν , X).

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîäûñêàòü ÷èñëî s è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fνk)k∈N ñ
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

(20) osc(f,X) > s > osc(fνk , X) ïðè âñåõ k ∈ N.

Óñëîâèå (18) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fνki
)i∈N òàêàÿ,

÷òî lim
i→∞

fνki
(x) = f(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ X \E, ãäå µ(E) = 0. Â ñèëó (20) èìååì

(21) |fνki
(x)− fνki

(y)| < s ïðè âñåõ x, y ∈ X.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ïàðó òî÷åê x, y ∈ X. Åñëè îêàçàëîñü òàê, ÷òî
x, y ∈ X\E, òî, ïåðåõîäÿ â (21) ê ïðåäåëó ïðè i→∞, ïîëó÷àåì |f(x)−f(y)| 6 s.
Åñëè æå õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê x, y ïîïàëà â ìíîæåñòâî E, òî ðàññóæäàåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïóñòü x ∈ E è y ∈ X \ E. Ïîäáåð¼ì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xj)j∈N ⊂ X \E òàêóþ, ÷òî xj → x ïðè j →∞6. Ïîñêîëüêó
xj , y ∈ X \ E, òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, èìååì |f(xj) − f(y)| 6 s. Íî ôóíêöèÿ
f íåïðåðûâíà è, çíà÷èò, |f(x) − f(y)| 6 s. Åñëè x ∈ E è y ∈ E, òî íóæíî íå
òîëüêî òî÷êó x, íî åù¼ è òî÷êó y ïðèáëèçèòü òî÷êàìè èç X \E. Îêîí÷àòåëüíî
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî |f(x)−f(y)| 6 s ïðè âñåõ x, y ∈ X, îòêóäà osc(f,X) 6 s,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò (20).
Øàã 5. Íàêîíåö äîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (12) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè f ∈ W 1,p(D;ω). Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1 íàéä¼òñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (fν)ν∈N ôóíêöèé fν ∈ C∞(D) ∩ W 1,p(D;ω), ïðèáëèæàþùèõ f â

6Ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xj)j∈N ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî
X\E âñþäó ïëîòíî. Â ñàìîì äåëå, åñëè íåâåðíî, ÷òî îíî âñþäó ïëîòíî, òî B(x, r)∩(X\E) = ∅
õîòÿ áû äëÿ îäíîãî øàðà B(x, r). Çíà÷èò, B(x, r) ⊂ E, îòêóäà µ(B(x, r)) 6 µ(E) = 0, ÷òî íå
ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì µ(B(x, r)) > 0.
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ïðîñòðàíñòâå W 1,p(D;ω). Òîãäà

lim
ν→∞

∫
D(t1,t2)

|f(x)− fν(x)|pω(x) dHQ(x) = 0.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êîïëîùàäè (9), çàïèøåì ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî â âèäå

lim
ν→∞

t2∫
t1

∫
ϕ−1(t)

|f(x)− fν(x)|pw(x) dHQ−1(x) dt = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fνk)k∈N è ìíîæåñòâî Σ2 ⊂
(t1, t2) ñî ñâîéñòâîì L1(Σ2) = 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ (t1, t2)\ (ϕ(Z)∪Σ1∪Σ2)
äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû M ∈ C [ϕ−1(t)] èìååì

(22) lim
k→∞

∫
M

|f(x)− fνk(x)|pw(x) dHQ−1(x) = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ âåñ ω îáðàùàåòñÿ â íóëü, èìååò
íóëåâóþ HQ-ìåðó. Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè âûâîäå (13), çàêëþ÷àåì,
÷òî

HQ−1
(
{x ∈ D : ω(x) = 0} ∩ ϕ−1(t)

)
= 0

ïðè âñåõ t ∈ ϕ(D)\(ϕ(Z)∪Σ3), ãäå Σ3 � ñîâîêóïíîñòü òåõ òî÷åê t, äëÿ êîòîðûõ
óêàçàííîå ðàâåíñòâî íåâåðíî; êîíå÷íî, L1(Σ3) = 0.

Ôèêñèðóåì t ∈ (t1, t2) \ (ϕ(Z) ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3) è ïîâåðõíîñòü M ∈ C [ϕ−1(t)].
Â óòâåðæäåíèè, óñòàíîâëåííîì íà ïðåäûäóùåì øàãå, ïîëîæèì X = M , ρ = d
è µ(A) =

∫
A
w(x) dHQ−1(x) äëÿ HQ−1-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ M . Òàê êàê

t 6∈ Σ3, òî µ ({y ∈ X : ρ(y, x) < r}) > 0 ïðè âñåõ x ∈ X è r ∈ (0,∞). Äëÿ M
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (22) è, çíà÷èò,

(23) osc(f,M) 6 lim
k→∞

osc(fνk ,M).

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âñÿêîãî k ∈ N

osc(fνk ,M) 6 sup{osc(fνk ,M) : M ∈ C [ϕ−1(t)]},

îòêóäà

lim
k→∞

osc(fνk ,M) 6 lim
k→∞

Ω(fνk , t).

Ó÷èòûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïåðåéä¼ì â (23) ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöå ïî âñåì
M ∈ C [ϕ−1(t)]. Ïîëó÷èì

Ω(f, t) 6 lim
k→∞

Ω(fνk , t).

Ïðèìåíåíèå ëåììû Ôàòó äà¼ò

t2∫
t1

Ωp(f, t)Kp(t) dt 6 lim
k→∞

t2∫
t1

Ωp(fνk , t)Kp(t) dt.
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Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (17) è óñëîâèåì (11):

t2∫
t1

Ωp(f, t)Kp(t) dt 6 lim
k→∞

∫
D(t1,t2)

G p(x,∇0fνk(x))ω(x) dHQ(x) =

=

∫
D(t1,t2)

G p(x,∇0f(x))ω(x) dHQ(x).

�
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