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Abstract. In this paper we study almost Engel L-varieties of vector
spaces. Almost Engel L-varieties generated by an associative algebra
considered as a vector space are described.
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1. Ââåäåíèå

Â 1973 ãîäóÞ.Ï. Ðàçìûñëîâ ââåë ïîíÿòèå àññîöèàòèâíî ëèåâîé ïàðû (A,L),
ãäå L � àëãåáðà Ëè, A � åå àññîöèàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ [1]. Ïîä ñëàáûì
òîæäåñòâîì ïàðû (A,L) ïîíèìàåòñÿ àññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí, îáðàùàþ-
ùèéñÿ â íóëü â àëãåáðå A ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ àëãåáðû L.

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, F 〈X〉 � ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà
íàä ïîëåì F îò ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X. Ïóñòü äàëåå V � âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , ÿâëÿþùååñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì íåêîòîðîé
àññîöèàòèâíîé F -àëãåáðû A, ïðè÷åì A êàê F -àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì V . Ïàðó (A, V ) áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíîé âåêòîðíîé ïàðîé
èëè ïðîñòî ïàðîé. Àëãåáðó A â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü îáåðòûâàþùåé
àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà V , à ïðîñòðàíñòâî V � âëîæåííûì â àëãåáðó A èëè
ïðîñòî L-ïðîñòðàíñòâîì.

Àññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 íàçîâåì òîæäåñòâîì
ìóëüòèïëèêàòèâíîé âåêòîðíîé ïàðû (A, V ), åñëè f(v1, v2, . . . , vn) = 0 â àëãåáðå
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A ïðè âñåõ v1, v2, . . . , vn ∈ V . Äëÿ êðàòêîñòè òàì, ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäî-
ðàçóìåíèé, áóäåì îïóñêàòü èíôîðìàöèþ îá îáåðòûâàþùåé àëãåáðå è ïèñàòü
¾âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ¿, ¾òîæäåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ¿ è ò. ä.
âìåñòî ¾ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ âåêòîðíàÿ ïàðà (A, V )¿, ¾òîæäåñòâî ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé âåêòîðíîé ïàðû (A, V )¿ è ò. ä.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ ëèíåéíîé àëãåáðû A îáðàçóåò èäå-
àë àëãåáðû F 〈X〉, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê âìåñòî ïåðåìåííûõ
ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èç F 〈X〉 (òàêèå èäåàëû íàçûâàþòñÿ T -èäåàëàìè).
Ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ ïðîñòðàíñòâà V îáðàçóåò èäåàë àëãåáðû F 〈X〉, çàìê-
íóòûé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê ïåðåìåííûõ. Ìû áóäåì íàçûâàòü
òàêèå èäåàëû L-èäåàëàìè. Åñëè G � ïîäìíîæåñòâî F 〈X〉, òî ÷åðåç L(G) ìû
îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé L-èäåàë àëãåáðû F 〈X〉, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî G. ×å-
ðåç T (G) áóäåì îáîçíà÷àòü T -èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè ìíîæåñòâà G.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ÷åðåç L(V ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
âñåõ òîæäåñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à ÷åðåç T (V ) � T -èäåàë, ïîðîæäåííûé âñå-
ìè òîæäåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà V . Äëÿ ëèíåéíîé àëãåáðû A ÷åðåç T (A) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ ýòîé àëãåáðû.

Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ âåêòîðíûõ ïàð ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå, àíàëîãè÷-
íîå ïîíÿòèþ ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ëèíåéíûõ àëãåáð. Ïóñòü G ⊆ F 〈X〉. Êëàññ
âñåõ ïàð (Aα, Vα), â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå òîæäåñòâà âèäà g = 0, ãäå g
ïðîáåãàåò G, íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ âåêòîðíûõ ïàð
èëè ïðîñòî L-ìíîãîîáðàçèåì, çàäàííûì ìíîæåñòâîì òîæäåñòâ G, è îáîçíà-
÷àåòñÿ VarL〈g = 0|g ∈ G〉. Íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíûõ
àëãåáð áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè ãîòè÷åñêèìè áóêâàìè: A, B, C, . . . , à
L-ìíîãîîáðàçèÿ � çàãëàâíûìè ðóêîïèñíûìè áóêâàìè A, B, C, . . . . Ìíîæåñòâî
òîæäåñòâ, âûïîëíÿþùèõñÿ â L-ìíîãîîáðàçèè M, áóäåì îáîçíà÷àòü L(M), à
ìíîæåñòâî òîæäåñòâ, âûïîëíÿþùèõñÿ â ìíîãîîáðàçèè àëãåáð M îáîçíà÷èì
T (M). Ïóñòü äàëåå (A, V ) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ âåêòîðíàÿ ïàðà. Ìíîãîîá-
ðàçèå ïàð, çàäàííîå ìíîæåñòâîì òîæäåñòâ L(V ), íàçîâåì L-ìíîãîîáðàçèåì,
ïîðîæäåííûì ïðîñòðàíñòâîì V è áóäåì îáîçíà÷àòü VarLV . ßñíî, ÷òî åñëè
M = VarLV , òî L(M) = L(V ). Áîëåå ïîäðîáíî ñ L-ìíîãîîáðàçèÿìè ìîæíî
ïîçíàêîìèòüñÿ â [2].

Îòìåòèì, ÷òî íå âñå ñâîéñòâà àëãåáðû ïåðåíîñÿòñÿ íà âëîæåííîå â íåå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òàê, åñëè àëãåáðà A èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ, òî
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A êîíå÷íûì áàçèñîì òîæäåñòâ ìîæåò íå îáëàäàòü [3].
Åñëè àëãåáðó A ðàññìîòðåòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñâîéñòâà ìíîãîîá-
ðàçèÿ àëãåáð VarA è L-ìíîãîîáðàçèÿ VarLA òàêæå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Íàïðè-
ìåð, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A = 〈e11, e12〉F ⊕ 〈e11, e21〉F íàä ïîëåì F íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè ïîðîæäàåò íåøïåõòîâî L-ìíîãîîáðàçèå [4], õîòÿ ëþáîå ìíîãî-
îáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿåòñÿ øïåõòî-
âûì [6]. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, áóäåò
ëè íåêîòîðîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (L-ìíîãîîáðàçèå, ïî-
ðîæäåííîå âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì) îáëàäàòü òåì æå ñâîéñòâîì, ÷òî è îáåð-
òûâàþùàÿ àëãåáðà (ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé).

Âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíûõ àëãåáð èãðàþò ïî÷òè θ-
ìíîãîîáðàçèÿ. Ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð íàçûâàåòñÿ ïî÷òè θ-ìíîãîîáðà-
çèåì, åñëè îíî íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó θ, íî ëþáîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó. Äðóãèìè ñëîâàìè ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèÿ
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ýòî â òî÷íîñòè âñå ìèíèìàëüíûå îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòû â êëàññå
ìíîãîîáðàçèé, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì θ [9].

Âàæíîñòü ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèé, â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè
òåñíî ñâÿçàíû ñ èíäèêàòîðíîé õàðàêòåðèçàöèåé, ò. å. îïèñàíèåì ìíîãîîáðàçèÿ
àëãåáð íà ÿçûêå çàïðåùåííûõ îáúåêòîâ (ïðè òàêîì îïèñàíèè ïðèâîäèòñÿ ñïè-
ñîê àëãåáð, îòñóòñòâèå êîòîðûõ â äàííîì ìíîãîîáðàçèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî äëÿ âûïîëíåíèå íåêîòîðîãî óñëîâèÿ â ýòîì ìíîãîîáðàçèè). Áîëåå ïîäðîáíî
ñ èíäèêàòîðíîé õàðàêòåðèçàöèåé ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíûõ àëãåáð ìîæíî ïî-
çíàêîìèòüñÿ â ðàáîòå [9]. Ïîíÿòèå ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò áûòü òàêæå
ðàññìîòðåíî â êëàññå L-ìíîãîîáðàçèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñâîéñòâî θ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîíêðåòíîå òîæäåñòâî, â
êëàññå êîëåö è ëèíåéíûõ àëãåáð ñóùåñòâóþò îïèñàíèÿ ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèé.
Þ.Í. Ìàëüöåâûì îïèñàíû ïî÷òè êîììóòàòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ êîëåö [7], ïî-
÷òè êîììóòàòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ Φ-àëãåáð, ãäå Φ � íåòåðîâî êîììóòàòèâíîå
êîëüöî Äæåêîáñîíà ñ åäèíèöåé [8]. Î.Á. Ôèíîãåíîâîé îïèñàíû ïî÷òè ýíãåëå-
âû [10], ïî÷òè ïåðåñòàíîâî÷íûå [11], ïî÷òè ëèåâî íèëüïîòåíòíûå íåïåðâè÷íûå
ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð [12].

Â ÷àñòíîñòè, â [10] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëå F êîíå÷íî, òî ìíîãîîáðàçèå ëè-
íåéíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ïîðîæäàåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

1) A1 =

{(
a b
0 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F};
2) A2 =

{(
a 0
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F};
3) A3 =

{(
a b
0 σ(a)

)∣∣∣∣ a, b ∈ P} , ãäå σ ∈ AutP , σ 6= 1 è ïîëå èíâàðèàí-

òîâ Pσ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ïîäïîëåì â P , ñîäåðæà-
ùèì F .

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ F ýòîò ñïèñîê ñîêðàùàåòñÿ äî àëãåáð A1 è A2 [10].
Åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ îá îïèñàíèè àíàëîãè÷íûõ êëàññîâ ïî-

÷òè θ-ìíîãîîáðàçèé L-ïðîñòðàíñòâ. Àâòîðîì îïèñàíû âñå íåíèëüïîòåíòíûå ïî-
÷òè êîììóòàòèâíûå L-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ëèíåéíîé àëãåáðîé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì F . À èìåí-
íî, åñëèM � íåíèëüïîòåíòíîå L-ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå F -àëãåáðîé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òîM ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîììóòàòèâ-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîðîæäàåòñÿ ëèáî ïðîñòðàíñòâîì A1, ëèáî
ïðîñòðàíñòâîì A2 [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû ïî÷òè ýíãåëåâû L-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå
ëèíåéíîé àëãåáðîé, ðàññìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïîëåì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå èM � L-ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåí-
íîå F -àëãåáðîé, ðàññìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
L-ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ïîðîæäàåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

A1 =

{(
a b
0 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F} , A2 =

{(
a 0
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F} .
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2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìî-
ãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Âíà÷àëå äîêàæåì òðè ëåììû, íå êàñàþùèåñÿ ýíãåëå-
âîñòè è ïî÷òè ýíãåëåâîñòè L-ìíîãîîáðàçèé.

Ëåììà 1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F ,
óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç òîæäåñòâ [x, y]z = 0 èëè x[y, z] = 0. Òîãäà
T (V ) = L(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ L-ïðîñòðàíñòâà V , óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî òîæäåñòâó x[y, z] = 0, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âòîðîãî òîæäå-
ñòâà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü f =
∑
(l)

α(l)x
li1
i1
x
li2
i2
. . . x

lis
is

= 0 � ïðîèçâîëüíîå òîæäåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà V . Ïîñêîëüêó ïîëå F áåñêîíå÷íî, òî ìíîãî÷ëåí f ìîæíî ñ÷èòàòü îäíî-
ðîäíûì. Ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà x[y, z] = 0, ïåðåïèøåì f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f =

n∑
i=1

αix
ki
i x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂i . . . x

kn
n ,

ãäå ñèìâîë x̂i îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïåðåìåííîé xi â äàííîì ìåñòå ñëîâà.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå t ∈ {1, 2, . . . , n} è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f
∣∣∣
xt=xty

,

ïîëó÷åííûé èç f çàìåíîé xt íà xty. Ïîêàæåì, ÷òî f
∣∣∣
xt=xty

∈ L(V ).

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ïîëó÷èì:

f
∣∣∣
xt=xty

=

n∑
i=1

αix
ki
i x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂j . . . (xty)kt . . . xknn =

n∑
i=1

αix
ki
i x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂j . . . x

kt
t y

kt . . . xknn =(
n∑
i=1

αix
ki
i x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂j . . . x

kt
t . . . xknn

)
· ykt = f · ykt ∈ L(V ).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïðîèçâîëüíîé ïåðå-
ìåííîé ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ìíîãî÷ëåí, ëåæàùèé â L(V ), ñíîâà ïîëó-
÷àåì ìíîãî÷ëåí èç L(V ), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T (V ) = L(V ). �

Ëåììà 2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì F =
GF (q), óäîâëåòâîðÿþùåå ëèáî òîæäåñòâàì [x, y]z = 0 è (x − xq)y = 0, ëèáî
òîæäåñòâàì x[y, z] = 0 è x(y − yq) = 0. Òîãäà T (V ) = L(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ L-ïðîñòðàíñòâà V , óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî òîæäåñòâàì x[y, z] = 0 è x(y− yq) = 0, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
âòîðîé ïàðû òîæäåñòâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü f =
∑
(i)

α(i)x
li1
i1
x
li2
i2
. . . x

lis
is

= 0 � ïðîèçâîëüíîå òîæäåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà V . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îäíî÷ëåíû f çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå ïåðå-
ìåííûõ. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì x[y, z] = 0, ïåðåïèøåì f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f =
∑
(k)

α(k)x
ki
i x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂i . . . x

kn
n ,
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ïîêàçàòåëåé (k) =
(k1, k2, . . . , kn), ki ≥ 1 (1 ≤ i ≤ n).

Ïåðåïèñàâ òîæäåñòâî x(y − yq) = 0 â âèäå xyq = xy, ëåãêî ïîëó÷èòü òîæäå-
ñòâî xq+1 = x2. Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðîâàíèå â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå âåäåòñÿ
ïî âñåì íàáîðàì (k) = (k1, k2, . . . , kn) äëÿ êîòîðûõ 1 ≤ ki ≤ q (1 ≤ i ≤ n), ïðè-

÷åì ïîêàçàòåëè êàæäîãî ñëîâà α(k)x
km
m xk11 x

k2
2 . . . x̂m . . . x

kn
n ìíîãî÷ëåíà f óäî-

âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 1 ≤ km ≤ q è 1 ≤ ki < q ïðè i 6= m, 1 ≤ i ≤ n.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå t ∈ {1, 2, . . . , n} è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí g = f

∣∣∣
xt=xty

,

ïîëó÷åííûé èç f çàìåíîé xt íà xty. Ïîêàæåì, ÷òî g ∈ L(V ), äëÿ ÷åãî ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. degxt
f < q.

Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí f = f(x1, x2, . . . , xn) â âèäå f = f1 + f2 + · · ·+ fq−1, ãäå
fi � ñóììà îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè i ïî ïåðåìåííîé xt. Çàìåíÿÿ òåïåðü xt → λxt
(λ ∈ F , λ 6= 0), ïîëó÷èì, ÷òî f = λf1 + λ2f2 + · · ·+ λq−1fq−1.

Ïîñêîëüêó ïîëå F ñîäåðæèò q ýëåìåíòîâ, ìîæíî âûáðàòü íåíóëåâûå ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå λ1, λ2, . . . , λq−1 ∈ F . Òîãäà, ñäåëàâ â ðàâåíñòâå f = λf1 + λ2f2 +
· · · + λq−1fq−1 çàìåíû λ → λ1, λ → λ2, . . . , λ → λq−1 è âîñïîëüçîâàâøèñü
îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà, ïîëó÷èì, ÷òî f1 = f2 = · · · = fq−1 = 0, ò. å.
fi = 0 � òàêæå òîæäåñòâà V (1 ≤ i ≤ q − 1) è f1, f2, . . . , fq−1 ∈ L(V ).

Ïîñêîëüêó âñå ìíîãî÷ëåíû fi îäíîðîäíû ïî ïåðåìåííîé xt (i = 1, 2, . . . , q−1),
òî, ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì x[y, z] = 0, ïîëó÷èì:

fi

∣∣∣
xt=xty

=
∑
(k)

α(k)x
kj
j x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂j . . . (xty)i . . . xknn =

∑
(k)

α(k)x
kj
j x

k1
1 x

k2
2 . . . x̂j . . . x

i
t . . . x

kn
n

 · yi = fi · yi.

Ñëåäîâàòåëüíî,

g = f
∣∣∣
xt=xty

=
(
f1 + f2 + · · ·+ fq−1

)∣∣∣
xt=xty

=

f1 · y + f2 · y2 + · · ·+ fq−1 · yq−1 ∈ L(V ),

ïîñêîëüêó fi · yi ∈ L(V ), i = 1, 2, . . . , q − 1.
Ñëó÷àé 2. degxt

f = q.
Ñíîâà çàïèøåì ìíîãî÷ëåí f = f(x1, x2, . . . , xn) â âèäå f = f1 + f2 + · · ·+ fq,

ãäå fi � ñóììà îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè i ïî ïåðåìåííîé xt. Çàìåíèì xt → λxt
(λ ∈ F , λ 6= 0). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xq = x â ïîëå F = GF (q), ïîëó÷èì ÷òî

f = λf1 + λ2f2 + · · ·+ λq−1fq−1 + λqfq =

λf1 + λ2f2 + · · ·+ λq−1fq−1 + λfq =

λ(f1 + fq) + λ2f2 + · · ·+ λq−1fq−1.

Òàêèì îáðàçîì, f = λ(f1 + fq) + λ2f2 + · · ·+ λq−1fq−1
Äàëåå, ïîñêîëüêó |F | = q, òî ìîæíî âûáðàòü íåíóëåâûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

λ1, λ2, . . . , λq−1 ∈ F è, ñäåëàâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàìåíû λ → λ1, λ → λ2,
. . . , λ→ λq−1 è âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà, ïîëó÷èì, ÷òî
f1 + fq = f2 = · · · = fq−1 = 0, ò. å. f1 + fq, f2, f3, . . . , fq−1 ∈ L(V ).
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Äàëåå, ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû fi îäíîðîäíû ïî ïåðåìåííîé xt (i = 2, 3, . . . , q−
1), äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî fi

∣∣∣
xt=xty

= fi · yi,
i = 2, 3, . . . , q − 1.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí
(
f1 + fq

)∣∣∣
xt=xty

. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî xy = xyq, ïî-

ëó÷èì, ÷òî(
f1+fq

)∣∣∣
xt=xty

= f1

∣∣∣
xt=xty

+fq

∣∣∣
xt=xty

= f1 ·y+fq ·yq = f1 ·y+fq ·y = (f1+fq) ·y.

Òîãäà, ââèäó ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé, ìîæíî çàïèñàòü:

g = f
∣∣∣
xt=xty

=
(
f1 + f2 + · · ·+ fq

)∣∣∣
xt=xty

=

(f1 + fq) · y + f2 · y2 + · · ·+ fq−1 · yq−1 ∈ L(V ),

ïîñêîëüêó f1 + fq, f2, f3, . . . , fq−1 ∈ L(V ).
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ ïðîèçâå-

äåíèÿ ïåðåìåííûõ â ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, ëåæàùèé â L(V ), ñíîâà ïîëó-
÷àåì ìíîãî÷ëåí èç L(V ), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T (V ) = L(V ). �

Ëåììà 3. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F è M = VarLA �
ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííîå àëãåáðîé A, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àë-
ãåáð M = VarA ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ M. Òîãäà âñå òîæäå-
ñòâà ìíîæåñòâà G âûïîëíÿþòñÿ â àëãåáðå A, à çíà÷èò è â ïðîñòðàíñòâå A.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ L-ìíîãîîáðàçèÿM ñîâïàäàåò ñ G.

Ïóñòü N $ M è f = 0 � òîæäåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ N òàêîå, ÷òî f 6∈ G.
Òîãäà, ââèäó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ, òîæäåñòâî f = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ â
L-ìíîãîîáðàçèèM. Ñëåäîâàòåëüíî, L-ìíîãîîáðàçèå N , çàäàííîå ìíîæåñòâîì
òîæäåñòâ G ∪ {f}, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì L-ïîäìíîãîîáðàçèåì M. Ïîñêîëüêó
M � ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî N îáëàäàåò ñâîéñòâîì
θ. Íî òîãäà ëþáàÿ ïàðà (B,E) ∈ N áóäåò óäîâëåòâîðÿòü θ, â ÷àñòíîñòè, ñâîé-
ñòâó θ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñÿêàÿ ïàðà (B,B) ∈ N , ãäå B � àññîöèàòèâíàÿ
àëãåáðà. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà B, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìíî-
æåñòâó òîæäåñòâ G ∪ {f}, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü θ, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ìíî-
ãîîáðàçèå àëãåáð N òàêæå óäîâëåòâîðÿåò θ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå M
ëèíåéíûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèåì. �

Óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ëåììå 3 íå âåðíî, ò. å. åñëè M = VarA � ïî÷òè
θ-ìíîãîîáðàçèå àëãåáð, òîM = VarLA ìîæåò íå áûòü ïî÷òè θ-ìíîãîîáðàçèåì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íèæå áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé ýòî.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì äâà ïðåäëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïî÷òè ýí-
ãåëåâûõ L-ìíîãîîáðàçèé.

Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F

A1 =

{(
a b
0 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F} , A2 =

{(
a 0
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F} ,
è äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F

A3 =

{(
a b
0 σ(a)

)∣∣∣∣ a, b ∈ P} ,
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ãäå σ ∈ AutP , σ 6= 1 è ïîëå èíâàðèàíòîâ Pσ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàêñè-
ìàëüíûì ïîäïîëåì â P , ñîäåðæàùèì F . Ïîëîæèì E1(x, y) = [x, y], En(x, y) =
[[x, y, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

n−1

], y] äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. L-ìíîãîîáðàçèÿM1 = VarLA1

èM2 = VarLA2 ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûìè L-ìíîãîîáðàçèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, äëÿ L-ìíîãîîáðàçèÿM1,
ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî äëÿM2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A1 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó [x, y]z =
0, à â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ � òîæäåñòâàì [x, y]z = 0 è (x − xq)y = 0. Òîãäà
T (A1) = L(A1) ââèäó ëåìì 1 è 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî L(M1) = T (M1), ãäå
M1 = VarA1.

Ïóñòü òåïåðü N $ M1 � ñîáñòâåííîå L-ïîäìíîãîîáðàçèå â M1, çàäàííîå
ìíîæåñòâîì òîæäåñòâ G. Åñëè ïîëå F áåñêîíå÷íî, òî [x, y]z ∈ G, à çíà÷èò,
ïî äîêàçàííîìó T (G) = L(G). Åñëè ïîëå F êîíå÷íî, òî [x, y]z, (x − xq)y ∈ G,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T (G) = L(G). Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî T (G) = L(G).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ïîäìíîãîîáðàçèå â ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíûõ àëãåáð M1,
çàäàííîå ìíîæåñòâîì òîæäåñòâ G. Åñëè áû âûïîëíÿëîñü N = M1, òî ïîëó÷èëè
áû, ÷òî L(N ) = G = T (N) = T (M1) = L(M1), ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò,N ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M1. Òîãäà Ek(x, y) ∈ T (N)
äëÿ íåêîòîðîãî k, ïîñêîëüêó M1 � ïî÷òè ýíãåëåâî ìíîãîîáðàçèå àëãåáð. Çíà-
÷èò, Ek(x, y) ∈ T (N) = L(N ), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîN � ýíãåëåâî L-ìíîãîîáðàçèå
è, ñëåäîâàòåëüíî,M1 �ïî÷òè ýíãåëåâî L-ìíîãîîáðàçèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
ïî îïðåäåëåíèþ. �

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. L-ìíîãîîáðàçèå M3 = VarLA3

ñîäåðæèò ñîáñòâåííîå íåýíãåëåâî L-ïîäìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

A4 =

{(
a a
0 σ(a)

)∣∣∣∣ a ∈ P} ,
ÿâëÿþùååñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà A3. Ïóñòü M4 = VarLA4. Ïîêà-
æåì, ÷òî M4 � èñêîìîå íåýíãåëåâî L-ïîäìíîãîîáðàçèå â M3. Î÷åâèäíî, ÷òî
M4 ⊆M3.

Çàìåòèì, ÷òîM4 � íåýíãåëåâî L-ìíîãîîáðàçèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

x =

(
1 1
0 1

)
, y =

(
a a
0 σ(a)

)
,

ïðè÷åì a 6= σ(a). Òîãäà E1(x, y) = [x, y] = (σ(a) − a)e12, E2(x, y) = [x, y, y] =
(σ(a)−a)2e12 è ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì: En(x, y) = [x, y, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

n

] = (σ(a)−a)ne12.

Åñëè En(x, y) = 0, òî (σ(a)− a)n = 0. Íî â ïîëå íåò íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ,
ïîýòîìó σ(a) − a = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó a 6= σ(a). Òàêèì îáðàçîì,
En(x, y) 6= 0 íè äëÿ êàêîãî n.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òîM4 6=M3. Î÷åâèäíî, ÷òî

A4 ⊆
{(

a a
0 b

)∣∣∣∣ a, b ∈ P} .
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Ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì íàä ïîëåì P è, ñëåäîâàòåëüíî,
óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíîìó òîæäåñòâó òðåòüåé ñòåïåíè

St3(x1, x2, x3) =
∑
τ∈S3

(−1)τxτ(1)xτ(2)xτ(3) = 0.

Òîãäà A4 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó St3(x1, x2, x3) = 0. Îäíàêî, L-ïðîñò-
ðàíñòâîA3 íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òîæäåñòâó. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì ñòàí-
äàðòíîå òîæäåñòâî â âèäå: St3(x1, x2, x3) = x1[x2, x3] + x2[x3, x1] + x3[x1, x2] è
ïîëîæèì

x1 =

(
1 0
0 1

)
, x2 =

(
a b
0 σ(a)

)
, x3 =

(
1 1
0 1

)
,

ãäå a 6= σ(a). Âû÷èñëÿÿ, ïîëó÷èì: St3(x1, x2, x3) = (a − σ(a))e12 6= 0. Òàêèì
îáðàçîì, St3(x1, x2, x3) ∈ L(M4) è St3(x1, x2, x3) 6∈ L(M3), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
M4 $M3. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî M4 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì íåýíãåëå-
âûì L-ïîäìíîãîîáðàçèåìM3, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Âîïðîñ î òîì, ïîðîæäàåò ëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A4 ïî÷òè ýíãåëåâî L-
ìíîãîîáðàçèå íà äàííûé ìîìåíò îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðåäëîæåíèå 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ëåììå 3 íå âåðíî.
Äåéñòâèòåëüíî, VarA3 � ïî÷òè ýíãåëåâî ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð, íî
L-ìíîãîîáðàçèå VarLA3 íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è M � L-ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæ-
äåííîå F -àëãåáðîé, ðàññìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà L-
ìíîãîîáðàçèåM ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ïîðîæäàåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

1) A1 =

{(
a b
0 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F};
2) A2 =

{(
a 0
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ F}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì F èM = VarLA � L-ìíîãîîáðàçèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííîå
àëãåáðîé A, ðàññìàòðèâàåìîé êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Åñëè L-ìíîãîîáðàçèå M ïîðîæäàåòñÿ ëèáî A1, ëèáî A2, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè ýíãåëåâûì â âèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.

Îáðàòíî, ïóñòü L-ìíîãîîáðàçèåM ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì. Ïîêàæåì, ÷òî
îíî ïîðîæäàåòñÿ îäíèì èç ïðîñòðàíñòâ A1, ëèáî A2.

Ââèäó ëåììû 3 ìíîãîîáðàçèå àëãåáð M = VarA ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì.
Ñëó÷àé 1. F � áåñêîíå÷íîå ïîëå.
Ïîñêîëüêó àëãåáðà A ïîðîæäàåò ïî÷òè ýíãåëåâî ìíîãîîáðàçèå àëãåáð M, òî

èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [10, 13] ñëåäóåò, ÷òî M ïîðîæäàåòñÿ îäíîé èç àëãåáð A1

èëè A2. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1, L-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ïðîñòðàíñòâàìè
A1 è A2, ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà
òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ M = VarA è L-ìíîãîîáðàçèÿ M = VarLA ñîâïàäàþò,
M ïîðîæäàåòñÿ ëèáî ïðîñòðàíñòâîì A1, ëèáî A2.

Ñëó÷àé 2. F � êîíå÷íîå ïîëå.
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Ïîñêîëüêó àëãåáðà A ïîðîæäàåò ïî÷òè ýíãåëåâî ìíîãîîáðàçèå àëãåáð M, òî
èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [10] ñëåäóåò, ÷òî M ïîðîæäàåòñÿ îäíîé èç àëãåáð A1,
A2, A3. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 1 è 2, L-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ïðîñòðàí-
ñòâàìè A1 è A2, ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûìè, à L-ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå
ïðîñòðàíñòâîì A3, íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýíãåëåâûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâà òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ M = VarA è L-ìíîãîîáðàçèÿ M = VarLA
ñîâïàäàþò, M ïîðîæäàåòñÿ ëèáî ïðîñòðàíñòâîì A1, ëèáî A2, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü. �

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó, òùàòåëüíî âû-
÷èòàâøåìó òåêñò ðàáîòû.
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