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¾Î âû÷èñëåíèÿõ íàä óïîðÿäî÷åííûìè êîëüöàìè¿

Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíà ê ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Ñèáèðñêèå
ýëåêòðîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå èçâåñòèÿ¿ ïîñëå äîðàáîòêè. Ñïèñîê çàìå÷à-
íèé è ïîæåëàíèé ñì. íèæå.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íåêîòîðûõ àë-
ãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì íàä íåêîòîðûìè óïîðÿäî÷åííûìè êîëüöàìè ñ îïå-
ðàöèåé âçÿòèÿ îñòàòêà. Â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëüöà öåëûõ ÷è-
ñåë Z, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà Z è óëüòðàñòåïåíü Z.
Èçó÷àåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ, íåïîëíî-
ãî îáùåãî ÷àñòíîãî, à òàêæå âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé NP-ïîëíîé
ïðîáëåìû î ñóììå ïîäìíîæåñòâà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàä áåñêîíå÷-
íîé äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ Z. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò, ïî ìíåíèþ ðåöåíçåíòà,
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûì.

Ñïèñîê çàìå÷àíèé è ïîæåëàíèé ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà:

1. Ââåäåíèå ìàëîèíôîðìàòèâíî. Ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî èññëåäîâà-
íèÿ ïî âû÷èñëèìîñòè è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ, îòëè÷íûõ îò êîëüöà Z, îãðàíè÷èâàþòñÿ ñòàòüåé Íüþìàíà è
Ïàóëè 2018 ãîäà è ñòàòüåé Áëþì, Øóáà è Ñìåéëà 1989 ãîäà. Â ïðî-
ìåæóòêå ìåæäó 1989 è 2018 ãîäàìè ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò ïî äàííîé
òåìàòèêå ìíîãèõ àâòîðîâ: Þ.Ë.Åðøîâ, Ñ.Ñ.Ãîí÷àðîâ, À.Ñ.Ìîðîçîâ,
Ë.Áëþì, Ì.Øóá, Ñ.Ñìåéë, Ô.Êóêåð, Ê.Ìååð, Ï.Êîéðàí, À.Õåììåðëèíã,
À.Ã.Ìÿñíèêîâ, Â.ß.Áåëÿåâ, È.Â.Àøàåâ, À.Í.Ðûáàëîâ, Ì.Ïðóíåñêó è
äð. Èññëåäîâàíèÿ ïî ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé áûëè ñêîíöåíòðèðîâà-
íû â îñíîâíîì âîêðóã ïåðåíîñà êëàññè÷åñêîé òåîðèè NP-ïîëíîòû íà
ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è âîêðóã ïðîáëåì ðàçäåëåíèÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñëîæíîñòè � òèïà ïðîáëåìû P 6= NP . Êðîìå ìîäå-
ëè Áëþì-Øóáà-Ñìåéëà äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íàä àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè èñïîëüçóþòñÿ S-ìàøèíû (À. Õåììåðëèíã) è
ìàøèíû íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé (Àøàåâ-Áåëÿåâ-Ìÿñíèêîâ). Îáîá-
ùåííûå ðåãèñòðîâûå ìàøèíû, èñïîëüçóåìûå àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè,
ïî-âèäèìîìó ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüþ, ýêâèâàëåíòíîé âûøåóïîìÿíóòûì.

Ñïèñîê ðàáîò ïî ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè, êîòîðûå ìîæíî äîáàâèòü â áèáëèîãðàôèþ:

(a) Blum L., Cucker F., Shub M., Smale S. Complexity and Real Computation.
Springer, 1998.

(b) Hemmerling A. Computability and complexity over structures //
Math. Logic Quarterly, 44, No.1, pp. 1�44, 1998.

(c) Koiran P. Computing over the reals with addition and order //
Theoretical Computer Science, 133, pp. 35�47, 1994.

(d) Gaßner C. The P − DNP problem for in�nite abelian groups //
Journal of Complexity, 17, pp. 574�583, 2001.
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(e) Meer K. A note on P 6= NP � result for a restricted class of real
machines // Journal of Complexity, 8, pp. 451�453, 1992.

(f) Prunescu M. P 6= NP for all in�nite Boolean algebras // Math. Logic
Quarterly, 49, � 2, pp. 210�213, 2003.

(g) Rybalov A. On the P-NP problem over real matrix rings // Theoretical
Computer Science, Vol. 314/1-2, pp. 281�285, 2004.

(h) Ðûáàëîâ À.Í. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
// Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, Ò.45, � 6, Ñ. 1365�1377,
2004.

(i) Ðûáàëîâ À.Í., Ðåëÿòèâèçàöèè âîïðîñà P=NP íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë // Ñèáèðñêèå ýëåêòðîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå èç-
âåñòèÿ, Ò. 1, Ñ. 91�98, 2004.

2. Æåëàòåëüíî áîëåå ïîäðîáíî îïèñàòü, ÷òî òàêîå îáîáùåííûå ðåãèñòðî-
âûå ìàøèíû è ÷åì îíè îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìàòèâàåìûõ ðàíåå ìîäåëåé.
Ìîæíî âûäåëèòü îòäåëüíûé ïàðàãðàô äëÿ ýòîãî.

3. Ëåììà 1 íà ñòð. 147 íåî÷åâèäíà. Òðåáóåòñÿ ÿñíîå è ïîäðîáíîå äîêàçà-
òåëüñòâî.

4. Ïðèìåð 2 íà ñòð. 150. ×òî çà òåñò Ðàáèíà? Èìååòñÿ ââèäó âåðîÿòíîñò-
íûé òåñò Ðàáèíà-Ìèëëåðà? Íå áóäåò ëè ýòîò òåñò îøèáàòüñÿ íà ÷èñëàõ
Êàðìàéêëà? Ïðåäëàãàþ óáðàòü ýòîò ïðèìåð, òàê êàê â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 4 íà íåãî ññûëàþòñÿ êàê íà ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ
ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñåë, è â òî æå âðåìÿ â êîíöå ïðèìåðà ïèøåòñÿ:
¾Ïîýòîìó ðàáîòà ìàøèíû íå çàâåðøèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ¿.
Áîëåå òîãî, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, ïðîâåðêà ïðîñòîòû ÷èñåë ïî-
ðÿäêà n log n ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò n
íàïðÿìóþ, ïîñëåäîâàòåëüíûì äåëåíèåì íà ÷èñëà, ìåíüøèå n. Áåç âñÿ-
êèõ õèòðûõ òåñòîâ. Âåäü îáîáùåííûå ðåãèñòðîâûå ìàøèíû äîëæíû
óìåòü ðåàëèçîâûâàòü êëàññè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè.

5. Îïðåäåëåíèå êëàññà NP íà ñòð. 151 íåêîððåêòíî. ×òî çíà÷èò ¾ñåðòè-
ôèêàò ïîëèíîìèàëüíîé äëèíû¿? Ïîëèíîì, îãðàíè÷èâàþùèé ýòó äëè-
íó ôèêñèðîâàí çàðàíåå?

6. Àâòîðàì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü, ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ òåõíèêó èç äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4, äîêàçàòü, ÷òî â áåñêîíå÷íîé äåêàðòîâîé ñòå-
ïåíè Z èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå àíàëîãîâ êëàññîâ P è NP. Ýòè êëàññû
(à â îáùåì ñëó÷àå åñòü äâà êëàññà NP) îïðåäåëÿþòñÿ, íàïðèìåð, â ñòà-
òüå Õåììåðëèíãà. Åñëè óäàñòüñÿ äîêàçàòü P=NP äëÿ äàííîé ñèñòåìû,
ýòî áóäåò ïðîñòîé åñòåñòâåííûé ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ãäå
P=NP. Õåììåðëèíã â ñâîèõ ðàáîòàõ ñòðîèë òàêèå ñèñòåìû, íî îíè áû-
ëè äîñòàòî÷íî ñëîæíûå è èñêóññòâåííûå. Ýòî ëèøü ïîæåëàíèå, åñëè
äîêàçàòü íå óäàñòüñÿ, ýòî íå áóäåò ïðåïÿòñòâèåì ê ïóáëèêàöèè.
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