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Поставлена и решена задача о течении в поле силы тяжести вязкой жидкости, гра-
ничащей с твердыми стенками. Граница одной из стенок проницаема для жидкости.
На жидкость оказываются периодические по времени воздействия, не имеющие выде-
ленного направления в пространстве. Постановка задачи включает в себя уравнение
Навье–Стокса, уравнение неразрывности и условия на твердых границах жидкости
(на границах стенок). Обнаружен, в частности, гидромеханический эффект, состоя-
щий в том, что жидкость ведет себя парадоксально – на фоне колебаний совершает
стационарное движение в направлении, противоположном направлению ускорения
свободного падения.
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Введение
На протяжении ряда лет успешно ведутся исследования динамики гидромеханических си-
стем при периодических по времени (колебательных, вибрационных) воздействиях (см.,
например, [1 – 4] и представленную там литературу). В частности, теоретически и экспе-
риментально обнаружено явление преимущественно однонаправленного движения сжима-
емых включений в колеблющейся жидкости [1, 5 – 7]; найдено, что вибрационные воздей-
ствия могут приводить к гидромеханическому эффекту – аналогу «маятника Капицы» [8],
– состоящему в том, что в присутствии поля силы тяжести находящееся в жидкости твер-
дое тело совершает «перевернутые» колебания [9]. В настоящей работе рассматривается
новая задача о течении в поле силы тяжести вязкой несжимаемой жидкости, подвергаю-
щейся периодическим по времени воздействиям, характеризующимся отсутствием выде-
ленного направления в пространстве. Установлено, в частности, что жидкость (на фоне
колебаний) может совершать стационарное движение в направлении, противоположном
направлению ускорения свободного падения, то есть «снизу вверх».

Постановка задачи
Имеются вязкая несжимаемая жидкость и вертикальные твердые стенки ΞA , ΞS . Грани-
ца стенки ΞS проницаема для жидкости. Стенка ΞA совершает заданные периодические

1



поступательные колебания вдоль осей X, Y , стенка ΞS – вдоль оси Y инерциальной пря-
моугольной системы координат X, Y, Z. Стенка ΞA ограничена плоскостью X = A , стенка
ΞS – плоскостью X = S (S > A – постоянная). Жидкость заполняет промежуток между
стенками — область Ω: A < X < S (−∞ < Y <∞,−∞ < Z <∞). Требуется определить
плоское периодическое по времени t движение жидкости.

Пусть x = X/S; y = Y/S; z = Z/S;T — период колебаний стенок ΞA , ΞS; τ = t/T ;
A = Ã sin 2πτ (Ã > 0 – постоянная); a = A/S; ε = Ã/S; ex = {1, 0, 0} ; ey = {0, 1, 0};
(dA/dt)ex +UAey — скорость стенки ΞA ; uA = TUA/S = ũA sin(2πτ +ϕ) (ũA ≥ 0, ϕ — пара-
метры); USey — скорость стенки ΞS; uS = TUS/S = ũS sin(2πτ + ψ) (ũS ≥ 0, ψ — парамет-
ры); g = −gey — ускорение свободного падения (g > 0 — постоянная); κ = gT 2/Ã; ρ, ν,V —
соответственно плотность , кинематический коэффициент вязкости и скорость жидкости;
v = TV/S = vx(x, τ)ex + vy(x, τ)ey; P — давление в жидкости; p = T 2P/(ρS2) = p(x, τ);
Re = S2/(νT ) — число Рейнольдса.

Постановка задачи включает в себя уравнение Навье—Стокса, уравнение неразрыв-
ности и условия, которые должны выполняться на границах стенок ΞA , ΞS:

∂v

∂τ
+ (v · ∇)v = −∇p+

1

Re
∆v − εκey в Ω; (1)

∇ · v = 0 в Ω; (2)

v =
da

dτ
ex + uAey при x = a; (3)

v =
da

dτ
ex + uSey при x = 1. (4)

Решение задачи
Из (2)—(4) следует

vx = 2πε cos 2πτ в Ω. (5)

Согласно (1), (3)—(5) имеем

p = 4π2ε(sin 2πτ)x+ p′ в Ω (6)

(p′ — функция τ);

∂vy
∂τ

+ 2πε(cos 2πτ)
∂vy
∂x

=
1

Re

∂2vy
∂x2

− εκ в Ω; (7)

vy = uA при x = a; (8)

vy = uS при x = 1. (9)

Будем рассматривать задачу (7)—(9) при малых по сравнению с единицей значениях
ε. Применим метод разложения по степеням малого параметра (см. [10]). Предположим,
что

vy ∼ v0 + εv1 при ε→ 0. (10)
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Используя (7)—(10), в εN – приближении (N = 0, 1) получим

∂vN
∂τ

+ 2Nπ(cos 2πτ)
∂v0
∂x

=
1

Re

∂2vN
∂x2

−Nκ в Ω̄; (11)

vN = (1−N)uA −N(sin 2πτ)
∂v0
∂x

при x = 0; (12)

vN = (1−N)uS при x = 1, (13)

где Ω̄ – область 0 < x < 1.
Пусть N = 0. Задача (11)—(13) имеет решение

v0 = Imag

[
ũAe

iϕ sh q(1− x) + ũSe
iψ sh qx

sh q
e2πiτ

]
для 0 6 x 6 1. (14)

Здесь q = (1 + i)
√
πRe.

Пусть N = 1. Из (11)—(13) следует

2π

〈
(cos 2πτ)

∂v0
∂x

〉
=

1

Re

d2v̄

dx2
− κ в Ω̄; (15)

v̄ = −
〈

(sin 2πτ)
∂v0
∂x

〉
при x = 0; (16)

v̄ = 0 при x = 1, (17)

где 〈...〉 =
∫ τ+1

τ
... dτ ′; v̄ = 〈v1〉. Задача (11)—(13) имеет решение

v1 = v̄ + Real
(
ṽe4πiτ

)
для 0 6 x 6 1 (18)

(ṽ — функция x).
Используя (14)—(17), найдем

v̄ = − 1

2
κ Re x(1− x) +

+
1

2
Real

{
q

sh q
[ũAe

iϕ(ch q(1− x)− x) + ũSe
iψ((ch q)x− ch qx)]

}
для 0 6 x 6 1. (19)

Формулами
vy = v0 + εv1 (20)

и (5), (6), (14), (18), (19) определяется приближенное решение задачи (1)—(4). Это решение
свидетельствует о наличии ряда необычных, качественно различных (происходящих на
фоне колебаний) стационарных течений жидкости. В частности, для малых по сравнению
с единицей значений η = 1− x : 0 < η 6 η∗ (η∗ � 1 — постоянная), при

ũS = 0;
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Real
(
χeiϕ

)
> 0; (21)

ũA >
κRe

Real (χeiϕ)

(χ = q / sh q) выполняется соотношение

v̄ > 0.

Данное соотношение означает, что жидкость занимающая слой

1− η∗ 6 x < 1

ведет себя парадоксально — на фоне колебаний совершает стационарное движение в на-
правлении, противоположном направлению ускорения свободного падения (то есть «снизу
вверх»). Отметим, что условие (21) для любого значения Re > 0 выполняется, например,
при ϕ = π/4− argχ.

Остановимся на вопросе о среднем по времени течении жидкости при малых по срав-
нению с единицей значениях Re.

Пусть
ũA cosϕ− ũS cosψ 6= 0.

Используя(5), (14), (18) – (20), получим

〈v〉 ∼ 1

2
ε (ũA cosϕ− ũS cosψ) (1− x) ey при Re→ 0. (22)

Согласно (22) (на фоне колебаний) имеет место следующее. При ũA cosϕ − ũS cosψ < 0
жидкость в области Ω̄ движется «сверху вниз» (однако, данное движение существенным
образом отличается от движения, происходящего в отсутствие колебаний стенок); при
ũA cosϕ− ũS cosψ > 0 жидкость в области Ω̄ движется «снизу вверх».

Пусть
ũA cosϕ− ũS cosψ = 0. (23)

Используя (5), (14), (18)—(20), получим

〈v〉 ∼ π

6
ε (F +Gx) (1− x)Re ey при Re→ 0. (24)

Здесь

F = −2ũA sinϕ− ũS sinψ; G = 3
(
ũA sinϕ− ũS sinψ − κ

π

)
.

Согласно (24) (на фоне колебаний) имеет место следующее. При F 6 0, G < 0 и F <
0, G 6 0 жидкость в области Ω̄ движется «сверху вниз»; при F > 0, G > 0 и F > 0, G > 0
жидкость в области Ω̄ движется «снизу вверх»; при F > 0, G < 0, −F/G < 1 жидкость,
занимающая слой 0 < x < −F/G, движется «снизу вверх», а жидкость, занимающая слой
−F/G < x < 1, — «сверху вниз»; при F > 0, G < 0, −F/G > 1 жидкость в области
Ω̄ движется «снизу вверх»; при F < 0, G > 0, −F/G < 1 жидкость, занимающая слой
0 < x < −F/G, движется «сверху вниз», а жидкость, занимающая слой −F/G < x < 1, —
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«снизу вверх»; при F < 0, G > 0, −F/G > 1 жидкость в области Ω̄ движестся «сверху
вниз»; при

F = 0, G = 0 (25)

жидкость в области Ω̄ пребывает в состоянии «левитации» — находясь в поле силы тяже-
сти, (на фоне колебаний) покоится. Отметим, что условия (23), (25) для любого значения
κ > 0 выполняются, например, при ũA = κ / (3π) , ũS = 2κ / (3π) , ϕ = π/2, ψ = 3π/2.

Заключение
Результаты настоящей работы свидетельствуют о том, что в присутствии поля силы тя-
жести оказываемые на жидкость периодические по времени воздействия, не имеющие
выделенного направления в пространстве, способны приводить к эффектам многообразно
проявляющегося необычного, парадоксального поведения жидкости. Причиной обнару-
женных эффектов является согласованность (друг с другом) оказываемых на жидкость
воздействий, что находится в непосредственной связи с принципом среднего движения
(см. [4, 11, 12]).

Представленное в настоящей работе, в частности, может служить теоретической ос-
новой для проведения направленных экспериментальных исследований движения жидко-
сти при периодических по времени воздействиях.
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