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Abstract. In this paper we consider solvability of non–local problems
for loaded pseudoparabolic equation of third order, with combine
problems with integral conditions and problems with Steklov V.A.
conditions with variable coefficients. The existence and uniqueness of
classical solution of considered problem is proved by Riemann’s method.
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1. Введение

В плоскости независимых переменных (x, t) рассмотрим нагруженное урав-
нение в частных производных третьего порядка

Mu ≡ Lu+ γ
∂

∂t

β∫
α

u(x, t)dx = f(x, t), (0.1)

здесь Lu ≡ uxxt + d(x, t)ut + a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u — псевдопарабо-
лический оператор, α, β и γ — заданные постоянные, причем α < β, f(x, t) —
заданная функция.

Нагруженными приятно называть уравнение [1, 2], содержащее некоторую
операцию от следа искомой функции. В настоящее время, в связи с развитием
теории нелокальных задач для уравнений в частных производных нагружен-
ными стали называть и уравнения, содержащие функционал от самого иско-
мого решения [3].
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Уравнениe (0.1) часто называют нагруженным уравнением псевдопараболи-
ческого типа [3], благодаря наличию интегрального слагаемого в правой части.

Нагруженное уравнение (0.1) в случае γ = 0 называют в литературе обоб-
щенным уравнением Аллера [3]. Такого вида уравнения возникают в теории
фильтрации жидкостей в пористых средах [4], не установившегося движения
грунтовых вод со свободной поверхностью [5], в теории влагопереноса в почве
[6], и многих других дисциплинах, связанных с математическим моделирова-
нием.

Отметим, что в работах [7–13, 19, 20] исследованы различные начально–
краевые и нелокальные задачи для линейных псевдопараболических уравнений
третьего порядка.

Смешанные задачи с интегральными условиями для уравнений в частных
производных рассмотрены в работах [14, 15], но при этом, в основном исследо-
вались уравнения второго порядка, как в одномерных [14], так и многомерных
[15] областях.

Данная работа представляет собой исследование разрешимости краевых
задач с интегральными условиями и задачи с нелокальными условиями
В.А.Стеклова с переменными коэффициентами для нагруженного уравнения
вида (0.1).

2. Постановка задач

В области D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим уравнение в
частных производных третьего порядка

Mu ≡ Lu+

l∫
0

k(x, t)u(x, t)dx = f(x, t), (1)

где L — псевдопараболический оператор, a k(x, t) и f(x, t) — заданные функ-
ции.

Нелокальная задача 1. Требуется найти в области D регулярное реше-
ние u(x, t) уравнения (1), удовлетворяющее начальным

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2)

и следующим нелокальным условиям

u(0, t) = λ(t)u(l, t) +

t∫
0

h(t, τ)u(l, τ)dτ, 0 ≤ t ≤ T, (3)

ux(0, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (4)

здесь φ(x), µ2(t), λ(t) и h(t, τ) — заданные функции, непрерывны на [0, l] и
[0, T ], 0 ≤ τ ≤ t, соответственно. Кроме того, удовлетворяют условиям согла-
сования

φ(0) = λ(0)φ(l), φ
′
(0) = µ2(0).

Нелокальная задача 2. Найти регулярное в области D решение u(x, t)
уравнения (1), удовлетворяющее условию (2), и следующим нелокальным усло-
виям

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)u(l, t), 0 ≤ t ≤ T, (5)

ux(l, t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)u(l, t), 0 ≤ t ≤ T, (6)
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здесь φ(x), αi(t), βi(t) – заданные функции, причем

φ
′
(0) = α1(0)φ(0) + α2(0)φ(l), φ

′
(l) = β1(0)φ(0) + β2(0)φ(l).

Отметим что, нелокальное условие (3) предложено впервые в работе
А.И.Кожанова [18], физически оно выражает расход влаги в почвенном слое
от 0 до l.

Нелокальная условия (5) и (6) являются условия В.А.Стеклова первого клас-
са [16], которые естественным образом возникают при решении многих при-
кладных задач (см. например [16, 17]).

Здесь и ниже под регулярным в области D решением уравнения (1) под-
разумевается функция u(x, t), непрерывная в D вместе со своими частными
производными, входящими в уравнение, и обращающая его в тождество.

3. Разрешимость нелокальной задачи 1

Обозначим через Ck,l(D) класс функций u(x, t), непрерывных вместе со
своими частными производными порядка ∂m+nu/∂xm∂tn для всех m =
0, 1, 2, ..., k; n = 0, 1, 2, ..., l; где Ck,0(D) = C0,k(D) = Ck(D) и C0,0(D) = C(D).

Смешанную задачу (1)–(4) исследуем в пространстве C2,1(D)
∩
C1,0(D) и в

этом случае будем требовать выполнение следующих условий:

Условие 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) для всех (x, t) ∈ D удов-
летворяют условиям

a(x, t) ∈ C1,0(D) ∩ C2,0(D); b(x, t) ∈ C(D) ∩ C1,0(D), c(x, t) ∈ C(D);

d(x, t) ∈ C(D) ∩ C0,1(D). Кроме того, d(x, t) < 0 для любой (x, t) ∈ D.

Условие 2. Пусть заданные функции φ(x), λ(t), h(τ, t), k(x, t), и f(x, t)
удовлетворяют условиям φ0(x) ∈ C1[0, l] ∩ C2(0, l); λ(t), h(τ, t) ∈ C[0, T ];
µ2(t) ∈ C1[0, T ]; f(x, t), k(x, t) ∈ C(D).

Имеет место следующая теорема о разрешимости нелокальной задачи 1.

Теорема 1. Если выполнены Условие 1 и Условие 2. Тогда нелокальной задачи
1 разрешима и притом единственном образом.

Доказательство. Справедливость сформулированной выше теоремы докажем
методом Римана [7].

10. Введем оператор L∗, сопряженный с оператором L :

L∗v ≡ −vxtx − (dv)t + (av)xx − (bv)x + cv.

Очевидно, что оператор L∗ определен на функциях v(x, t), имеющих следу-
ющую гладкость: v(x, t) ∈ C1,0(D), v(x, t) ∈ C0,0(D) и v(x, t) ∈ C2,1(D).

Определим аналог функции Римана v = v(x, t; ξ, τ) следующими требовани-
ями:

L∗v = 0, ∀(x, t) ∈ D (7)

v(ξ, t; ξ, τ) = 0, vx(ξ, t; ξ, τ) = exp


t∫

τ

a(ξ, τ1)dτ1

 , (8)

v(x, τ ; ξ, τ) = ω(x, τ), (9)
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где ω(x, τ) — решение задачи Коши:

vxx(x, τ ; ξ, τ) + (dv)(x, τ ; ξ, τ) = 0,

v(ξ, τ ; ξ, τ) = 0, vx(ξ, τ ; ξ, τ) = 1, (10)

a (ξ, τ) — произвольная фиксированная точка из области D.

20. Для доказательство разрешимости нелокальной задачи 1 исследуем вспо-
могательную задачу Гурса для уравнения (1). Требуется найти функцию
u(x, t), являющуюся в области D регулярным решением уравнения (1) и удо-
влетворяющую начальному условию (2) и граничным условиям

u(0, t) = µ1(t), ux(0, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (11)

где µ1(t) — пока неизвестная функция, и при этом будем предполагать, что
µ1(0) = φ(0).

Известно (см. например [20]), что если функции

φ(x) ∈ C1[0, l] ∩ C2(0, l), µi(t) ∈ C1[0, T ], i = 1, 2,

то решение задачи Гурса (1), (2), (11) существует и единственно.
Нетрудно проверить, что имеет место тождество

vLu− uL∗v =
∂P

∂x
+

∂Q

∂t
+ v

l∫
0

k(x, t)u(x, t)dx, (12)

здесь
P = vuxt + uvxt + avux − (av)xu+ bvu; Q = −vxux + duv.

Предположим, что P, Q непрерывны в области D, а Px, Qt непрерывны и
ограничены в D. Проинтегрируем тождество (12) по области D0 = {(x1, t1) :
x0 < x1 < x, t0 < t1 < t}, имеем

t∫
t0

x∫
x0

(vLu− uL∗v)dx1dt1 =

t∫
t0

x∫
x0

{
∂P

∂x
+

∂Q

∂t
+ v

l∫
0

k(x, t)u(x, t)dx

}
dx1dt1, (13)

С учетом определения функции Римана v = v(x, t; ξ, τ) из формулы (13) легко
получим интегральное представление

u(x, t) = vx(x0, t;x, t)u(x0, t) +

x∫
x0

[vx(ξ, t0;x, t)− d(ξ, t0)v(ξ, t0;x, t)]u(ξ, t0)]dξ−

−
t∫

t0

[v(x0, τ ;x, t)uxt(x0, τ) + a(x0, τ)v(x0, τ ;x, t)ux(x0, τ)]dτ−

−
t∫

t0

[vxt(x0, τ ;x, t)− (av)x(x0, τ ;x, t) + (bv)(x0, τ ;x, t)]u(x0, τ)dτ−

−
x∫

x0

dx1

t∫
t0

v(ξ, τ ;x, t)

{
f(ξ, τ) +

l∫
0

k(x, τ)u(x, τ)dx

}
dτdξ, (14)

где (x0, t0) — произвольная фиксированная точка из D0.
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Формулу (14) можно рассматривать как представление общего решения
уравнения (1), если считать, что u(x0, t), ux(x0, t) и u(x, t0) – произвольные
непрерывно дифференцируемые функции.

Используя представление (14) при x0 = t0 = 0, и учитывая условия (2) и
(11) получим

u(x, t) = vx(0, t;x, t)µ1(t)− v(0, t;x, t)µ2(t) + v(0, 0;x, t)φ
′
(0)+

+

x∫
0

[vx(ξ, 0;x, t)φ
′
(ξ)− d(ξ, 0)v(ξ, 0;x, t)φ(ξ)]dξ−

−
t∫

0

[vxt(0, τ ;x, t)− (av)x(0, τ ;x, t) + (bv)(0, τ ;x, t)]µ1(τ)dτ+

+

t∫
0

[vt(0, τ ;x, t) + a(0, τ)v(0, τ ;x, t)]µ2(τ)dτ−

−
x∫

0

t∫
0

v(ξ, τ ;x, t)

{
f(ξ, τ) +

l∫
0

k(x, τ)u(x, τ)dx

}
dτdξ, (15)

Формула (15) устанавливает взаимно–однозначное соответствие между ре-
гулярным решением u(x, t) уравнения (1) и значениями

f(x, t) ∈ C(D), φ(x) ∈ C1[0, l] ∩ C2(0, l), µ1(t), µ2(t) ∈ C1[0, T ].

30. В уравнение (1) введем обозначение

µ(t) =

l∫
0

k(x, t)u(x, t)dx, µ(0) =

l∫
0

k(x, 0)φ(x)dx, (16)

где µ(t) — пока неизвестная функция.
Учитывая (16) представление (15) перепишем в виде

u(x, t) = vx(0, t;x, t)µ1(t)− v(0, t;x, t)µ2(t)−
t∫

0

k1(τ ;x, t)µ1(τ)dτ+

+

t∫
0

k2(τ ;x, t)µ2(τ)dτ −
x∫

0

t∫
0

v(ξ, τ ;x, t)µ(τ)dτdξ + g(x, t), (17)

здесь
k1(τ ;x, t) = vxt(0, τ ;x, t)− (av)x(0, τ ;x, t) + (bv)(0, τ ;x, t);

k2(τ ;x, t) = vt(0, τ ;x, t) + a(0, τ)v(0, τ ;x, t);

g(x, t) =

x∫
0

[vx(ξ, 0;x, t)φ
′
(ξ)− d(ξ, 0)v(ξ, 0;x, t)φ(ξ)]dξ+

+v(0, 0;x, t)φ
′
(0)−

x∫
0

t∫
0

v(ξ, τ ;x, t)f(ξ, τ)dτdξ.
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Сначала умножим (17) на k(x, t), полученное при этом выражение интегри-
руем по x в пределах от 0 до l, получим

l∫
0

k(x, t)u(x, t)dx = µ1(t)

l∫
0

k(x, t)vx(0, t;x, t)dx− µ2(t)

l∫
0

k(x, t)v(0, t;x, t)dx−

−
t∫

0

µ1(τ)

( l∫
0

k(x, t)k1(τ ;x, t)dx

)
dτ +

t∫
0

µ2(τ)

( l∫
0

k(x, t)k2(τ ;x, t)dx

)
dτ−

−
t∫

0

µ(τ)

( l∫
0

k(x, t)dx

x∫
0

v(ξ, τ ;x, t)dξ

)
dτ +

l∫
0

k(x, t)g(x, t)dx, (18)

В силу (16) получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода относи-
тельно функции µ(t) :

µ(t) +

t∫
0

K(τ, t)µ(τ)dτ = γ(t), (19)

здесь

K(τ, t) =

l∫
0

k(x, t)

( x∫
0

v(ξ, τ ;x, t)dξ

)
dx;

γ(t) = µ1(t)

l∫
0

k(x, t)vx(0, t;x, t)dx− µ2(t)

l∫
0

k(x, t)v(0, t;x, t)dx−

−
t∫

0

µ1(τ)

( l∫
0

k(x, t)k1(τ ;x, t)dx

)
dτ +

t∫
0

µ2(τ)

( l∫
0

k(x, t)k2(τ ;x, t)dx

)
dτ+

+

l∫
0

k(x, t)g(x, t)dx. (20)

которое безусловно и однозначно разрешимо.
Находя из интегрального уравнения (19) функцию µ(t) ∈ C[0, T ] :

µ(t) = γ(t) +

t∫
0

R(τ, t)γ(τ)dτ, (21)

где R(τ, t) – резольвента ядра K(τ, t).
Учитывая (20) из решения (21) интегрального уравнения (19), имеем

µ(t) = µ1(t)

l∫
0

k(x, t)vx(0, t;x, t)dx− µ2(t)

l∫
0

k(x, t)v(0, t;x, t)dx−

−
t∫

0

K1(τ, t)µ1(τ)dτ +

t∫
0

K2(τ, t)µ2(τ)dτ + γ1(t),
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здесь

K1(τ, t) =

l∫
0

k(x, t)k1(τ ;x, t)dx+R(τ, t)

l∫
0

k(x, t)vx(0, t;x, t)dx−

−
t∫

τ

R(s, t)

( l∫
0

k(x, s)k1(s;x, τ)dx

)
ds;

K2(τ, t) =

l∫
0

k(x, t)k2(τ ;x, t)dx−R(τ, t)

l∫
0

k(x, t)v(0, t;x, t)dx−

−
t∫

τ

R(s, t)

( l∫
0

k(x, s)k2(s;x, τ)dx

)
ds;

γ1(t) =

l∫
0

k(x, t)γ(x, t)dx+

t∫
0

R(τ, t)

( l∫
0

k(x, τ)γ(x, τ)dx

)
dτ.

Найденное значение µ(t) подставляем в (17), получим

u(x, t) = vx(0, t;x, t)µ1(t)− v(0, t;x, t)µ2(t)−
t∫

0

k1(τ ;x, t)µ1(τ)dτ+

+

t∫
0

k2(τ ;x, t)µ2(τ)dτ −
x∫

0

dξ

t∫
0

K3(ξ, τ ;x, t)µ1(τ)dτ−

−
x∫

0

dξ

t∫
0

K4(ξ, τ ;x, t)µ2(τ)dτ + g2(x, t), (22)

где

K3(ξ, τ ;x, t) = v(ξ, τ ;x, t)

l∫
0

k(x, τ)vx(0, τ ;x, τ)dx−
t∫

τ

v(ξ, s;x, t)K1(s, τ)ds;

K4(ξ, τ ;x, t) = v(ξ, τ ;x, t)

l∫
0

k(x, τ)v(0, τ ;x, τ)dx−
t∫

τ

v(ξ, s;x, t)K2(s, τ)ds;

g2(x, t) = g(x, t) +

x∫
0

dξ

t∫
0

v(ξ, τ ;x, t)γ1(τ)dτ.

Представление (22) перепишем в виде

u(x, t) = vx(0, t;x, t)µ1(t)−
t∫

0

p(τ ;x, t)µ1(τ)dτ + g2(x, t), (23)

где p(τ ;x, t) = k1(τ ;x, t) −
x∫
0

K1(ξ, τ ;x, t)dξ; а g2(x, t) — выражается через

известными функциями.
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В силу нелокальных условий (3) находим неизвестные функции µ1(t) удо-
влетворяющие условиям

µ1(t) = λ(t)u(l, t) +

t∫
0

h(τ, t)u(l, τ)dτ, (24)

При x = l из формулу (23) имеем

u(l, t) = vx(0, t; l, t)µ1(t)−
t∫

0

p(τ ; l, t)µ1(τ)dτ + g2(l, t). (25)

Умножим последнее выражение на h(τ, t), и проинтегрируем по τ от 0 до t,
получим

t∫
0

h(τ, t)u(l, τ)dτ =

t∫
0

{
h(τ, t)vx(0, τ ; l, τ)−

t∫
τ

h(s, t)p(s; l, τ)ds

}
µ1(τ)dτ+

+

t∫
0

h(τ, t)g2(l, τ)dτ.

Умножим выражение (25) на λ(t), учитывая последнее равенство, в силу
условия (24) имеем

[1− λ(t)vx(0, t; l, t)]µ1(t) = λ(t)g2(l, t) +

t∫
0

h(τ, t)g2(l, τ)dτ+

+

t∫
0

{
−λ(t)p(τ ; l, t) + h(τ, t)vx(0, τ ; l, τ)−

t∫
τ

h(s, t)p(s; l, τ)ds

}
µ1(τ)dτ. (26)

Таким образом, вопрос о разрешимости нелокальной задачи 1 сведен к раз-
решимости интегральных уравнений (19) и (26). Система интегральных урав-
нений (19) и (26) является системой интегральных уравнений Вольтерра вто-
рого рода, которая имеет единственное решение µ(t) и µ1(t) в классе C1[0, T ].

�

4. Разрешимость нелокальной задачи 2

В этом разделе изучим вопрос о сведении нелокальной задачи 2 к системе
интегральных уравнений. Нелокальную задачу 2 исследуем в классе функций
C2,1(D) ∩ C1,0(D) и потребуем выполнение Условия 1 и следующего условия:

Условие 3. Пусть заданные функции f(x, t), k(x, t), φ(x), α1(t), α2(t), β1(t),
β2(t) удовлетворяют условиям f(x, t), k(x, t) ∈ C(D), φ(x) ∈ C1[0, l]∩C2(0, l);
α1(t), α2(t), β1(t), β2(t) ∈ C1[0, T ] и α2(t) ̸= 0, β2(t) ̸= 0.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Если выполнены Условие 1 и Условие 3, то нелокальная задача 2
имеет единственное регулярное в области D решение.
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Доказательство. Для этого из (22) при x = l находим

u(l, t) = vx(0, t; l, t)µ1(t)− v(0, t; l, t)µ2(t)−

−
t∫

0

{k1(τ ; l, t)−
l∫

0

K3(ξ, τ ; l, t)dξ}µ1(τ)dτ+

+

t∫
0

{k2(τ ; l, t)−
l∫

0

K4(ξ, τ ; l, t)dξ}µ2(τ)dτ + g2(l, t), (27)

Умножим (27) на α2(t) и в силу условии (5), находим соотношения между
функциями µ1(t) и µ2(t) :

[α2(t) + α2(t)vx(0, t; l, t)]µ1(t)− [1 + α2(t)v(0, t; l, t)]µ2(t) =

=

t∫
0

α2(t)

{
k1(τ ; l, t)−

l∫
0

K3(ξ, τ ; l, t)dξ

}
µ1(τ)dτ−

−
t∫

0

α2(t)

{
k2(τ ; l, t)−

l∫
0

K4(ξ, τ ; l, t)dξ

}
µ2(τ)dτ − α2(t)g2(l, t), (28)

или

A11(t)µ1(t)+A12(t)µ2(t) =

t∫
0

K11(τ, t)µ1(τ)dτ+

t∫
0

K12(τ, t)µ2(τ)dτ+γ1(t), (29)

здесь

A11(t) = α1(t) + α2(t)vx(0, t; l, t); A12(t) = −1− α2(t)v(0, t; l, t)

;

K11(τ, t) = α2(t)

{
k1(τ ; l, t)−

l∫
0

K3(ξ, τ ; l, t)dξ

}
;

K12(τ, t) = −α2(t)

{
k2(τ ; l, t)−

l∫
0

K4(ξ, τ ; l, t)dξ

}
.

Теперь дифференцируем (22) по x, при x = l получим равенство

ux(l, t) = vxx(0, t; l, t)µ1(t)− vx(0, t; l, t)µ2(t)−

−
t∫

0

{
k1x(τ ; l, t) +K3(l, τ ; l, t)−

l∫
0

K3x(ξ, τ ; l, t)dξ

}
µ1(τ)dτ+

+

t∫
0

{
k2x(τ ; l, t)−K4(l, τ ; l, t)−

l∫
0

K4x(ξ, τ ; l, t)dξ

}
µ2(τ)dτ + g2x(l, t), (30)

Умножим обе части (27) почленно на β2(t) и сложив полученное равенство
с выражением (30) в силу условие (6) получим

A21(t)µ1(t)+A22(t)µ2(t) =

t∫
0

K21(τ, t)µ1(τ)dτ+

t∫
0

K22(τ, t)µ2(τ)dτ+γ2(t), (31)
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где
A21(t) = vxx(0, t; l, t)− β2(t)vx(0, t; l, t)− β1(t);

A22(t) = −vx(0, t; l, t) + β2(t)v(0, t; l, t);

K21(τ, t) = k1x(τ ; l, t) +K3(l, τ ; l, t)− β2(t)k1(τ ; l, t)−

−
l∫

0

{
K3x(ξ, τ ; l, t)− β2(t)K3(ξ, τ ; l, t)

}
dξ;

K22(τ, t) = −k2x(τ ; l, t) +K4(l, τ ; l, t)− β2(t)k2(τ ; l, t)+

+

l∫
0

{
K4x(ξ, τ ; l, t)− β2(t)K4(ξ, τ ; l, t)

}
dξ; γ2(t) = β2(t)g2(l, t)− g2x(l, t).

Таким образом, вопрос о разрешимости нелокальной задачи 2 редуцирован к
вопросу разрешимости системы интегральных уравнений (29), (31).

Систему интегральных уравнений (29), (31) перепишем в виде

A(t)µ(t) =

t∫
0

K(τ, t)µ(τ)dτ + g(t), (32)

здесь

A(t) =

(
A11(t) A12(t)

A21(t) A22(t)

)
K(τ, t) =

(
K11(t) K12(t)

K21(t) K22(t)

)
µ(t) = (µ1(t), µ2(t))

−1, γ(t) = (γ1(t), γ2(t))
−1.

В силу леммы, доказанной в работе [7], убедимься, что det|A(t)| ≠ 0,
0 ≤ t ≤ T. Поэтому система интегральных уравнений (32) является системой
интегральных уравнений Вольтерра второго рода, которая безусловно разре-
шима. Находим из системы интегральных уравнений µ1(t) и µ2(t) ∈ C1[0, T ] и
подставив в представление (22), получим решение нелокальной задачи 2. �

В заключение отметим, что при нарушении условие на коэффициент d(x, t)
уравнения (1), как показывает ниже пример, что нелокальная задача 1 может
оказаться некорректно поставленной.

Пример 1. Функция u(x, t) = t cos 2kx (k ∈ Z) в области
D = {(x, t) : 0 < x < π, 0 < t < T} удовлетворяет уравнению

uxxt + (2k)2ut =

π∫
0

u(x, t)dx,

и следующим граничным условиям

u(x, 0) = 0, ux(π, t) = 0, u(0, t) =

(
1− t

2

)
u(π, t) +

t∫
0

u(π, τ)dτ.
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Приведенный пример показывает, что нарушение условие d(x, t) < 0
может привести к нарушению единственности решения нелокальной задачи 1.

Аналогичный результат имеет место и для нелокальной задачи 2.
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