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Abstract. Some time ago M.A. Patrakeev asked the following question.
Let A and B be zero-measure subsets of the unit segment. Let ϕ be
bijection betweenA andB. Denote by S(A,B,ϕ) the union of all segments
in the plane with the endpoints (a, 0) and (ϕ(a), 1) for some a ∈ A.
The question is what the measure of the set S(A,B,ϕ). We answer this
question.

Keywords: measure, plane.

1. Ââåäåíèå

Â 2019 ãîäó íà ñåìèíàðå îòäåëà òîïîëîãèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõà-
íèêè ÓðÎ ÐÀÍ Ì.À. Ïàòðàêååâ çàäàë ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Â åäèíè÷íîì îòðåçêå âûáèðàþòñÿ ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà A è B ìåðû
íóëü. Ìåæäó A è B óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ áèåêöèÿ ϕ. Äàëåå äëÿ êàæ-
äîãî a ∈ A íà ïëîñêîñòè ïðîâîäèòñÿ îòðåçîê ñ êîíöàìè (a, 0) è (ϕ(a), 1). Îáú-
åäèíåíèå âñåõ òàêèõ îòðåçêîâ îáîçíà÷àåòñÿ S(A,B,ϕ). Êàêóþ ìåðó ìîæåò èìåòü
ìíîæåñòâî S(A,B,ϕ)?

Lipin, A.E., The problem on the measure of the union of line segments in the plane

with restrictions on the set of their ends.
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Âîïðîñ êîñâåííûì îáðàçîì ïðîèñõîäèò èç êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êàêåÿ îá
èãîëêå [1], ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. ðàçäåë 2.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäå-
íèé.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà A,B ⊆ [0, 1] ìåðû íóëü è áèåêöèÿ ϕ :
A ↔ B òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî S(A,B,ϕ) ñîäåðæèò îòêðûòûé åäèíè÷íûé
êâàäðàò ]0, 1[×]0, 1[.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë 0 ≤ m∗ ≤ m∗ ≤ 1 ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà
A,B ⊆ [0, 1] ìåðû íóëü è áèåêöèÿ ϕ : A ↔ B òàêèå, ÷òî µ∗S(A,B, ϕ) = m∗ è
µ∗S(A,B,ϕ) = m∗.

Çäåñü µ∗ è µ
∗ îáîçíà÷àþòñÿ âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ìåðû Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè

ñîîòâåòñòâåííî.
Êðàòêî îáðèñóåì ñõåìó çàâèñèìîñòåé ìåæäó ðàçäåëàìè ñòàòüè. Â ðàçäåëå

3 ìû ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà, à â ðàçäåëå 4 äîãîâîðèìñÿ î òåð-
ìèíîëîãèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ðàçäåëàõ 5-7. Ðàçäåëû 5, 6 è 7 ïîñâÿùåíû
äîêàçàòåëüñòâó êëþ÷åâûõ ëåìì 1, 5 è 7 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû 5 îïèðàåòñÿ íà ëåììó 1. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 8 ìû âûâåäåì èç ëåìì
5 è 7 çàÿâëåííûå òåîðåìû.

2. Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Çàäà÷à îá èãîëêå, ñôîðìóëèðîâàííàÿ Ñ. Êàêåÿ â 1917 ãîäó, ñîñòîèò â îïðåäå-
ëåíèè ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû, â êîòîðîé åäèíè÷íûé îòðåçîê
("èãîëêó") ìîæíî ðàçâåðíóòü íà 180 ãðàäóñîâ, âåðíóâ ïðè ýòîì â èñõîäíîå
ïîëîæåíèå.

Èçíà÷àëüíî ðå÷ü øëà òîëüêî î âûïóêëûõ ôèãóðàõ, è â ýòîé ôîðìóëèðîâêå
ïðîáëåìó ðåøèë â 1920 ãîäó Ä. Ïàë: èñêîìûé ìèíèìóì ðàâåí 1√

3
, à ïðèìåð, íà

êîòîðîì îí äîñòèãàåòñÿ � ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê âûñîòû 1 [2]. Áåç óñëîâèÿ
âûïóêëîñòè çàäà÷à áûëà ðåøåíà â 1928 ãîäó À. Áåçèêîâè÷åì: âûÿñíèëîñü, ÷òî
ïëîùàäü òàêîé ôèãóðû ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëà [3].

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå Áåçèêîâè÷à èãðàåò ïîñòðîåííîå èì êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû, ñîäåðæàùåå åäèíè÷íûé îòðåçîê â ëþáîì
íàïðàâëåíèè. Ìíîæåñòâà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè (îáû÷íî çà èñêëþ÷åíèåì ñâîé-
ñòâà èìåòü ìåðó íóëü) òåïåðü íàçûâàþò ìíîæåñòâàìè Áåçèêîâè÷à.

Âàðèàöèè è îáîáùåíèÿ çàäà÷è îá èãîëêå èññëåäóþòñÿ ïî ñåé äåíü. Èíòåðåñåí
âîïðîñ Êàêåÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïëîñêóþ ôèãóðó. Â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 èãîëêó ìîæíî ðàçâåðíóòü:

• âíóòðè ôèãóðû ïëîùàäè ìåíüøå ε, è ïðè ýòîì íàõîäÿùåéñÿ â êðóãå
ðàäèóñà 2 + ε (Õ. Äæ. Âàí Àëüôåí, 1941 [4]);
• âíóòðè îäíîñâÿçíîé ôèãóðû ïëîùàäè ìåíüøå π

108 + ε, ñîäåðæàùåéñÿ â
êðóãå ðàäèóñà 1 (Ô. Êàííèíãåì, 1971 [5]).

Â 1971 ãîäó Ð. Äýâèñ äîêàçàë, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî Áåçèêîâè÷à íà ïëîñ-
êîñòè èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü 2 [6]. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, âåðíî ëè
åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîãî ôàêòà, òî åñòü ãèïîòåçà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî n ëþáîå ìíîæåñòâî Áåçèêîâè÷à â ïðîñòðàíñòâå Rn èìååò õàóñäîð-
ôîâó ðàçìåðíîñòü n. Ýòà ãèïîòåçà èçâåñòíà êàê ãèïîòåçà Êàêåÿ. Â 1995 ãîäó
Ò. Âîëüôô ïîêàçàë [7], ÷òî äëÿ âñåõ n > 1 ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Áåçèêîâè÷à
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â Rn íå ìåíüøå, ÷åì n
2 + 1. Â 2002 ãîäó Í. Êàö è Ò. Òàî äîêàçàëè [8] îöåí-

êó (2 −
√
2)(n − 4) + 3, êîòîðàÿ ëó÷øå ïðè n ≥ 5. Íàêîíåö, óæå â 2019 ãîäó

Êàö è Äæ. Çàë äîêàçàëè [9] ñóùåñòâîâàíèå ε > 0 òàêîãî, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî
Áåçèêîâè÷à â R3 èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü íå ìåíåå 5

2 + ε.
Îñòàåòñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè â Rn êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

íóëåâîé ìåðû, êîòîðîå äëÿ êàæäîãî k-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèò ïà-
ðàëëåëüíûé ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó k-ìåðíûé åäèíè÷íûé äèñê. Â 1997 ãîäó
Äæ. Áóðãåéí äîêàçàë [10], ÷òî ïðè 2k−1+k > n òàêîãî ìíîæåñòâà íå ñóùåñòâó-
åò. Ïðèìåðû òàêèõ ìíîæåñòâ ïðè k > 1 íåèçâåñòíû.

Êîíñòðóêöèÿ ìíîæåñòâà Áåçèêîâè÷à íåîæèäàííûì îáðàçîì íàøëà ïðèìå-
íåíèå â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå: â 1971 ãîäó ×.Ë. Ôåôôåðìàí, èñïîëüçóÿ åå,
äîêàçàë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè áîëåå 1 óñå÷åííûå èíòåãðàëû Ôóðüå,
âçÿòûå ïî øàðàì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ñ ðàäèóñàìè, ñòðåìÿùèìè-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìîãóò íå ñõîäèòüñÿ ïî íîðìå Lp ïðè p 6= 2 (òîãäà êàê â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå òàêèå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ) [11].

Ñëåäóåò óïîìÿíóòü åùå îäèí ïðèìåð ìíîæåñòâà, ïàðàäîêñàëüíîãî â ñìûñëå
ìåðû è èíîãäà óïîìèíàåìîãî âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì Áåçèêîâè÷à. Ïîäìíîæåñòâî
N åäèíè÷íîãî êâàäðàòà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Íèêîäèìà, åñëè ïëîùàäü N
ðàâíà 1 è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ N ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ l òàêàÿ, ÷òî N ∩ l = {x}.
Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà ñ ýòèì ñâîéñòâîì áûëî äîêàçàíî â 1927 ãîäó Î. Íè-
êîäèìîì. Óäèâèòåëüíîå ñëåäñòâèå: íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî
îòêðûòûõ ëó÷åé, ÷òî ìåðà åãî îáúåäèíåíèÿ ðàâíà íóëþ, íî ìíîæåñòâî íà÷àë
ëó÷åé ýòîãî ñåìåéñòâà èìååò ïîëíóþ ìåðó [12][Ñ. 67].

Ìíîæåñòâî S(A,B, ϕ) ⊆ [0, 1]× [0, 1], êîòîðîå ìû ñòðîèì â ýòîé ðàáîòå, òîæå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó ïàðàäîêñàëüíûì: îíî ìàëî â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîêðû-
âàåòñÿ ñåìåéñòâîì îòðåçêîâ ñ îáîçíà÷åííûì âî âòîðîì àáçàöå ââåäåíèÿ îãðà-
íè÷åíèåì, íî â ñìûñëå ìåðû åãî ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì, è äàæå ïîëíîñòüþ
çàïîëíÿþùèì îòêðûòûé åäèíè÷íûé êâàäðàò.

3. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

• := � ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ;
• ω � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë;
• [x, y] � îòðåçîê ñ êîíöàìè x è y. Ïðè ýòîì ìîæåò èäòè ðå÷ü îá îòðåçêå
êàê íà ïðÿìîé, òàê è íà ïëîñêîñòè;

• ]a, b[ � èíòåðâàë ñ êîíöàìè a è b. Îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ âî èçáåæà-
íèå ïóòàíèöû ñ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé (a, b);

• (ai : i ∈ I) � îïðåäåëåííîå íà I îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó i ∈ I
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ai. Îáîçíà÷àåìûå òàê îòîáðàæåíèÿ ìû áóäåì
íàçûâàòü èíäåêñèðîâàííîñòÿìè;

• 2<ω � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì {0, 1};
• 2ω � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä àëôàâèòîì {0, 1};
• ïóñòîå ñëîâî îòîæäåñòâÿåòñÿ ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì ∅;
• äëÿ âñÿêîãî ñëîâà u ∈ 2<ω è ëþáîãî ñèìâîëà c ∈ {0, 1} ñëîâî, êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê ñëîâó u ñïðàâà ñèìâîëà c, îáîçíà÷àåòñÿ
uc;

• u � v � ñëîâî u åñòü íà÷àëî ñëîâà v ∈ 2<ω èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
v ∈ 2ω;

• |u| � äëèíà ñëîâà u;
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• µ � ìåðà Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè;
• µ∗, µ∗ � âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòâåò-
ñòâåííî;
• len(I) � äëèíà ïðîìåæóòêà I ⊆ R;
• |A|, #A � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A;
• c � êàðäèíàë êîíòèíóóì. Îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ìåíüøèõ îð-
äèíàëîâ;
• Åñëè f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå A, òî f [A] îáîçíà÷àåòñÿ
ìíîæåñòâî {f(a) : a ∈ A}.

4. Äåðåâüÿ è ε-êàíòîðîâû ìíîæåñòâà

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [13][ñ. 114].

Îïðåäåëåíèå 1. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (T,≤) íàçûâàåòñÿ äå-
ðåâîì, åñëè ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò è äëÿ âñÿêîãî x ∈ T ìíîæåñòâî
{y ∈ T : y < x} âïîëíå óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ≤.

Êàê ïðàâèëî ìû áóäåì âìåñòî çàïèñè (T,≤) èñïîëüçîâàòü ôîðìàëüíî íåêîð-
ðåêòíîå îáîçíà÷åíèå T , ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ïîðÿäîê íà T ôèêñèðîâàí ëèáî íåâà-
æåí.

Ê äåðåâüÿì â íàøåì ñìûñëå ïðèìåíÿåòñÿ ïî÷òè òà æå òåðìèíîëîãèÿ, ÷òî è
ê íàïðàâëåííûì äåðåâüÿì â òåîðèè ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü T � äåðåâî.

• Ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ öåïè â äåðåâå íàçûâàþòñÿ åãî âåòâÿìè.
• Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè äåðåâà T .
• Âåðøèíà y íàçûâàåòñÿ ñûíîì âåðøèíû x, åñëè x < y è íå ñóùåñòâóåò
âåðøèíû z, äëÿ êîòîðîé áûëî áû âåðíî x < z < y.
• Âåðøèíà, íå èìåþùàÿ ñûíîâåé, íàçûâàåòñÿ ëèñòîì.
• Âåðøèíà, èìåþùàÿ áîëåå îäíîãî ñûíà, íàçûâàåòñÿ âåòâëåíèåì.
• Åñëè âåðøèíà x òàêîâà, ÷òî íèêàêàÿ âåðøèíà y ≥ x íå ÿâëÿåòñÿ
âåòâëåíèåì, òî ãîâîðÿò, ÷òî x � àòîì.
• Ìíîæåñòâî E ⊆ T íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â T , åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ T
ñóùåñòâóåò y ∈ E òàêîå, ÷òî y ≥ x.

Â ýòîé ðàáîòå áóäóò âîçíèêàòü òîëüêî äåðåâüÿ, ïîðÿäêîâûé òèï âåòâåé êî-
òîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ω. Äëÿ íàñ äåðåâüÿ èíòåðåñíû ïðåæäå âñåãî êàê óäîáíîå
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ äëÿ ñõåì ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü T � äåðåâî. Èíäåêñèðîâàííîñòü (Hx : x ∈ T ) íàçû-
âàåòñÿ ñõåìîé ìíîæåñòâ, åñëè äëÿ âñÿêèõ âåðøèí x, y ∈ T :

• åñëè x ≤ y, òî Hx ⊇ Hy;
• åñëè æå x è y íåñðàâíèìû â ñìûñëå ïîðÿäêà ≤, òî Hx ∩Hy = ∅.

Åñëè ê òîìó æå (T,≤) = (2<ω,�), òî ñõåìà ìíîæåñòâ (Hx : x ∈ T )
íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâîé.

Îïðåäåëåíèå êàíòîðîâîé ñõåìû òàêæå ìîæíî íàéòè â [14][ñ. 31].
Îñòàòîê ðàçäåëà ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ε-êàíòîðîâà ìíîæåñòâà. Ìû äåëàåì

ýòî íàñòîëüêî ïîäðîáíî ëèøü ïîòîìó, ÷òî íàì íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü îáî-
çíà÷åíèÿ. ×èòàòåëü, æåëàþùèé ñíà÷àëà ïîëó÷èòü íåôîðìàëüíîå îáúÿñíåíèå,
ìîæåò ñîñòàâèòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîíÿòèè ε-êàíòîðîâà ìíîæåñòâà èç
ïðåäïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü I = [a, b] ⊆ R è 0 < ε < 1. Îáîçíà÷èì lε(I) è rε(I)
òî÷êè, äåëÿùèå îòðåçîê I íà òðè ÷àñòè â îòíîøåíèè 1−ε

2 : ε : 1−ε
2 , òî åñòü

lε(I) := a+b
2 −

ε
2 (b − a) è rε(I) := a+b

2 + ε
2 (b − a). Ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûå

îòðåçîê I äåëèòñÿ òî÷êàìè lε(I) è rε(I), îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Lε(I) := [a, lε(I)];
• Mε(I) :=]lε(I), rε(I)[;
• Rε(I) := [rε(I), b].

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü I � îòðåçîê â R è 0 < ε < 1. Äëÿ âñÿêîãî u ∈ 2<ω

îïðåäåëèì îòðåçîê (I, u)ε ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî u.
Áàçà èíäóêöèè: (I, ∅)ε := I.
Øàã èíäóêöèè: (I, u0)ε := Lε((I, u)ε) è (I, u1)ε := Rε((I, u)ε).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ îòðåçêå I è 0 < ε < 1 èíäåêñèðîâàííîñòü ((I, u)ε :
u ∈ 2<ω) åñòü êàíòîðîâà ñõåìà ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü I � îòðåçîê â R è 0 < ε < 1.
Ïîëîæèì Kε(I) :=

⊔
s∈2ω

⋂
u�s(I, u)ε.

Ìíîæåñòâî Kε(I) íàçîâåì ε-êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì, ïîñòðîåííûì íà
îòðåçêå I.

Â ÷àñòíîñòè, 1
3 -êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå íà îòðåçêå [0, 1], åñòü

îáû÷íîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî [14].
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëî ε > 0 è îòðåçîê I ⊆ R, ìåðà

ìíîæåñòâà Kε(I) ðàâíà íóëþ.

5. Ëåììà î ïåðåñå÷åíèè ε-êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ

Çäåñü íàøà öåëü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü:

• 0 < ε ≤ 3− 2
√
2;

• I, J � ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé;

• 2ε
1−ε ≤

len(J)
len(I) ≤ 1;

• äëÿ âñÿêèõ ñëîâ u, v ∈ 2<ω åñëè |u| = |v|, òî |(I, u)ε ∩ (J, v)ε| 6= 1.

Òîãäà |Kε(I) ∩Kε(J)| = c.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ñòàíåò ñëåäóþùèé ðîä äåðåâüåâ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü 0 < ε < 1; I, J � ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé.

Ïîëîæèì Tε(I, J) := {(u, v) ∈ 2<ω × 2<ω : |u| = |v|, (I, u)ε ∩ (J, v)ε 6= ∅}.
Íà ìíîæåñòâå Tε(I, J) çàôèêñèðóåì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê:

äëÿ âñÿêèõ (u, v), (u′, v′) ∈ Tε(I, J) áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî (u, v) ≤ (u′, v′), åñëè è
òîëüêî åñëè u � u′ è v � v′.

Â âåðíîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè L � áåñêîíå÷íàÿ âåòâü â äåðåâå Tε(I, J), òî⋂
(u,v)∈L((I, u)ε ∩ (J, v)ε) åñòü îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Kε(I) ∩ Kε(J).

Ïðè ýòîì äëÿ ðàçíûõ âåòâåé ýòè ïîäìíîæåñòâà ðàçíûå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
îáîçíà÷åííûõ â íåé óñëîâèÿõ äåðåâî Tε(I, J) èìååò êîíòèíóóì áåñêîíå÷íûõ
âåòâåé. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî äåðåâî Tε(I, J)
íå èìååò ëèñòüåâ, à ìíîæåñòâî âåòâëåíèé â íåì ïëîòíî. Ýòèì ìû è çàéìåìñÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü:

• 0 < ε ≤ 1
3 ;

• I, J � ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé;

• ε ≤ len(J)
len(I) ≤ 1.

Òîãäà äåðåâî Tε(I, J) íå èìååò ëèñòüåâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: íåêîòîðàÿ âåðøèíà (u, v) ∈ Tε(I, J) îêàçà-
ëàñü ëèñòîì. Ïî îïðåäåëåíèþ äåðåâà Tε(I, J) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî:

• îòðåçêè (I, u)ε è (J, v)ε ïåðåñåêàþòñÿ;
• íèêàêîé èç îòðåçêîâ (I, u0)ε, (I, u1)ε íå ïåðåñåêàåò íèêàêîé èç îòðåçêîâ
(J, v0)ε, (J, v1)ε.

Òàê êàê ε ≤ 1
3 , òî äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà I

′ ⊆ R âåðíî len(Mε(I
′)) ≤ len(Lε(I

′)) =
len(Rε(I

′)). Òîãäà, òàê êàê |u| = |v| è len(J) ≤ len(I), òî len(Mε(J, v)) ≤ len(J, v0)ε =
len(J, v1)ε ≤ len(I, u0)ε.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðåçêè (J, v0)ε è (J, v1)ε íå ìîãóò ëåæàòü ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò êàêîãî-ëèáî èç (I, u0)ε, (I, u1)ε, à ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê (J, v)ε ñîäåðæèò-
ñÿ â êàêîì-òî èç òðåõ îòêðûòûõ ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûå îòðåçêè (I, u0)ε è
(I, u1)ε ðàçáèâàþò âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Ïðè ýòîì ñîäåðæàòüñÿ â Mε(I, u)ε
îí íå ìîæåò, ïîñêîëüêó len(J, v)ε ≥ ε · len(I, u)ε = len(Mε(I, u)ε).

Ïîëó÷àåòñÿ, îòðåçîê (J, v)ε ëåæèò â äîïîëíåíèè ê (I, u)ε � à ìû ïðåäïîëà-
ãàëè, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåïåðü îò äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 íàñ îòäåëÿåò ëèøü ïàðà äîâîëüíî òåõíè-
÷åñêèõ óòâåðæäåíèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòðåçîê I ëåæèò ëåâåå îòðåçêà J , åñëè max(I) <
min(J). Ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçîê I ëåæèò ïðàâåå îòðåçêà J , åñëè max(J) <
min(I).

Ëåììà 3. Ïóñòü:

• 0 < ε < 1;
• I, J � ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé;

• 2ε
1−ε ≤

len(J)
len(I) ≤ 1;

• âåðøèíà (u, v) â äåðåâå Tε(I, J) èìååò íå áîëåå îäíîãî ñûíà.

Òîãäà ëèáî (J, v0)ε ëåæèò ëåâåå (I, u)ε, ëèáî (J, v1)ε ëåæèò ïðàâåå (I, u)ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû îòðåçîê (J, v0)ε ëåæàë ïðàâåå (I, u)ε, îòðåçêè (J, v)ε

è (I, u)ε íå ïåðåñåêàëèñü áû âîâñå. Çíà÷èò, îòðåçêè (J, v0)ε è (I, u)ε ïåðåñåêà-
þòñÿ. Òîãäà ëèáî (J, v0)ε ñîäåðæèòñÿ â Mε(I, u)ε, ëèáî ïåðåñåêàåò êàêîé-òî èç
îòðåçêîâ (I, u0)ε, (I, u1)ε. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ïîñêîëüêó |u| = |v|, òî len(J,v)ε
len(I,u)ε

= len(J)
len(I) . Òîãäà

len(J,v0)ε
len(Mε(I,u)ε)

= 1−ε
2ε ·

len(J,v)ε
len(I,u)ε

=
1−ε
2ε ·

len(J)
len(I) ≥ 1, òî åñòü îòðåçîê (J, v0)ε íå êîðî÷å, ÷åì èíòåðâàë Mε(I, u)ε, è íå

ìîæåò â íåì ñîäåðæàòüñÿ.
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Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòðåçîê (J, v1)ε ïåðåñåêàåò êàêîé-òî èç îò-
ðåçêîâ (I, u0)ε, (I, u1)ε.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðøèíà (u, v) â äåðåâå Tε(I, J) èìååò íå ìåíåå äâóõ ñûíîâåé:
ñûíà âèäà (uc0, v0) è ñûíà âèäà (uc1, v1), ãäå c0, c1 ∈ {0, 1}. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 4. Ïóñòü:

• 0 < ε ≤ 3− 2
√
2;

• I, J � ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé;

• len(J)
len(I) ≤ 1;

• (u, v) � àòîì â äåðåâå Tε(I, J).

Òîãäà:

• åñëè (J, v0)ε ëåæèò ëåâåå (I, u)ε, òî (u0, v1) ∈ Tε(I, J) è îòðåçîê
(J, v10)ε ëåæèò ëåâåå (I, u)ε;
• åñëè (J, v1)ε ëåæèò ïðàâåå (I, u)ε, òî (u1, v0) ∈ Tε(I, J) è îòðåçîê
(J, v01)ε ëåæèò ïðàâåå (I, u)ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (J, v0)ε ëåæèò ëåâåå (I, u)ε.
Ïîñêîëüêó îòðåçîê (I, u0)ε íå êîðî÷å èíòåðâàëà Mε(J, v)ε, à îòðåçêè (I, u)ε

è (J, v)ε ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïåðåñåêàþòñÿ òàêæå è îòðåçêè (I, u0)ε è (J, v1)ε.
Òàêèì îáðàçîì, äåðåâî Tε(I, J) ñîäåðæèò âåðøèíó (u0, v1). Áóäó÷è ñûíîì

àòîìà, ýòà âåðøèíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ àòîìîì. Òîãäà ïî ëåììå 3 ëèáî (J, v10)ε
ëåæèò ëåâåå (I, u0)ε, ëèáî (J, v11)ε ëåæèò ïðàâåå (I, u0)ε. Â ïåðâîì ñëó÷àå äî-
êàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. Ïðåäïîëîæèì, èìååò ìåñòî âòîðîé.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòðåçîê (I, u0)ε ëåæèò ìåæäó (J, v0)ε è (J, v11)ε, òî åñòü
ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ïðîìåæóòêîâMε(J, v)ε, (J, v10)ε èMε(J, v1)ε. Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

len(Mε(J, v)ε) + len(J, v10)ε + len(Mε(J, v1)ε) > len(I, u0)ε.

Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:(
ε+

(
1− ε
2

)2

+ ε
1− ε
2

)
len (J, v)ε >

1− ε
2

len (I, u)ε .

Òàê êàê len(J,v)ε
len(I,u)ε

= len(J)
len(I) ≤ 1, òî

ε+

(
1− ε
2

)2

+ ε
1− ε
2

>
1− ε
2

.

×òî ïîñëå óïðîùåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî ε2 − 6ε + 1 < 0. Ðåøèâ
åãî, ïîëó÷àåì 3− 2

√
2 < ε < 3 + 2

√
2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñûëêå ëåììû.

Âòîðîé ïóíêò ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåìì 2, 3 è 4 áîëåå ñëàáûå, ÷åì óñëîâèå ëåììû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåòâëåíèé äå-
ðåâà Tε(I, J) ïëîòíî � èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî äåðåâî Tε(I, J) íå ñîäåðæèò
àòîìîâ. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: (u, v) åñòü àòîì â Tε(I, J). Ìû ïîêàæåì, ÷òî
|(I, u)ε ∩ (J, v)ε| = 1, ÷òî è áóäåò ïðîòèâîðå÷èåì.

Äëÿ êàæäîãî c ∈ {0, 1} îáîçíà÷èì cn ñòðîêó äëèíû n, âñå ñèìâîëû êîòîðîé
ðàâíû c.
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Ïî ëåììå 3 ëèáî (J, v0)ε ëåæèò ëåâåå (I, u)ε, ëèáî (J, v1)ε ëåæèò ïðàâåå
(I, u)ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì ïåðâîå. Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè
ïî n ∈ ω äîêàæåì, ÷òî âñå îòðåçêè âèäà (J, v1n0)ε ëåæàò ëåâåå (I, u)ε. Áàçà
èíäóêöèè ó íàñ óæå åñòü, à øàã èíäóêöèè ýòî â òî÷íîñòè ëåììà 4.

Îáîçíà÷èì a åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìíîæåñòâà
⋂
n∈ω(J, v1

n)ε è çàìåòèì, ÷òî
(J, v)ε =

⊔
n∈ω(J, v1

n0)εt{a}. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòðåçêè âèäà (J, v1n0)ε íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ ñ (I, u)ε, ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ (J, v)ε∩(I, u)ε 6= ∅. Îñòàåòñÿ çàêëþ÷èòü,
÷òî (J, v)ε ∩ (I, u)ε = {a}, òî åñòü ïåðåñå÷åíèå îäíîòî÷å÷íî. Ïðîòèâîðå÷èå. �

6. Ìíîæåñòâî ñ çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü A ⊆ [0, 1]. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈]0, 1[×]0, 1[ ïîëîæèì
s(A, p) := #{(a, b) ∈ A×A : p ∈ [(a, 0), (b, 1)]}.
Îáîçíà÷èì Q(A) := {p ∈]0, 1[×]0, 1[: s(A, p) = c}.

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî W ⊆ [0, 1] îáëàäàåò çà-
ìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì, åñëè ìåðà W ðàâíà íóëþ è Q(W ) =]0, 1[×]0, 1[.

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî ñ çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî áîëüøåé ÷àñòüþ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 6. Ïóñòü 0 < ε ≤ 3− 2
√
2. Òîãäà ðàçíîñòü ìíîæåñòâ [0, 1]× [ 2ε

1+ε , 1−
2ε
1+ε ] \Q(Kε[0, 1]) ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì íå ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî âìåñòî îòðåçêà [ 2ε
1+ε , 1 −

2ε
1+ε ]

ðàññìîòðåòü åãî ïîëîâèíó [ 12 , 1 −
2ε
1+ε ]. Èòàê, ïóñòü x ∈ [0, 1], y ∈ [ 12 , 1 −

2ε
1+ε ] è

p = (x, y).
Îáîçíà÷èì g ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå p, ïåðåâîäÿùóþ ïðÿìóþ R× {0}

â ïðÿìóþ R×{1}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêèõ a, b ∈ R óñëîâèÿ p ∈ [(a, 0), (b, 1)] è
(b, 1) = g(a, 0) ýêâèâàëåíòíû. Ââåäåì ôóíêöèþ f : R→ R òàê, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
a ∈ R èìååò ìåñòî (f(a), 1) = g(a, 0). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f òîæå ãîìîòåòèÿ,
òîëüêî íà R.

Îáîçíà÷èì I := [0, 1], J := f [I]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f [Kε(I)] = Kε(J).
Åñëè òåïåðü îêàæåòñÿ, ÷òî |Kε(I) ∩ Kε(J)| = c, òî ïî âûøå ñêàçàííîìó èç

ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî s(Kε(I), p) = c, ÷òî íàì è íóæíî. Ðàâåíñòâî |Kε(I)∩
Kε(J)| = c, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè ìû îêàæåìñÿ â óñëîâèÿõ
ëåììû 1. Ïðîâåðèì, ïîïàäàåì ëè ìû â ýòè óñëîâèÿ.

Íåðàâåíñòâî 0 < ε ≤ 3−2
√
2 íàì äàíî. Òî, ÷òî I∩J 6= ∅, î÷åâèäíî. Ïðîâåðèì

òðåòüå óñëîâèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè f ðàâåí y−1
y . Òîãäà

len(J)
len(I) =

∣∣∣y−1y ∣∣∣ = 1−y
y è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1

2 ≤ y ≤ 1 − 2ε
1+ε , ëåãêî óáåäèòüñÿ,

÷òî ñîîòíîøåíèå len(J)
len(I) ïîïàäàåò â íóæíûé ïðîìåæóòîê. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü

òîëüêî ÷åòâåðòîå óñëîâèå: èìååò ëè ìåñòî äëÿ âñÿêèõ ðàâíîäëèííûõ ñëîâ u, v ∈
2<ω óòâåðæäåíèå |(I, u)ε ∩ (J, v)ε| 6= 1?

Òàê êàê ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïàð ýëåìåíòîâ 2<ω ñ÷åòíî, òî äîñòàòî÷íî äëÿ
êàæäîé ïàðû u, v ∈ 2<ω ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê p ∈ [0, 1] × [ 12 , 1 −
2ε
1+ε ], äëÿ êîòîðûõ |(I, u)ε∩ (J, v)ε| = 1, ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòðåçêîâ.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ïðàâûé êîíåö
îòðåçêà (I, u)ε ñîâïàë ñ ëåâûì êîíöîì îòðåçêà (J, v)ε.
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Çàìåòèì, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ïðàâîãî êîíöà b îòðåçêà (I, u)ε îò òî÷êè p íå
çàâèñèò, à ëåâûé êîíåö îòðåçêà (J, v)ε åñòü îáðàç ïðè ãîìîòåòèè f íåêîòîðîé
òî÷êè a ∈ [0, 1], îáùåé äëÿ âñåõ p. Íàñ èíòåðåñóåò, êîãäà f(a) = b. Öåíòð
ãîìîòåòèè f ðàâåí x, êîýôôèöèåíò y−1

y . Òîãäà f(a) = x+ y−1
y (a−x). Ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå b = x+ y−1
y (a−x), ýêâèâàëåíòíîå x+(a− b)y = a. Ìíîæåñòâî òàêèõ

òî÷åê (x, y) â èíòåðåñóþùåé íàñ ïîëîñå [ 12 , 1 −
2ε
1+ε ] ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, è ýòîò

îòðåçîê íå ãîðèçîíòàëåí. �

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ âñÿêîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà C ⊆]0, 1[ òàêîãî, ÷òî òî÷-
êà 0 ïðåäåëüíà äëÿ C, äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Q(

⋃
ε∈C Kε[0, 1]) â ]0, 1[×]0, 1[

ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì íå ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ Q.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A ⊆ [0, 1], a ∈]0, 1[ è B = {ax : x ∈ A}. Òîãäà
Q(B) = {(ax, y) : (x, y) ∈ Q(A)}.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Îáîçíà÷èì A :=

⋃∞
n=1K 1

n
[0, 1]. Ïî ñëåäñòâèþ 1

ìîæíî âûáðàòü ñ÷åòíûé íàáîð íå ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ [pn, qn] ⊆]0, 1[×]0, 1[,
ïîêðûâàþùèé äîïîëíåíèå Q(A) â ]0, 1[×]0, 1[.

Äëÿ âñÿêîãî a ∈]0, 1[ è ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ R2 ïîëîæèì ha(x, y) = (ax, y).
Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [pn, qn] âûáåðåì òàêîé êîýôôèöèåíò an ∈]0, 1[, ÷òî ïðè
îòîáðàæåíèè han âñå òî÷êè ïðîîáðàçà [pn, qn], áûòü ìîæåò, êðîìå ñ÷åòíîãî èõ
÷èñëà, ëåæàò â Q(A). Ïîëîæèì B := A ∪

⋃
n∈ω han [A]. Òàê êàê êàæäîå èç

ìíîæåñòâ A è han [A] èìååò ìåðó íóëü, òî è ìåðà ìíîæåñòâà B ðàâíà íóëþ, ïðè
ýòîì äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Q(B) â ]0, 1[×]0, 1[ ñ÷åòíîå.

Íàêîíåö, äëÿ êàæäîé òî÷êè rn, n ∈ ω äîïîëíåíèÿ Q(B) â ]0, 1[×]0, 1[ âûáåðåì
ïîäõîäÿùóþ ïàðó ε-êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâKn, Ln ⊆ [0, 1] òàêóþ, ÷òî ìíîæåñòâî
Kn × {0} ïåðåâîäèòñÿ â Ln × {1} íåêîòîðîé ãîìîòåòèåé ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå rn, è âîçüìåìW := B∪

⋃
n∈ωKn∪

⋃
n∈ω Ln. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî

W îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì. �

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå íàìè ìíîæåñòâî ñ çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì ε-êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ.

7. Ëåììà î âíóòðåííåé ìåðå îáúåäèíåíèÿ ïðÿìûõ

Çäåñü íàøà öåëü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 7. Îáúåäèíåíèå ìåíåå, ÷åì êîíòèíóóìà ïðÿìûõ â ïëîñêîñòè èìååò
âíóòðåííþþ ìåðó íóëü.

Êëþ÷åâûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 10. Äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî S ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè áó-
äåì íàçûâàòü ñâîáîäíûì, åñëè íèêàêàÿ ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò áîëåå äâóõ ýëå-
ìåíòîâ S. Ìíîæåñòâî X ⊆ R2 áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûì, åñëè ñâîáîäíî
ñåìåéñòâî {{p} : p ∈ X}.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíû, íî èõ âçàèìîäåéñòâèå ïîðîæ-
äàåò ëþáîïûòíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ñâîáîäíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà êàæ-

äîé òî÷êå p ∈ X ìîæíî íàçíà÷èòü çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü O(p) òàêèì

îáðàçîì, ÷òî âñå O(p) ðàçëè÷íû è ñåìåéñòâî {O(p) : p ∈ X} ñâîáîäíîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé, êîãäà |X| ≤ 3, òðèâèàëåí. Ïóñòü |X| > 3.
Îáîçíà÷èìH := {E ⊆ X : |E| = 3}. Òàê êàê íèêàêèå òðè òî÷êè ìíîæåñòâàX

íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî äëÿ êàæäîé òðîéêè E ∈ H òî÷êàì p ∈ E ìîæíî
íàçíà÷èòü çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè OE(p) òàêèå, ÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî {OE(p) :
p ∈ E} ñâîáîäíî è âñå OE(p) ðàçëè÷íû. Ïîëîæèì O(p) :=

⋂
p∈E∈HOE(p). Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî îêðåñòíîñòè O(p) èñêîìûå. �

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü S � êîíå÷íîå äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî, íèêàêîé ýëå-
ìåíò êîòîðîãî íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðÿìûõ. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ñâîáîäíîå ìíîæåñòâî Y ⊆

⊔
S òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî X ∈ S âåðíî

|X ∩ Y | = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ñâîáîäíîãî ìíîæåñòâà
Z ⊆ R2 è ëþáîãî ýëåìåíòà X ∈ S íàéäåòñÿ òî÷êà p ∈ X \ Z òàêàÿ, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Z ∪ {p} òîæå ñâîáîäíî: èíà÷å ìíîæåñòâî X ïîêðûâàëîñü áû ñåìåéñòâîì
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïàðû òî÷åê ìíîæåñòâà Z, à ýòî ñåìåéñòâî êîíå÷-
íî. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ìíîæåñòâî Y ëåãêî ñòðîèòñÿ ïî èíäóêöèè: áåðåì
ïóñòîå ìíîæåñòâî è â ëþáîì ïîðÿäêå ïðèñîåäèíÿåì ê íåìó ïî äâå òî÷êè èç
êàæäîãî X ∈ S, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî ñâîáîäíîñòè. �

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå è ïðåäëîæåíèå íåñêîëüêî óïðîñòÿò íàøè äàëüíåé-
øèå ðàññóæäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X ⊆ R2 îáîçíà÷èì X+ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê p ∈ X, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè O(p) 3 p ìíîæå-
ñòâî X ∩O(p) íå ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðÿìûõ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü X ⊆ R2.

(1) Åñëè ìíîæåñòâî X çàìêíóòî, òî X+ òîæå çàìêíóòî;
(2) (X+)+ = X+;
(3) Åñëè ìíîæåñòâî X íå ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðÿìûõ, òî

X+ 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü òî÷êà p ïðåäåëüíà äëÿ X+. Òàê êàê X+ ⊆ X è X
çàìêíóòî, òî p ∈ X. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü O(p) òî÷êè p. Ìíî-
æåñòâî O(p) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ è äëÿ êàêîé-òî òî÷êè q ∈ X+, è òîãäà
ìíîæåñòâî X ∩O(p) íå ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðÿìûõ.

(2) Âñÿêîé òî÷êå p ∈ X \X+ ñîïîñòàâèì êàêóþ-íèáóäü åå îêðåñòíîñòü O(p),
äëÿ êîòîðîé îêàçàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî X ∩O(p) ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì
ïðÿìûõ. Ïîëîæèì U :=

⋃
p∈X\X+ O(p). Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî R2 íàñëåäñòâåííî

ëèíäåë¼ôîâî [15][ñ. 290], òî íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî C ⊆ X \X+ òàêîå, ÷òî
U =

⋃
p∈C O(p). Òîãäà ìíîæåñòâî X ∩U ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðÿìûõ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî X \X+ ⊆ X∩U òîæå ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì
ïðÿìûõ.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ R2 åñëè Y íå ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñ-
ëîì ïðÿìûõ, òî è Y \(X\X+) íå ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðÿìûõ. Îòñþäà
ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò ðàâåíñòâî (X+)+ = X+.

(3) Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç íàñëåäñòâåííîé ëèíäåë¼ôîâîñòè ïëîñêîñòè. �

Ïîäãîòîâèòåëüíàÿ ðàáîòà íà ýòîì çàêîí÷åíà.
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Ëåììà 8. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, íå ïîêðûâàþ-
ùååñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðÿìûõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíòèíóàëüíîå ñâîáîäíîå
ìíîæåñòâî G ⊆ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîñòðîèì êàíòîðîâó ñõåìó (Hu : u ∈ 2<ω) çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ F+ òàê, ÷òî íèêàêîå ìíîæåñòâî Hu íå áóäåò ïîêðûâàòüñÿ ñ÷åò-
íûì ÷èñëîì ïðÿìûõ, è äëÿ êàæäîãî n ∈ ω ñåìåéñòâî {Hu : |u| = n} îêàæåòñÿ
ñâîáîäíûì.

Âîçüìåì H∅ := F+ è äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü èíäóêöèåé ïî |u|.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω óæå îïðåäåëåíû âñå ìíîæåñòâà Hu ïðè |u| =

n. Ïðèìåíèâ ê ñåìåéñòâó {Hu : |u| = n} ïðåäëîæåíèå 4, ïîëó÷èì ñâîáîäíîå
ìíîæåñòâî Y = {pu0, pu1 : |u| = n} òàêîå, ÷òî pu0, pu1 ∈ Hu è pu0 6= pu1.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 òî÷êàì p ∈ Y ìîæíî íàçíà÷èòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè O(p) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñåìåéñòâî {O(p) : p ∈ Y }
ñâîáîäíî. Äëÿ êàæäîãî ñëîâà u äëèíû n+1 ïîëîæèì Hu := F+ ∩O(pu). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

Òåïåðü êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s ∈ 2ω ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
ps ìíîæåñòâà

⋂
u�sHu. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî G := {ps : s ∈ 2ω} èñêîìîå.

Òî, ÷òî G êîíòèíóàëüíî è ñîäåðæèòñÿ â F , î÷åâèäíî. Óáåäèìñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
G ñâîáîäíî.

Âîçüìåì ëþáûå òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè p, q, r ∈ G. Ñóùåñòâóåò íîìåð n ∈ ω,
äëÿ êîòîðîãî ýòè òî÷êè ïîïàëè â òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàHu, Hv, Hw

ïðè |u| = |v| = |w| = n. Òîãäà, ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî {Hu′ : |u′| = n} ñâîáîäíî,
òî÷êè p, q è r íå ìîãóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊆ R2 èìååò íåíóëåâóþ âíóò-
ðåííþþ ìåðó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊆ X ïîëî-
æèòåëüíîé ìåðû. Òàêîå ìíîæåñòâî F íå ìîæåò ïîêðûâàòüñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì
ïðÿìûõ. Ïî ëåììå 8 íàéäåòñÿ êîíòèíóàëüíîå ñâîáîäíîå ìíîæåñòâî G ⊆ F . Ïî-
ñêîëüêó êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî G íå áîëåå, ÷åì ïî äâóì òî÷êàì,
òî ìíîæåñòâî G íå ìîæåò áûòü ïîêðûòî ìåíåå, ÷åì êîíòèíóàëüíûì ñåìåéñòâîì
ïðÿìûõ. �

8. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì W ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ çàìå-
÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì. Óïîðÿäî÷èì êâàäðàò ]0, 1[×]0, 1[ â ïðîèçâîëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêîâîãî òèïà êîíòèíóóì (pα : α ∈ c). Äàëåå ìû áóäåì äåé-
ñòâîâàòü òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî α ∈ c, íà êàæäîì øàãó âûáèðàÿ òî÷êè
aα, bα ∈W .

Øàã èíäóêöèè. Ïî îïðåäåëåíèþ çàìå÷àòåëüíîãî ñâîéñòâà ÷åðåç òî÷êó pα
ïðîõîäèò êîíòèíóóì ðàçíûõ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè âèäà (a, 0), (b, 1) ïðè a, b ∈W .
Ñðåäè ýòèõ ïàð (a, b) âûáåðåì ëþáóþ òàêóþ (aα, bα), ÷òî íèêîãäà ðàíåå òî÷êè
aα è bα íå áûëè âûáðàíû.

Òåïåðü ïîëîæèì A := {aα : α ∈ c}, B := {bα : α ∈ c} è ϕ(aα) := bα. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî S(A,B,ϕ) ⊇]0, 1[×]0, 1[. �

Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê ñëå-
äóþùåé ëåììå.



1330 À.Å. ËÈÏÈÍ

Ëåììà 9. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà A,B ⊆ [0, 1] ìåðû íóëü è áèåêöèÿ ϕ :
A↔ B òàêèå, ÷òî µ∗S(A,B,ϕ) = 0 è µ∗S(A,B,ϕ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èìW ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ çàìå÷àòåëüíûì ñâîé-
ñòâîì. Ïóñòü {Fα : α ∈ c} � ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî-
ãî åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ]0, 1[×]0, 1[, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó. Äàëåå ïî
òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ïî α ∈ c ìû âûáåðåì òî÷êè aα, bα ∈W è pα, qα ∈ Fα
òàê, ÷òî:

• âñå aα ðàçëè÷íû è âñå bα ðàçëè÷íû;
• pα ∈ [(aα, 0), (bα, 1)];
• íè äëÿ êàêîãî β ∈ c îòðåçîê [(aα, 0), (bα, 1)] íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó qβ .

Øàã èíäóêöèè. Èòàê, ïóñòü α ∈ c è äëÿ âñåõ β < α òî÷êè aβ , bβ , pβ , qβ óæå
îïðåäåëåíû. Â êà÷åñòâå pα âîçüìåì ëþáóþ íå âûáðàííóþ ðàíåå òî÷êó ìíîæå-
ñòâà Fα. Ïî îïðåäåëåíèþ çàìå÷àòåëüíîãî ñâîéñòâà ÷åðåç òî÷êó pα ïðîõîäèò
êîíòèíóóì ðàçíûõ îòðåçêîâ âèäà [(a, 0), (b, 1)] ïðè a, b ∈ W . Íàéäåòñÿ ñðåäè
íèõ è òàêîé, ÷òî òî÷êè a, b íèêîãäà ðàíåå íå âûáèðàëèñü è íè äëÿ êàêîãî β < α
òî÷êà qβ íå ïðèíàäëåæèò [(a, 0), (b, 1)]. Ïîëîæèì aα := a, bα := b. Íàêîíåö,
ïî ëåììå 7 ìíîæåñòâî Fα íå ïîêðûòî ñåìåéñòâîì {[(aβ , 0), (bβ , 1)] : β < α},
÷òî è äàåò íàì âîçìîæíîñòü âûáðàòü òî÷êó qα ñ ñîáëþäåíèåì âñåõ çàÿâëåííûõ
óñëîâèé.

Òåïåðü ïîëîæèì A := {aα : α ∈ c}, B := {bα : α ∈ c} è ϕ(aα) := bα. Ïîêàæåì,
÷òî òðîéêà (A,B, ϕ) èñêîìàÿ. Ïîëîæèì X := {pα : α ∈ c}, Y := {qα : α ∈ c}. Ïî
ïîñòðîåíèþ X ⊆ S(A,B,ϕ) è Y ∩ S(A,B,ϕ) = ∅. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà X è Y
îáà ïåðåñåêàþò âñå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, èìåþùèå
ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, è îòñþäà íè ìíîæåñòâî S(A,B,ϕ), íè åãî äîïîëíåíèå
â [0, 1] × [0, 1] íå ñîäåðæàò íè îäíîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû. Çíà÷èò, µ∗S(A,B, ϕ) = 0 è µ∗S(A,B, ϕ) = 1. �

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, íàì îñòàåòñÿ ñæàòü äâå êîíñòðóêöèè èç òåîðåìû 1 è
ëåììû 9 ïî ãîðèçîíòàëè â ïîäõîäÿùåå ÷èñëî ðàç è ïîñòàâèòü ðÿäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Âîçüìåì ëþáûå ÷èñëà 0 ≤ m∗ ≤ m∗ ≤ 1. Âîçü-
ìåì òðîéêó (A+, B+, ϕ+), äëÿ êîòîðîé S(A+, B+, ϕ+) ⊇]0, 1[×]0, 1[ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, µS(A+, B+, ϕ+) = 1, è òðîéêó (A−, B−, ϕ−), äëÿ êîòîðîé µ∗S(A−, B−, ϕ−) =
0 è µ∗S(A−, B−, ϕ−) = 1. Òàê êàê óäàëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íå ìåíÿåò
ìåðó ìíîæåñòâà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà A+, B+, A−, B− âñå ñîäåðæàò-
ñÿ â èíòåðâàëå ]0, 1[.

Îáîçíà÷èì L+ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ïðè êîòîðîì
òî÷êà 0 íåïîäâèæíà, à òî÷êà 1 ïåðåõîäèò â m∗. Îáîçíà÷èì L− ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ïðè êîòîðîì òî÷êà 0 ïåðåõîäèò â m∗, à òî÷êà
1 â m∗.

Ïîëîæèì A := L+[A+] ∪ L−[A−]. Äëÿ âñåõ a ∈ A+ ïîëîæèì ϕ(L+(a)) :=
L+(ϕ+(a)) è äëÿ âñåõ a ∈ A− îáîçíà÷èì ϕ(L−(a)) := L−(ϕ−(a)). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî òðîéêà (A,B,ϕ) èñêîìàÿ. �

References

[1] S. Kakeya, Some problems on maxima and minima regarding ovals, Tohoku Science Rep., 6
(1917), 71�88. JFM 46.1119.02



ÇÀÄÀ×À Î ÌÅÐÅ ÎÁÚÅÄÈÍÅÍÈß ÎÒÐÅÇÊÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ 1331

[2] J. P�al, About an elementary variation problem, Bull. de l'Acad. de Dan., 3:2 (1920), 1�35.
JFM 47.0684.01

[3] A.S. Besicovitch, On Kakeya's problem and a similar one, M. Z., 27 (1927), 312�320. JFM
53.0713.01

[4] H.J. van Alphen, Extension of a sentence by Besicovitsch, Mathematica, Zutphen B, 10 (1942),
144�157. Zbl 0026.26602

[5] F. Cunningham, The Kakeya problem for simply connected and for star-shaped sets, Am.
Math. Mon., 78 (1971), 114�129. Zbl 0207.20903

[6] R. Davies, Some remarks on the Kakeya problem, Proc. Camb. Philos. Soc., 69 (1971), 417�
421. Zbl 0209.26602

[7] T. Wol�, An improved bound for Kakeya type maximal functions, Rev. Mat. Iberoam., 11:3
(1995), 651�674. Zbl 0848.42015

[8] N.H. Katz, T. Tao, New bounds for Kakeya problems, J. Anal. Math., 87 (2002), 231�263. Zbl
1027.42014

[9] N.H. Katz, J. Zahl, An improved bound on the Hausdor� dimension of Besicovitch sets in R3,
J. Am. Math. Soc., 32:1 (2019), 195�259. Zbl 1403.42020

[10] J. Bourgain, Besicovitch type maximal operators and applications to Fourier analysis, Geom.
Funct. Anal., 1:2 (1991), 147�187. Zbl 0756.42014

[11] C. Fe�erman, The multiplier problem for the ball, Ann. Math. (2), 94 (1971), 330�336. Zbl
0234.42009

[12] V.I. Bogachev, Measure Theory, Springer, Berlin, 2007. Zbl 1120.28001
[13] T. Jech, Set Theory, Springer Monographs in Mathematics, Springer, Berlin, 2003. Zbl

1007.03002
[14] A.S. Kechris, Classical descriptive set theory, Springer-Verlag, Berlin, 1995. Zbl 0819.04002
[15] R. Engelking, General Topology, PWN - Polish Scienti�c Publishers, Warszawa, 1977. Zbl

0373.54002

Anton Evgenevich Lipin

N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics,

Ural Branch of the Russian Academy of Sciences,

16, S. Kovalevskaya str.,

Ekaterinburg, 620108, Russia

Email address: tony.lipin@yandex.ru


