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Abstract. We consider the problem of constructing component-wise
exponentially decreasing estimates of the solution to the Cauchy problem
for systems of linear delay di�erential equations. Systems of di�erential
equations contain matrices of a special type and belong to the systems
of Wazewski type equations. The properties of nonsingular M-matrices,
methods and algorithms for �nding the roots of nonlinear equations are
used. Examples of the study of speci�c systems of di�erential equations
are presented.

Keywords: delay di�erential equation, systems of Wazewski di�erential
equations, nonnegative matrix, nonsingular M-matrix, component-wise
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1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1]�[5], ïîñâÿùåííûå ïîñòðîå-
íèþ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ îöåíîê ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, âîç-
íèêàþùèõ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ æèâûõ ñèñòåì.
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Ïóñòü m > 1 � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, E � åäèíè÷íàÿ m ×m
ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ||z|| íîðìó âåêòîðà z ∈ Rm. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ïîëîæèì, ÷òî ||z|| = ||z||(1) =

∑m
i=1 |zi|. Óñëîâèìñÿ, ÷òî äëÿ ïàðû âåêòîðîâ

ξ(1), ξ(2) ∈ Rm íåðàâåíñòâà ξ(1) 6 ξ(2), ξ(1) < ξ(2), ξ(2) > ξ(1) ξ(2) > ξ(1), ξ(1) > 0
ïîíèìàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Âàæåâñêîãî ñ çàïàçäûâàíèåì

(1)
dx(t)

dt
= −Bx(t) +

n∑
k=0

Akx(t− ωk), t > 0,

(2) x(t) = ψ(t), t ∈ Iω = [−ω; 0].

Â (1), (2) ïðèíÿòî, ÷òî x(t) ∈ Rm, B = diag(b11, . . . , bmm) � äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà ñ ýëåìåíòàìè bjj > 0, 1 6 j 6 m, A0, A1, . . . , An � m × m ìàòðèöû ñ

ýëåìåíòàìè a
(k)
ij > 0, 0 6 k 6 n, 1 6 i, j 6 m (íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû).

Çàïàçäûâàíèÿ ωk ïîñòîÿííû, 0 < ωk 6 ω, 1 6 k 6 n, ω > 0 � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà, ω0 = 0. Íà÷àëüíûå äàííûå ñîäåðæàò íåïðåðûâíóþ è íåîòðèöàòåëü-
íóþ (ïîêîìïîíåíòíî) ôóíêöèþ ψ(t). Ïðè t = 0 â ñèñòåìå (1) ïîä êàæäîé èç
êîìïîíåíò dx(t)/dt ïîíèìàåòñÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Â áèîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ çàäà÷ó Êîøè (1), (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðèìåð êîìïàðòìåíòíîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó êîìïîíåíò íåêî-
òîðîãî âåùåñòâà, ðàñïðåäåëåííîãî ìåæäó ðàçëè÷íûìè, ñîåäèíåííûìè ìåæäó
ñîáîé êîìïàðòìåíòàìè (ïóëàìè) [6], [7], [8]. Â ðàáîòàõ [3], [4], [5] çàäà÷à Êîøè
(1), (2) âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíèõ îöåíîê ðåøåíèé íåêîòîðûõ íåëè-
íåéíûõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé.

Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1), (2) íà ïðîìåæóòêå [0;∞) íàçîâåì ôóíêöèþ
x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))T , íåïðåðûâíóþ (ïîêîìïîíåíòíî) íà ïðîìåæóòêå Iω ∪
[0;∞), 1 ≤ i ≤ m, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ (ïîêîìïîíåíòíî) íà ïðî-
ìåæóòêå [0;∞), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2) è óðàâíåíèÿì (1)
äëÿ âñåõ t ∈ [0;∞) (ñ ó÷åòîì ïðàâîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò x(t) ïðè
t = 0) [9], [10]. Èç ëèíåéíîñòè ñèñòåìû (1) ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1), (2)
èìååò íà ïðîìåæóòêå [0;∞) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) [9], [10]. Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü ψ(t) âëå÷åò íåîòðèöàòåëüíîñòü x(t), t ∈ [0;∞).

Çàäà÷à Êîøè (1), (2) äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x(t) ≡ 0 ïðè íóëå-
âûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà ψ(t) ≡ 0. Â ðàáîòå [11] óñòàíîâëåí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ x(t) ≡ 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà AΣ − B óäîâëåòâîðÿëà
êðèòåðèþ Ñåâàñòüÿíîâà�Êîòåëÿíñêîãî [12]. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ
àâòîíîìíîé, òî èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè x(t) ≡ 0 ñëåäóåò ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü x(t) ≡ 0 [9]. Íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ
îöåíîê äëÿ ||x(t)|| èëè êîìïîíåíò x(t) ïðè t > 0 (â ñëó÷àå ψ(t) 6≡ 0) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îòäåëüíî âçÿòóþ çàäà÷ó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê
êîìïîíåíò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2) â ðàáîòàõ [1]�[5] èñïîëüçîâàíû ñâîé-
ñòâà ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S = (sij) âåùåñòâåííóþ m × m ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè
sij 6 0 äëÿ âñåõ i 6= j, 1 6 i, j 6 m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé Ì-ìàòðèöåé, åñëè îíà íå âûðîæäåíà è ìàòðèöà S−1 íåîòðèöàòåëüíà
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[13], [14]. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû [13]: 1) S ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé M-ìàòðèöåé; 2) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû S èìåþò ïîëîæèòåëü-
íûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè; 3) ñóùåñòâóåò âåêòîð ξ ∈ Rm, ξ > 0, òàêîé, ÷òî Sξ > 0;
4) âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû S ïîëîæèòåëüíû; 5) ìàòðèöà (−S) óäîâëå-
òâîðÿåò êðèòåðèþ Ñåâàñòüÿíîâà�Êîòåëÿíñêîãî. Ïîëíûé ñïèñîê, ñîäåðæàùèé
îêîëî 50 ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî S, èçëîæåí â ðàáîòå [13]
(ñì., òàêæå [12], [14]�[16]).

Ïðèìåíÿÿ [1], [2], ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â (1), (2) íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) 6≡ 0, êàæäàÿ ñòðîêà
ìàòðèöû AΣ =

∑n
k=0Ak îòëè÷íà îò íóëåâîé è B − AΣ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-

äåííîé Ì�ìàòðèöåé. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ x(t) çàäà÷è Êîøè (1), (2) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

(3) 0 6 x(t) 6 c e−γ t, t ∈ Iω ∪ [0;∞),

ãäå γ ∈ R, c ∈ Rm óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

(4) 0 < γ < min(b11, . . . , bmm), c > 0, c > sup
t∈Iω

(
eγ tψ(t)

)
, P (γ)c > 0,

m×m ìàòðèöà P (γ) çàäàíà ôîðìóëîé

(5) P (γ) = B − γ E −
n∑
k=0

Ak e
γ ωk , γ > 0.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò γ∗ � âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíå-
íèÿ det P (γ) = 0 íà ïðîìåæóòêå 0 < γ < min(b11, . . . , bmm), òàêîé, ÷òî ñèñòåìà
P (γ∗)c = 0 èìååò ðåøåíèå c(∗) > 0. Òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü β∗ > 0, äëÿ êîòîðî-
ãî β∗c

(∗) > supt∈Iω
(
eγ∗ tψ(t)

)
è, î÷åâèäíî, P (γ∗)(β∗c

(∗)) = 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì,

÷òî ïàðà γ = γ∗, c = β∗c
(∗) óäîâëåòâîðÿåò (4). Îïèñàííûé àëãåáðàè÷åñêèé

ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïàðû (γ, c) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ëåãêî ðåàëèçîâàí ñ ïî-
ìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê è ïðîñòåéøèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â ñëó÷àÿõ,
êîãäà ñèñòåìà (1) èìååò íåáîëüøóþ ðàçìåðíîñòü èëè âõîäÿùèå â (1) ìàòðè-
öû A0, A1, . . . , An ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè. Â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò-
ñÿ ïðèâëå÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíå-
íèÿ det P (γ) = 0 è îòûñêàíèÿ ðåøåíèé c(∗) > 0 ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
P (γ∗)c = 0, ãäå P (γ∗) � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå γ∗ è c
(∗),

óêàçàííûõ â ïðèâåäåííîì âûøå àëãåáðàè÷åñêîì ñïîñîáå. Ïóñòü, â ÷àñòíîñòè,
m = 4, gi > 0, 1 6 i 6 4, ω1 > 0, ω2 > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû,

AΣ =


0 0 g1 0
g2 0 0 0
0 g3 0 0
0 0 g4 0

 , B −AΣ =


b11 0 −g1 0
−g2 b22 0 0

0 −g3 b33 0
0 0 −g4 b44

 ,

P (γ) =


b11 − γ 0 −g1e

γω2 0
−g2e

γω1 b22 − γ 0 0
0 −g3e

γω1 b33 − γ 0
0 0 −g4e

γω1 b44 − γ

 .
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Ïðèìåì, ÷òî b11b22b33 > g1g2g3. Âû÷èñëÿÿ ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû B−AΣ,
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî B −AΣ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé Ì�ìàòðèöåé. Óðàâíåíèå
det P (γ) = 0 ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ âåùåñòâåííûõ êîðíåé γ óðàâíåíèÿ

(b44 − γ)
(
(b11 − γ)(b22 − γ)(b33 − γ)− g1g2g3e

γ(2ω1+ω2)
)

= 0

ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ 0 < γ < min(b11, b22, b33, b44). ßñíî, ÷òî êîðåíü γ = b44

íå ïîäõîäèò. Åñëè ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

(b11 − γ)(b22 − γ)(b33 − γ)− g1g2g3e
γ(2ω1+ω2) = 0,

òî ðàâíîñèëüíîå åìó óðàâíåíèå

(b11 − γ)(b22 − γ)(b33 − γ) = g1g2g3e
γ(2ω1+ω2)

èìååò íà ïðîìåæóòêå 0 < γ < min(b11, b22, b33) ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êî-
ðåíü γ1. Â ñàìîì äåëå, âûðàæåíèå (b11−γ)(b22−γ)(b33−γ) ìîíîòîííî óáûâàåò,
à âûðàæåíèå g1g2g3e

γ(2ω1+ω2) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî γ íà óêàçàííîì ïðîìå-
æóòêå. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ âåðíî íåðàâåíñòâî b11b22b33 > g1g2g3. Â çàâè-
ñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â P (γ), ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî γ1 < b44

èëè γ1 > b44. Ðàíã ìàòðèöû P (γ1) ðàâåí 2. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî γ1 > b44, òî
ñèñòåìà P (γ1)c = 0, c ∈ R4, íå èìååò ðåøåíèé âèäà c(∗) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè γ1 > b44 àëãåáðàè÷åñêèé ñïîñîá íå ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4).

Â ðàçäåëå 2 ïðèâåäåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (4), îòëè÷íûé îò
óêàçàííîãî âûøå àëãåáðàè÷åñêîãî ñïîñîáà, è îáåñïå÷èâàþùèé ñóùåñòâîâàíèå
èñêîìîé ïàðû (γ, c) â ðàìêàõ óñëîâèé òåîðåìû 1. Â ýòîì æå ðàçäåëå ïðåä-
ñòàâëåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4). Â ðàçäåëå 3 èçëîæåíû ðå-
çóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ îöåíîê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ïðîèçâîäñòâî íåêîòîðûõ âåùåñòâ.

2. Ñïîñîá è àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ

ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê

2.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà S òàêîâà,
÷òî sij 6 0 äëÿ âñåõ i 6= j, 1 6 i, j 6 m, è S ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé M-
ìàòðèöåé. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû S−1 ñî-
äåðæèò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò.

Îáðàòèìñÿ ê íåðàâåíñòâàì

(6) ξ ∈ Rm, ξ > 0, Sξ > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

e(1) = (1, 0, . . . , 0)T , e(2) = (0, 1, . . . , 0)T , . . . , e(m) = (0, 0, . . . , 1)T

ñîâîêóïíîñòü åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ èç Rm. Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå
íåðàâåíñòâ (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(7) ξ =

m∑
k=1

αkξ
(k),

ãäå αk > 0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû,

(8) ξ(k) = S−1e(k) ∈ Rm, 1 6 k 6 m.

Èç (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî ξ = S−1α, ãäå α = (α1, . . . , αm)T > 0, ñòîëáöû ìàòðèöû
S−1 ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ξ(1), . . . , ξ(m), ïðè÷åì êàæäûé âåêòîð ξ(k) îòëè÷åí
îò íóëåâîãî è èìååò íåîòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû, 1 6 k 6 m. Îòñþäà, â
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÷àñòíîñòè, âûòåêàåò îäèí èç ñïîñîáîâ ïðîâåðêè ìàòðèöû S íà ïðèíàäëåæíîñòü
ê ñåìåéñòâó Ì-ìàòðèö: åñëè óðàâíåíèÿ

(9) Sξ(k) = e(k), 1 6 k 6 m,

èìåþò ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ξ(k) ñîäåðæèò îòðè-
öàòåëüíûå êîìïîíåíòû, òî S íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé Ì-ìàòðèöåé. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé (9) ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû ëè-
íåéíîé àëãåáðû, íàïðèìåð, ìåòîä ïðèâåäåíèÿ (9) ê âåðõíå-òðåóãîëüíîìó âèäó.

Ïðèìåì, ÷òî S = E − Q, ãäå Q � âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ m × m
ìàòðèöà. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Q ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ãëàâíûå ìèíîðû S ïîëîæèòåëüíû [15] (äðóãèìè
ñëîâàìè, S ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé Ì-ìàòðèöåé). Ïóñòü S � íåâûðîæäåííàÿ
Ì-ìàòðèöà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû Q ìåíüøå åäè-
íèöû [16]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåêòîðà ξ, óäîâëåòâîðÿþùåãî (6).
Èìååì, ÷òî ξ = (E −Q)−1α,

ξ = Qξ + α, α ∈ Rm, α > 0.

Çàôèêñèðóåì α. Ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð ξ òàêîâ, ÷òî ξ = limj→∞ w(j), ãäå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ w(j) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõîäÿùåãîñÿ èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà

(10) w(j) = Qw(j−1) + α, j = 1, 2, 3, . . . , w(0) = α.

Òàêîé ïîäõîä óäîáåí ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó íå òðåáóåò
îáðàùåíèÿ ìàòðèöû E −Q (ñì. ðàçäåë 2.3).

2.2. Íàõîæäåíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ (4). Ïðèìåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (4). Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ëþáûõ γ > 0 è 0 6 γ1 < γ2 âåðíî

(11) ψ̂ = sup
t∈Iω

ψ(t) > sup
t∈Iω

(
eγ tψ(t)

)
,

(12) sup
t∈Iω

(
eγ1 tψ(t)

)
> sup
t∈Iω

(
eγ2 tψ(t)

)
.

Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ ψ̂ 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (11), (12) ðà-
âåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ψ(t) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåóáûâàþùóþ íà ïðîìåæóòêå Iω ôóíêöèþ. Èç (4) è (11) ñëåäóåò, ÷òî

âåêòîð c ìîæíî èñêàòü, èñõîäÿ èç óñëîâèé c > 0, c > ψ̂, íåçàâèñèìî îò çíà-

÷åíèé γ > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ψ̂ > 0 è èñêîìîå γ > 0 áóäåò áëèçêî ê
min(b11, . . . , bmm), òî â ñèëó (12) èñêîìûé âåêòîð c > 0 ìîæåò áûòü âçÿò òàêèì,

÷òî c < ψ̂.
Ïóñòü c ∈ Rm, c > 0 � íåêîòîðûé âåêòîð. Îïèðàÿñü íà âûðàæåíèå äëÿ

P (γ), ïðèâåäåííîå â (5), ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî P (γ)c > 0, âõîäÿùåå â (4), â
ñëåäóþùåì âèäå:

(13) P (γ)c =
(
B−γE−

n∑
k=0

Ake
γ ωk

)
c = (B−AΣ)c−γc−

n∑
k=0

Ak(eγ ωk −1)c > 0.

Ïî óñëîâèþ B − AΣ � íåâûðîæäåííàÿ Ì�ìàòðèöà, è ñóùåñòâóåò ξ ∈ Rm,
òàêîé, ÷òî ξ > 0, (B−AΣ)ξ > 0. Èñïîëüçóÿ (7), ââåäåì ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ξ(α)
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ïî ôîðìóëå

(14) ξ(α) = (B −AΣ)−1α, α = (α1, . . . , αm)T ∈ Rm, α > 0.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû (B−AΣ)−1, èç (14) ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà âåêòîðà ξ(α) íå óáûâàåò ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà α è ñòðîãî âîçðàñòàåò
õîòÿ áû ïî îäíîé èç êîìïîíåíò α.

Çàôèêñèðóåì α èç (14). Èìååì, ÷òî ξ(α) > 0 è (B−AΣ)ξ(α) = α. Êðîìå òîãî,
ïîñêîëüêó âñå ñòðîêè AΣ îòëè÷íû îò íóëåâîé ñòðîêè, òî Bξ(α) > α. Ïîëàãàÿ,
÷òî èñêîìûé â íåðàâåíñòâàõ (4) âåêòîð c èìååò âèä c = ξ(α) è ïðèâëåêàÿ (13),
(14), ïîëó÷àåì, ÷òî

(15) P (γ)c = P (γ)ξ(α) = α− γξ(α) −
n∑
k=0

Ak(eγ ωk − 1)ξ(α).

Îïèðàÿñü íà âûðàæåíèå äëÿ P (γ)ξ(α) èç (15), íàéäåì γ ∈ R, òàêîå, ÷òî

(16) 0 < γ < min(b11, . . . , bmm), P (γ)ξ(α) > 0.

Ðàññìàòðèâàÿ íåðàâåíñòâî P (γ)ξ(α) > 0 ïîêîìïîíåíòíî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî γ:

(17) αi − γ ξ(α)
i >

n∑
k=0

m∑
j=1

a
(k)
ij (eγ ωk − 1) ξ

(α)
j , 1 6 i 6 m.

Â ñèñòåìå (17) äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåì îãðàíè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî γ, ïðèâå-
äåííûå â (16).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû (17) â ëåâîé ÷àñòè ñîäåðæàò ìîíîòîííî
óáûâàþùèå, à â ïðàâîé ÷àñòè � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè îò γ. Åñëè
ïðèíÿòü, ÷òî γ = 0, òî äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ m ëåâàÿ ÷àñòü â (17) áóäåò

ïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàòèòñÿ â íîëü. Âèäíî, ÷òî αi−γ ξ(α)
i > 0, åñëè

0 6 γ 6 αi/ξ
(α)
i , 1 6 i 6 m. Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà Bξ(α) > α

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 m âåðíî αi/ξ
(α)
i < bii. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (16) âîçüìåì γ = γα êàê íàèìåíüøèé èç êîðíåé îòäåëüíî
âçÿòûõ óðàâíåíèé

(18) αi − γ ξ(α)
i =

n∑
k=0

m∑
j=1

a
(k)
ij (eγ ωk − 1) ξ

(α)
j , 1 6 i 6 m.

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ξ(α) óäîâëåòâîðÿåò õîòÿ áû îäíîìó èç íåðàâåíñòâ

(19) ξ(α) > ψ̂,

(20) ξ(α) > ψ̂α = sup
t∈Iω

(
eγαtψ(t)

)
,

òî ïàðà c = ξ(α), γ = γα ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð ξ(α) íå óäîâëåòâîðÿåò (19). Çàìåíèì α íà α + δ,

ãäå δ ∈ Rm, δ > 0, δ 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò óêàçàííûé δ, òàêîé, ÷òî
âåêòîð c = ξ(α+δ) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (19). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ξ(α) óäî-
âëåòâîðÿåò (19) ñ ¾çàïàñîì¿, ò.å. âñå êîìïîíåíòû ξ(α) ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò

êîìïîíåíòû ψ̂. Òîãäà, çàìåíÿÿ α íà α−δ (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0, áëèçêèõ
ê íóëåâîìó âåêòîðó), ìîæíî íàéòè âåêòîð c = ξ(α−δ), óäîâëåòâîðÿþùèé (19).
Èç òðîéêè ξ(α), ξ(α+δ), ξ(α−δ) ìîæíî âçÿòü òîò âåêòîð, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò
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(19), è èìååò íàèìåíüøóþ ñóììó êîìïîíåíò (íàèìåíüøóþ íîðìó). Èñïîëüçóÿ
âûáðàííûé èç óêàçàííîé òðîéêè âåêòîð è ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå âû-
êëàäêè, íàéäåì èñêîìóþ ïàðó c è γ â îöåíêå (3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð ξ(α) íå óäîâëåòâîðÿåò (20) èëè óäîâëåòâîðÿåò (20)

ñ ¾çàïàñîì¿. Ââåäåì ξ̂(α) = βξ(α), ãäå β ∈ R, β > 0. Ïîäñòàâëÿÿ c = ξ̂(α) â (13)
è ó÷èòûâàÿ, ÷òî β > 0, íàõîäèì, ÷òî γ = γα � íàèìåíüøèé èç êîðíåé îò-
äåëüíî âçÿòûõ óðàâíåíèé (18), êóäà ïî-ïðåæíåìó âõîäÿò êîìïîíåíòû âåêòîðà
ξ(α). Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçîâàíèå êîíñòàíòû β > 0 íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ

γ = γα. Îáðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó (20), âìåñòî ξ(α) ïîäñòàâèì ξ̂(α) = βξ(α).
Ïîëîæèì:

(21) β = βα = max
( ψ̂α,1
ξ

(α)
1

, . . . ,
ψ̂α,m

ξ
(α)
m

)
,

ãäå ψ̂α,1, . . . , ψ̂α,m � êîìïîíåíòû âåêòîðà ψ̂α. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà c = βαξ
(α),

γ = γα ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4). Èç (21) âèäíî, ÷òî βα < 1, åñëè ξ(α) óäî-
âëåòâîðÿåò (20) ñ ¾çàïàñîì¿. Òîãäà c = βαξ

(α) < ξ(α), ÷òî óìåíüøàåò çíà÷åíèÿ
êîìïîíåíò âåêòîðà c â ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå (3).

2.3. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåðàâåíñòâ (4). Êàê è ðàíåå,
ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ó÷òåì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííî-
ãî 1 6 i 6 m êîìïîíåíòà ψi(t) íà÷àëüíîé ôóíêöèè ôàêòè÷åñêè çàäàíà íà
ïðîìåæóòêå [−τi; 0], ãäå êîíñòàíòà τi çàâèñèò îò ωk, 1 6 k 6 n. Òîãäà ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ îöåíêà äëÿ êîìïîíåíòû xi(t) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2) ñòðîèòñÿ
íà ïðîìåæóòêå t ∈ [−τi; 0]∪ [0;∞), 1 6 i 6 m. Êðîìå òîãî, åñëè ìàòðèöà B−AΣ

èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, òî ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì (B −AΣ)−1 ,
èñïîëüçóÿ îäèí èç ñïîñîáîâ îáðàùåíèÿ ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè, ñèìâîëüíûå âû-
÷èñëåíèÿ èëè ñïîñîá, çàäàííûé (7)�(9).

Íèæå ïðèâåäåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ âåêòîðà c è êîíñòàíòû γ,
îïèðàþùèéñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 2.1, 2.2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà âêëþ÷àåò
êîíêðåòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çàäà÷.

Ïåðâûé øàã. Çàäàåì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà α ñ ïîìîùüþ íàáîðà òî÷åê

α(c) èç åäèíè÷íîãî m�ìåðíîãî êóáà: äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 m ïðèíèìàåì, ÷òî

α
(c)
i = kh, 1 6 k 6 N , ãäå N � öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà, Nh = 1. Ïåðåõîäèì

íà øàã 2.
Âòîðîé øàã. Ïîñëåäîâàòåëüíî ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà α èç

íàáîðà òî÷åê α(c). Äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî α âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.
• Çàäàåì âåêòîð ξ(α), ïðèìåíÿÿ ëèáî ñîîòíîøåíèå

ξ(α) = (B −AΣ)−1α,

ëèáî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âèäà (10), à èìåííî:

w(j) = B−1AΣw
(j−1) +B−1α, j = 1, 2, 3, . . . , w(0) = B−1α.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëàãàåì, ÷òî ξ(α) = w
(j)
∗ , ãäå w

(j)
∗ âûáèðàåì, èñõîäÿ èç

çàäàííîé òî÷íîñòè ||w(j) − w(j−1)|| < δ èëè ïðè äîñòèæåíèè çàäàííîãî ÷èñëà
øàãîâ j = M � öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà.
• Èñïîëüçóÿ ξ(α), íàõîäèì êîðåíü γ = γi êàæäîãî èç óðàâíåíèé (18), 1 6

i 6 m. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 1 6 i 6 m êîðåíü γ = γi èùåì ìåòîäîì äåëåíèÿ
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îòðåçêà ïîïîëàì, íà÷èíàÿ ñ îòðåçêà [0;αi/ξ
(α)
i ]. Êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ îò-

ðåçêîâ îïðåäåëÿåì, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî äëèíà î÷åðåäíîãî îòðåçêà ñòàíåò ìåíü-
øå çàäàííîé òî÷íîñòè ε èëè áóäåò äîñòèãíóòî çàäàííîå ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ
îòðåçêîâ D � öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Ïðèíèìàåì, ÷òî γα = min(γ1, . . . , γm).

• Íàõîäèì âåêòîð ψ̂α ïî ôîðìóëå (20). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 1 6 i 6 m

êîìïîíåíòó ψ̂α,i ýòîãî âåêòîðà âû÷èñëÿåì ñ ïîìîùüþ íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé
ôóíêöèè eγαtψi(t) â òî÷êàõ tj = −τi + jri, 0 6 j 6 Li, ãäå Li � öåëî÷èñëåííàÿ
êîíñòàíòà, Liri = τi.
• Íàõîäèì êîíñòàíòó βα ïî ôîðìóëå (21).
• Çàïîìèíàåì íàéäåííóþ ïàðó (c(α), γα) = (βαξ

(α), γα).
• Ïåðåáðàâ âñå çíà÷åíèÿ α èç íàáîðà α(c), ïåðåõîäèì íà øàã 3.
Òðåòèé øàã. Èç âñåãî íàáîðà íàéäåííûõ ïàð (c(α), γα), α ∈ α(c), âûáèðàåì

èñêîìóþ ïàðó (c, γ) ïî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êðèòåðèåâ:
• êîíñòàíòà γα ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé;
• âåêòîð c(α) òàêîâ, ÷òî ||c(α)|| ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé;
• êîíñòàíòà γα è âåêòîð c(α) òàêîâû, ÷òî äëÿ çàäàííîãî èíäåêñà 1 6 k 6 m

âûðàæåíèå c
(α)
k e−γατk èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèÿ ê àëãîðèòìó îòìåòèì, çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû γ è êîìïî-
íåíò âåêòîðà c ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ïóòåì âûáîðà çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà
α íà áîëåå ¾ìåëêîé¿ ñåòêå â îêðåñòíîñòè òî÷êè α, óêàçàííîé â øàãå 3 àëãî-
ðèòìà. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî îòäåëüíûå ýòàïû àëãîðèòìà äîïóñêàþò
åñòåñòâåííîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå, ÷òî ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà ÝÂÌ.

3. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äâó-
ìÿ çàïàçäûâàíèÿìè

(22)
dx1(t)

dt
= ρx4(t− ω2)− µ1x1(t),

(23)
dx2(t)

dt
= p1µ1x1(t− ω1)− µ2x2(t),

(24)
dx3(t)

dt
= p2µ2x2(t− ω1)− µ3x3(t),

(25)
dx4(t)

dt
= p3µ3x3(t− ω1)− µ4x4(t), t > 0,

(26) x1(t) = ψ1(t), x2(t) = ψ2(t), x3(t) = ψ3(t), t ∈ [−ω1; 0],

(27) x4(t) = ψ4(t), t ∈ [−ω2; 0],

ãäå ρ > 0, µi > 0, 0 < pj < 1 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, 1 6 i 6 4, 1 6 j 6 3,
çàïàçäûâàíèÿ ω1 > 0, ω2 > 0, ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t), ψ4(t) � íåîòðèöàòåëüíûå
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî íå ðàâíûå íóëþ. Çàäà÷ó Êîøè (22)�(27)
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ïðîèç-
âîäñòâî âåùåñòâ X1, X2, X3 ïîä óïðàâëåíèåì ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè,
çàäàííîé ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîé x4(t− ω2), îòðàæàþùåé âåùåñòâî X4.
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Îáîçíà÷èì x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))T , A0 ≡ 0,

B =


µ1 0 0 0
0 µ2 0 0
0 0 µ3 0
0 0 0 µ4

 , A1 =


0 0 0 0

p1µ1 0 0 0
0 p2µ2 0 0
0 0 p3µ3 0

 ,

A2 =


0 0 0 ρ
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , AΣ =


0 0 0 ρ

p1µ1 0 0 0
0 p2µ2 0 0
0 0 p3µ3 0

 .

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (22)�(25) çàïèøåì â âåêòîðíîé ôîðìå

(28)
dx(t)

dt
= −Bx(t) +A1x(t− ω1) +A2x(t− ω2).

Èìååì, ÷òî

B −AΣ =


µ1 0 0 −ρ
−p1µ1 µ2 0 0

0 −p2µ2 µ3 0
0 0 −p3µ3 µ4

 .

Èçó÷àÿ ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû B−AΣ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûå òðè èç íèõ
ïîëîæèòåëüíû, à ÷åòâåðòûé ìèíîð (îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû) ïîëîæèòåëåí
ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

(29) µ4 > ρp1p2p3.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íåðàâåíñòâî (29) âåðíî, òî B − AΣ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé Ì-ìàòðèöåé. Èñõîäÿ èç âèäà ìàòðèöû AΣ, íà÷àëüíûõ ôóíêöèé ψi(t),
1 6 i 6 4, è íåðàâåíñòâà (29), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøè (22)�(27)
ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1.

Ó÷èòûâàÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö, âõîäÿùèõ â (28), ïîñòðî-
èì ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (22)�(27), èñ-
ïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä, ïðèâåäåííûé ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 1.
Îáðàùàÿñü ê ôîðìóëå (5), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

P (γ) = B − γE −A1e
γ ω1 −A2e

γ ω2 ,

det P (γ) = (µ1 − γ)(µ2 − γ)(µ3 − γ)(µ4 − γ)− p1p2p3µ1µ2µ3ρ e
(3ω1+ω2)γ .

Óðàâíåíèå det P (γ) = 0, 0 < γ < min(µ1, µ2, µ3, µ4), ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ
êîðíåé óðàâíåíèÿ

(30) ϕ1(γ) = (µ1−γ)(µ2−γ)(µ3−γ)(µ4−γ) = ϕ2(γ) = p1p2p3µ1µ2µ3ρ e
(3ω1+ω2)γ

íà ïðîìåæóòêå 0 6 γ < min(µ1, µ2, µ3, µ4). Èç (30) âèäíî, ÷òî ϕ1(γ) ìîíîòîí-
íî óáûâàåò, à ϕ2(γ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå. Èç (29)
ñëåäóåò, ÷òî ϕ1(0) > ϕ2(0). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (30) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü
γ = γ∗, òàêîé, ÷òî 0 < γ∗ < min(µ1, µ2, µ3, µ4).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó P (γ∗)c = 0, c > 0. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàíã ìàòðè-
öû P (γ∗) ðàâåí 3. Òîãäà èñêîìûé c = c(∗) = c(∗)(q) > 0 èìååò âèä

c
(∗)
1 (q) =

ρ eγ∗ω2

µ1 − γ∗
q, c

(∗)
2 (q) =

(µ3 − γ∗)(µ4 − γ∗)e−2γ∗ω1

p2p3µ2µ3
q,

c
(∗)
3 (q) =

(µ4 − γ∗)e−γ∗ω1

p3µ3
q, c4(q) = q, q ∈ R, q > 0.
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Ïîäáåðåì êîíñòàíòó q = q∗ òàê, ÷òîáû c(∗)(q) óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó

(31) c(∗)(q) > sup
t∈Iω

(
eγ∗ tψ(t)

)
.

Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ω1 6= ω2, òî ïðè ïîäáîðå q = q∗ â íåðàâåíñòâå (31)
ñëåäóåò íàõîäèòü íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ òðåõ êîìïîíåíò èñïîëüçóåìûõ
ôóíêöèé ïî ïðîìåæóòêó [−ω1; 0], à íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ÷åòâåðòîé êîìïîíåí-
òû èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé � ïî ïðîìåæóòêó [−ω2; 0]. Âèäíî, ÷òî êîìïîíåíòû
âåêòîðà c(∗)(q) ëèíåéíî âîçðàñòàþò ïî q, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò q = q∗ > 0, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå (31). Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà (γ, c) = (γ∗, c

(∗)(q∗))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (4).

Ïðèìåì äàëåå, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè è íà÷àëüíûå ôóíêöèè òàêîâû:

ω1 = 1.5, ω2 = 2.0, ρ = 1.45, µ1 = 1.4, µ2 = 1.2,

µ3 = 1.3, µ4 = 0.8, p1 = 0.8, p2 = 0.75, p3 = 0.7,

x1(t) = ψ1(t) = 10, x2(t) = ψ2(t) = 10 + 2t,

x3(t) = ψ3(t) = 15− 4t, t ∈ [−ω1; 0], x4(t) = 10 e−0.5t, t ∈ [−ω2; 0].

Èç âèäà ôóíêöèé ψ1(t), ψ2(t) è ôîðìóë (11), (12), (20) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûå

äâå êîìïîíåíòû âåêòîðà ψ̂α íå çàâèñÿò îò α è èìåþò çíà÷åíèÿ ψ̂α,1 = ψ̂α,2 = 10.
Äëÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ êîðåíü γ∗ óðàâíåíèÿ (30) è

êîìïîíåíòû âåêòîðà c(∗)(q∗), óäîâëåòâîðÿþùåãî (31), òàêîâû (ñ òî÷íîñòüþ äî
øåñòè çíàêîâ): γ∗ = 0.026975,

c
(∗)
1 (q∗) = 29.882271, c

(∗)
2 (q∗) = 29.709487,

c
(∗)
3 (q∗) = 21.871238, c

(∗)
4 (q∗) = 26.809818.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü ïîêîìïîíåíòíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè

0 6 x1(t) 6 29.882271 e−0.026975 t, 0 6 x2(t) 6 29.709487 e−0.026975 t,

0 6 x3(t) 6 21.871238 e−0.026975 t, 0 6 x4(t) 6 26.809818 e−0.026975 t, t > 0.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê äëÿ êîìïîíåíò x(t), èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ðàçäåëå 2.3. Ïîëîæèì:

τ1 = τ2 = τ3 = ω1 = 1.5, τ4 = ω2 = 2.0.

Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà ïðèìåíÿåì ìàòðèöó (B − AΣ)−1, íàéäåííóþ ñ ïî-
ìîùüþ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Â ïåðâîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå êîíñòàíòû, èñïîëüçóåìûå â àëãî-
ðèòìå, òàêîâû:

h = 0.02, N = 50, ε = 10−6, D = 1000,

r1 = r2 = r3 = r4 = 0.01, L1 = L2 = L3 = 150, L4 = 200.

Êðîìå òîãî, äëÿ òðåòüåãî êðèòåðèÿ â àëãîðèòìå ïðèìåì, ÷òî k = 3, èíòåð-
ïðåòèðóÿ X3 êàê ôèíàëüíûé ïðîäóêò â öåïî÷êå X1 → X2 → X3. Ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé (ñ òî÷íîñòüþ äî øåñòè çíàêîâ) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê,
íàéäåííûõ â ïåðâîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå.

Êðèòåðèé γ c1 c2 c3 c4
1 0.026916 28.707903 28.541897 21.008862 25.758201
2 0.000722 28.168160 26.354627 20.977642 27.143594
3 0.021007 28.590178 28.030211 20.355679 26.064414
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Óòî÷íèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ γ è êîìïîíåíò âåêòîðà c, îïèðàÿñü íà çàìå÷à-
íèå ê àëãîðèòìó îòíîñèòåëüíî áîëåå ¾ìåëêîé¿ ñåòêè. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ
âåêòîðà α = α(1), èñïîëüçîâàííûå ïðè ïîñòðîåíèè òàáëèöû 1. Äàëåå â ðàìêàõ
êàæäîãî èç òðåõ êðèòåðèåâ èçìåíÿåì êîìïîíåíòû âåêòîðà α íà ïðîìåæóòêå
âèäà α ∈ [α(1) − 0.01;α(1) + 0.01] ñ øàãîì ∆α = 0.0004. Ðåçóëüòàòû âòîðîãî
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (ñ òî÷íîñòüþ äî øåñòè çíàêîâ) ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê,
íàéäåííûõ âî âòîðîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå.

Êðèòåðèé γ c1 c2 c3 c4
1 0.026973 28.706719 28.540804 21.010895 25.755242
2 0.000520 28.164119 26.318724 20.983612 27.154554
3 0.021000 28.582493 28.021095 20.348862 26.064758

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöàõ 1, 2, ïîêàçûâàåò îòíîñè-
òåëüíî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé γ è êîìïîíåíò âåêòîðà c. Ïîýòîìó äàëü-
íåéøåå èçìåëü÷åíèå ñåòêè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà α íåöåëåñîîáðàçíî.

Èç òàáëèö 1, 2 âèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ â ðàìêàõ ïåðâîãî êðèòåðèÿ äàþò
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ è êîìïîíåíò âåêòîðà c, áëèçêèå ê ñîîòâåòñòâóþùèì
çíà÷åíèÿì, íàéäåííûì ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî ñïîñîáà. Òðåòèé êðèòåðèé
íåìíîãî ¾ïðîèãðûâàåò¿ ïåðâîìó êðèòåðèþ ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà γ, îòðà-
æàþùåìó ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ x(t). Âòîðîé êðèòåðèé äàåò
ÿâíî çàíèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γ ïî ñðàâíåíèþ ñ íàéäåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè â ðàìêàõ ïåðâîãî è òðåòüåãî êðèòåðèåâ. Èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî êðèòåðèÿ
ôàêòè÷åñêè äàåò ìèíèìàëüíóþ îöåíêó ||x(t)|| 6 ||c|| äëÿ âñåõ t ∈ [0;∞) ñðåäè
òðåõ çàäàííûõ êðèòåðèåâ.

Â çàâåðøåíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ x(t) çàäà÷è
Êîøè (1), (2) èìååò âàæíûé ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Ôîðìóëû äëÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíî óáûâàþùèõ îöåíîê ðåøåíèÿ x(t) ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñêîðîñòü è âðå-
ìÿ ñíèæåíèÿ âñåõ èëè ÷àñòè êîìïîíåíò ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîãî äî çàäàííîãî
(áëàãîïðèÿòíîãî èëè íåáëàãîïðèÿòíîãî) óðîâíÿ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé â ýïèäåìèîëîãèè è èììóíîëîãèè òðåáóåòñÿ ÷èñëîâàÿ îöåí-
êà ïðîìåæóòêà âðåìåíè äî çàâåðøåíèÿ ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà â íåêîòîðîé
ïîïóëÿöèè èëè ïðîìåæóòêà âðåìåíè äî âûçäîðîâëåíèÿ èíôèöèðîâàííîãî èí-
äèâèäóóìà. Îöåíêà óêàçàííûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííî-
ãî àëãîðèòìà âîçìîæíà äëÿ íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èìåþùèõ
áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3], [4], [5].
Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (1), (2) íà îñíîâå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî.
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