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Abstract. A solution is obtained for interconnected extremal problems
on the class of analytic functions in a strip with �nite L2-norms of limit
values of functions on one boundary line and bounded L2-norms of limit
values of the derivative of order n, n ≥ 0, on the other boundary line:
best approximation of the di�erentiation operators with respect to the
uniform norm on an intermediate line by bounded operators; optimal
recovery of the derivative of order k on an intermediate line from values
of the function on the boundary line given with an error. An exact
Kolmogorov-type inequality is obtained that estimates the uniform norm
of the derivative of order k on an intermediate line in terms of the L2-
norm of the limit boundary values of the function and the derivative of
order n.
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1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷

Â äàëüíåéøåì k, n, y è Y � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

(a) Y = y ≥ 0, 2n > 2k + 1 èëè (b) Y > y > 0, k, n− ïðîèçâîëüíûå.

Ïðè n 6= 0 îïðåäåëèì âåëè÷èíû α è β, à ïðè Y 6= 0 � âåëè÷èíó γ ôîðìóëàìè

α =
2n− 2k − 1

2n
, β = 1− α =

2k + 1

2n
, γ =

y

Y
.

Ïðè Y > 0 îáîçíà÷èì Π = Π(0, Y ) = {z ∈ C : 0 < =z < Y } � ïîëîñó êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíóþ âåùåñòâåííîé îñè R. Äàëåå âñåãäà äëÿ t ∈ R è
m ≥ 0 ïîëàãàåì t2m = |t|2m.

Äëÿ ôóíêöèè f èç L2(R), ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [1]), îïðå-
äåëåíî å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f̂(t) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−itxdx,

ïðè÷¼ì f̂ èç L2(R). Åñëè äëÿ m ≥ 0, z ∈ C è ôóíêöèè f ∈ L2(R) ñõîäèòñÿ (â
ñìûñëå Êîøè) èíòåãðàë

1√
2π

∫
R

(it)mf̂(t)eitzdt,

òî ýòî ÷èñëî � ïðîèçâîäíàÿ (ïî Âåéëþ) ïîðÿäêà m ôóíêöèè f â òî÷êå z,
îáîçíà÷àåì å¼ â äàëüíåéøåì f (m)(z).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî W 2,2
n ôóíêöèé f èç L2(R), äëÿ êîòîðûõ êâàäðàò

ôóíêöèè φn,Y [f ], çàäàííîé ðàâåíñòâîì φn,Y [f ](t) = |t|n e−Y t f̂(t), ñóììèðóåì
íà R. Òî åñòü W 2,2

n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W 2,2
n =

{
f ∈ L2(R) : φn,Y [f ] ∈ L2(R)

}
.

Â ñëó÷àå Y = 0 ïðîñòðàíñòâî W 2,2
n = W 2,2

n (R) åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà.
Â ñëó÷àå Y > 0 ïðîñòðàíñòâî W 2,2

n = W 2,2
n (Π) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðî-

ñòðàíñòâîì àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Π ôóíêöèé f, ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà
âåùåñòâåííîé îñè èç L2(R) è ó êîòîðûõ f (n) èç ïðîñòðàíñòâà L2 íà ãðàíè÷íîé
ïðÿìîé R+iY.Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ‖f (n)‖L2(R+iY ) = ‖φn,Y [f ]‖L2(R).

Â ïðîñòðàíñòâå W 2,2
n âûäåëèì êëàññ Q, çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

Q =
{
f ∈W 2,2

n : ‖f (n)‖L2(R+iY ) ≤ 1
}
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ω äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ λ, µ è ôóíêöèþ
ω ïåðåìåííîé δ > 0, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

(1) Ω(λ, µ) = sup
{
‖f (k)‖C(R+iy) : f ∈W 2,2

n , ‖f‖L2(R) ≤ λ, ‖f (n)‖L2(R+iY ) ≤ µ
}
,

(2) ω(δ) = sup
{
‖f (k)‖C(R+iy) : f ∈ Q, ‖f‖L2(R) ≤ δ

}
.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (1) äëÿ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà W 2,2
n ñëåäóåò

òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(3) ‖f (k)‖C(R+iy) ≤ Ω
(
‖f‖L2(R), ‖f (n)‖L2(R+iY )

)
, f ∈W 2,2

n .
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Ôóíêöèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïîðÿäêà k íà ïðÿìîé R+ iy íà êëàññå Q, è ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé (1) ðàâåíñòâàìè

ω(δ) = Ω(δ, 1), Ω(λ, µ) = µω(λ/µ).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé (1) è (2), à òàêæå íåðàâåíñòâî
(3), ýêâèâàëåíòíû.

Â ñëó÷àå Y = 0 íåðàâåíñòâî (3) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì òèïà Êîëìîãîðîâà,
êîòîðîå ïîëó÷åíî Ë.Â. Òàéêîâûì [2], è èìååò âèä:

‖f (k)‖C(R) ≤ C‖f‖αL2(R)‖f
(n)‖βL2(R), f ∈W 2,2

n (R),

α =
2n− 2k − 1

2n
, β = 1− α, C =

{
α−αβ−β

2n sinαπ

}1/2

.

Îäíîâðåìåííî ñ âåëè÷èíàìè (1) è (2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçàèìîñâÿçàííûå
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k íà ïðÿìîé R+ iy
ôóíêöèé èç êëàññà Q, çàäàííûõ íà îñè R ñ L2-ïîãðåøíîñòüþ, è íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà k íà ïðÿìîé R + iy íà
êëàññå Q ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòà-
íîâêå ýòèõ çàäà÷.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ R áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëè-
áî ìíîæåñòâî F âñåõ îäíîçíà÷íûõ, ëèáî L � ëèíåéíûõ, èëè B � ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç L2(R) â C(R + iy). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 è
îïåðàòîðà T ∈ R âåëè÷èíà

U(T, δ) = sup
{
‖f (k) − Tg‖C(R+iy) : f ∈ Q, g ∈ L2(R), ‖f − g‖L2(R) ≤ δ

}
ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ìåòîäîì T ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k íà
ïðÿìîé R + iy ôóíêöèé èç êëàññà Q. Òîãäà

(4) ER(δ) = inf {U(T, δ) : T ∈ R}
åñòü îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k íà ïðÿìîé R + iy
ôóíêöèé èç êëàññà Q, çàäàííûõ íà îñè R ñ L2-ïîãðåøíîñòüþ ìíîæåñòâîì ìå-
òîäîâ R. Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû ER(δ), δ > 0, è íàõîæäåíèè
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ � îïåðàòîðà, íà êîòîðîì â (4) äîñòèãà-
åòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.

Ïóñòü B(N) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç L2(R) â
C(R + iy) ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé ÷èñëà N > 0. Äëÿ îïåðàòîðà T ∈ B(N)
âåëè÷èíà

U(T ) = sup
{
‖f (k) − Tf‖C(R+iy) : f ∈ Q

}
åñòü óêëîíåíèå îïåðàòîðà T îò îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà k íà
ïðÿìîé R + iy íà êëàññå Q. Òîãäà âåëè÷èíà

(5) E(N) = inf {U(N) : T ∈ B(N)}
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà
k íà ïðÿìîé R+ iy ìíîæåñòâîì B(N). Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû
E(N), N > 0, è íàõîæäåíèè ìåòîäà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ � îïåðàòîðà, íà
êîòîðîì â (5) äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.

Ïðè Y = y = 0 ðåøåíèå çàäà÷è (5) áûëî òàêæå ïîëó÷åíî â ðàáîòå [2]. Â ýòîì
ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(N) = βαα/βC1/βN−α/β ,



ÍÀÈËÓ×ØÅÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß 1289

à ìåòîäîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

Λhf(x) =
ik√
2π

∫
R

tk

1 + ht2n
f̂(t)eixtdt, ïðè h =

{
β

2n sinαπ

}β/2
N−β .

Çàäà÷è (4) è (5) ÿâëÿþòñÿ êîíêðåòíûìè ïîñòàíîâêàìè áîëåå îáùèõ çàäà÷,
ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà íà êëàññå ýëåìåíòîâ
áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà íî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè è çàäà÷è Ñòå÷êèíà íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè
îïåðàòîðàìè íà êëàññå. Èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ çàäà÷, èõ âçàèìîñâÿçü è
ñâÿçü ñ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñì., íàïðèìåð, [3], [4] è ññûëêè òàì.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èññëåäóåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷ èçâåñòíî, ÷òî ñâÿçü
âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè îáðàçîì. Â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ (4) ìíîæåñòâîì F
âñåõ îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé èç L2(R) â C(R + iy) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ,
à âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì ðàâíà ìîäóëþ
íåïðåðûâíîñòè (2) âîññòàíàâëèâàåìîãî îïåðàòîðà, ò.å. ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

EF (δ) = EL(δ) = EB(δ) = ω(δ).

Êðîìå òîãî, âåëè÷èíû ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè (2) è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
(5) ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

(6)
ω(δ) = inf {E(N) +Nδ : N > 0} ;

E(N) = sup {ω(δ)−Nδ : δ > 0} .
Ðåçóëüòàòû óïîìèíàâøåéñÿ âûøå ðàáîòû Ë.Â. Òàéêîâà [2] ðàçâèâàëèñü è

îáîáùàëèñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ñì. ñòàòüè [5, 6, 7, 8].
Î ðåçóëüòàòàõ â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ Õàðäè

� Ñîáîëåâà àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé íîðìîé ïðîèç-
âîäíîé â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè ïî èíôîðìàöèè î ôóíêöèè íà ïðîìåæóòî÷íîé
ïðÿìîé è ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâàõ êîëìîãîðîâñêîãî òèïà ñì. â ðàáîòàõ
[9, 10, 11, 12]. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â áëèçêèõ ê èññëåäóåìûì çäåñü çàäà÷àõ
(ïðè n = 0 è k = 0, 1, äëÿ äðóãèõ íîðì) ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ àâòîðà [13, 14, 15].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ (2), (4) è (5);
èññëåäóåòñÿ èõ ïîâåäåíèå ïðè ñòðåìëåíèè ê +0 è +∞ ïàðàìåòðîâ δ è N.

2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ñëó÷àÿõ sY = y ≥ 0, 2ns > 2m + 1 èëè sY > y > 0, m, n� ïðîèçâîëüíûå
íåîòðèöàòåëüíûå è s > 0 ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñïåöèàëüíîãî èíòåãðàëà ñ
ïàðàìåòðîì h :

(7) s[m,n, y, Y ](h) =
1√
2π

∫
R

t2me−2yt

(1 + ht2ne−2Y t)s
dt, h > 0.

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíû:

(8) d(h) =

1/2
2 [k, n, y, Y ](h)


1/2
2 [k + n, n, y + Y, Y ](h)

, v(h) =
1[k, n, y, Y ](h)


1/2
2 [k + n, n, y + Y, Y ](h)

;

(9) ν(h) = 
1/2
2 [k, n, y, Y ](h), u(h) = h

1/2
2 [k + n, n, y + Y, Y ](h).

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû d, v, n è u ñâÿçàíû òîæäåñòâîì

(10) u(h) + d(h)ν(h) ≡ v(h).
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Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà h îïðåäåëèì ôóíêöèþ fh ôîðìóëîé

fh(z) =
1√
2π

∫
R

e(t)|t|ke−yt

1 + ht2ne−2Y t
eiztdt, e(t) = exp{−i arg(tk)}.

Ôóíêöèÿ fh îïðåäåëåíà è àíàëèòè÷íà â ïîëîñå

$(−y, 2Y − y) = {z ∈ C : −y < =z < 2Y − y} .
Îïðåäåëèì îïåðàòîð (ñâåðòêè) Tδ èç ïðîñòðàíñòâà L

2(R) â C(R + iy) ôîð-
ìóëîé

Thf(x+ iy) =
ik√
2π

∫
R

tke−yt

1 + ht2ne−2Y t
f̂(t)eixtdt, f ∈ L2(R).

ßñíî, ÷òî ïðè Y = y = 0 îïåðàòîðû Th è Λh ñîâïàäàþò.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ k, n, y, Y âûïîëíÿþòñÿ
îäíî èç óñëîâèé (a) èëè (b). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(11) EF (d(h)) = ω(d(h)) = v(h), h > 0.

Ìåòîäîì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð Th; íåðàâåíñòâî (3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà ôóíêöèÿõ âèäà cfh(·−
x0), h > 0, x0 ∈ R, c ∈ C.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ k, n, y, Y âûïîëíÿþòñÿ
îäíî èç óñëîâèé (a) èëè (b). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(12) E(ν(h)) = u(h), h > 0.

Ìåòîäîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð Th.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1 è 2 äàþò ïîëíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷ (4)
è (5). Òî÷íåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåì íà ïàðàìåòðû k, n, y, Y èìååò ìåñòî:
1) äëÿ ëþáîãî N > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå h > 0 òàêîå, ÷òî ν(h) = N ;
2) äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå h > 0 òàêîå, ÷òî d(h) = δ.

Ôóíêöèè ω è, ñîîòâåòñòâåííî, Ω ÿâëÿþòñÿ íå ýëåìåíòàðíûìè, ïîýòîìó âû-
ïèñàòü ÿâíûé âèä íåðàâåíñòâà (3) íåâîçìîæíî. Îäíàêî èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1
ìîæíî çàïèñàòü òî÷íîå àääèòèâíîå íåðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåì íà ïàðàìåòðû k, n, y, Y ñïðàâåäëèâî òî÷íîå
íåðàâåíñòâî

(13) ‖f (k)‖C(R+iy) ≤ ν(h)‖f‖L2(R) + u(h)‖f (n)‖L2(R+iY ), f ∈W 2,2
n , h > 0.

Íåðàâåíñòâî (13) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà ôóíêöèÿõ âèäà cfh(· − x0), h >
0, x0 ∈ R, c ∈ C.

Èç ðàâåíñòâà (12) èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, íåðàâåíñòâà (13) ñëåäóþò âëîæåíèÿ
êëàññàW 2,2

n (Π) â ïðîñòðàíñòâî Ck(R+iy) � ôóíêöèé èç C(R+iy) ñ îãðàíè÷åí-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k íà ïðÿìîé R+ iy, 0 < y ≤ Y, è ïðîñòðàíñòâî Õàðäè
� Ñîáîëåâà Hk($(y, η)) � ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H($(y, η)), 0 < y <
η ≤ Y, àíàëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ â ïîëîñå$(y, η) = {z ∈ C : y < =z < η} ,
è èìåþùèõ â ïîëîñå îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà k. Òî÷íåå, ñïðàâåä-
ëèâî óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïðè 0 < y < η < Y è ïðîèçâîëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k è n
ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ:

W 2,2
n (Π) ⊂ Ck(R + iy), W 2,2

n (Π) ⊂ Hk($(y, η)).

Ïðè 0 < y < Y è 2k + 1 < 2n ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ:

W 2,2
n (Π) ⊂ Ck(R + iY ), W 2,2

n (Π) ⊂ Hk($(y, Y )).

3. Ñâîéñòâà ôóíêöèè fh è îïåðàòîðà Th

Ôóíêöèÿ fh îïðåäåëåíà è àíàëèòè÷íà â ïîëîñå $(−y, 2Y − y). Êðîìå òîãî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ ∈ (−y, 2Y − y) ñóæåíèå fh íà ïðÿìóþ R + iξ ÿâëÿåòñÿ
ñóììèðóåìîé ñ êâàäðàòîì ôóíêöèåé, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖fh‖L2(R+iξ) =

(
1√
2π

∫
R

t2ke−2(y+ξ)t

(1 + ht2ne−2Y t)2
dt

)1/2

.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà m, m ≥ 0, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f
(m)
h (z) =

im√
2π

∫
R

e(t)tk+me−yt

1 + ht2ne−2Y t
eiztdt, z ∈ $(−y, 2Y − y).

Ïðè ïðîèçâîëüíîì ξ ∈ (−y, 2Y −y) äëÿ íîðì ñóæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà ïðÿìóþ
R + iξ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

‖f (n)h ‖L2(R+iξ) =

(
1√
2π

∫
R

t2(k+n)e−2(y+ξ)t

(1 + ht2ne−2Y t)2
dt

)1/2

,

‖f (k)h ‖C(R+iξ) = |f (k)(iξ)| = 1√
2π

∫
R

t2ke−(y+ξ)t

1 + ht2ne−2Y t
dt.

Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

(14)
‖fh‖L2(R) = 

1/2
2 [k, n, y, Y ](h), ‖f (n)h ‖L2(R+iY ) = 

1/2
2 [k + n, n, y + Y, Y ](h),

‖f (k)h ‖C(R+iy) = 1[k, n, y, Y ](h).

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ k, n, y, Y âûïîëíÿþòñÿ
îäíî èç óñëîâèé (a) èëè (b). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(15) ω(d(h)) ≥ v(h), h > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Fh = fh
−1/2
2 [k + n, n, y + Y, Y ](h). Èç

ñîîòíîøåíèé (8) è (14) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

‖Fh‖L2(R) = d(h), ‖F (k)
h ‖C(R+iy) = v(h), ‖F (n)

h ‖L2(R+iY ) = 1.

Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Fh ∈ Q. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ (2) ìîäóëÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (15). Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ
äëÿ íîðìû îïåðàòîðà Th, âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(16) ‖Th‖ = ‖Th‖L2(R)→C(R+iy) = ν(h).

Íîðìà äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ fh
−1/2
2 [k, n, y, Y ](h). Âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

ðàçíîñòè ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k ôóíêöèè f è Thf äëÿ f ∈W 2,2
n :∣∣∣f (k)(x+ iy)− Thf(x+ iy)

∣∣∣ =
h√
2π

∣∣∣∣∫
R

tk+ne−(y+Y )t

1 + ht2ne−2Y t
intne−Y tf̂(t)eixtdt

∣∣∣∣ .
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ íîðìû Th, ïîëó÷àåì îöåíêó óêëîíåíèÿ

‖f (k) − Thf‖C(R+iy) ≤ u(h)‖f (n)‖L2(R+iY ), f ∈W 2,2
n .

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(17) U(Th) = sup
{
‖f (k) − Thf‖C(R+iy) : f ∈ Q

}
= u(h),

â êîòîðîì âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè Fh. Èç ðàâåíñòâ (16), (17) è
(10) ñëåäóåò öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé

U(Th, d(h)) ≤ U(Th) + ‖Th‖d(h) = u(h) + ν(h)d(h) = v(h).

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(18) U(Th, d(h)) = v(h),

âåðõíÿÿ ãðàíü â ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ U(Th, d(h)) äîñòèãàåòñÿ íà ôóíê-
öèè Fh. Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâ (17) è (18) ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó âåëè-
÷èí (4) è (5).

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ k, n, y, Y âûïîëíÿþòñÿ
îäíî èç óñëîâèé (a) èëè (b). Òîãäà ïðè âñåõ h > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(19) E(ν(h)) ≤ u(h),

E(δ(h)) ≤ v(h).

4. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåìû

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (15) ëåììû 1 è íåðàâåíñòâî (19) ëåììû 2, ðàâåíñòâà
(6) è (10) èìååì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

v(h) ≤ ω(d(h)) ≤ E(n(h)) + d(h)ν(h) ≤ u(h) + d(h)ν(h) = v(h), h > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ h > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ω(d(h)) = v(h), E(n(h)) = v(h)− d(h)ν(h) = u(h).

Ðàâåíñòâà (11) è (12) äîêàçàíû. Òåïåðü èç ðàâåíñòâ (16), (17) è (18) ñëåäóåò,
÷òî ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Th ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïðè δ = d(h) è ìåòîäîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè N = ν(h).
Òåîðåìû 1 è 2 äîêàçàíû.

5. Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì

Â ýòîé ÷àñòè èññëåäóåòñÿ èíòåãðàë (7) è äîêàçûâàåòñÿ Ïðåäëîæåíèå 1. Ðàñ-
ñìàòðèâàåì â äàëüíåéøåì (7) êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé h ∈ (0,+∞) ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè m,n, y, Y è s > 0. Èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ
ïðè âñåõ h ∈ (0,+∞) â ñëó÷àÿõ: (a∗) sY = y ≥ 0, 2ns > 2m+1 è (b∗) sY > y > 0
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõm,n è s > 0. Ôóíêöèÿ (7) ïîëîæèòåëüíàÿ,
ïî ïåðåìåííîé h óáûâàåò è âûïóêëàÿ íà ïîëóïðÿìîé (0,+∞), ÷òî ñëåäóåò èç
ñîîòíîøåíèé äëÿ å¼ ïðîèçâîäíûõ

′s[m,n, y, Y ](h) = −ss+1[m+ n, n, y + Y, Y ](h) < 0,

′′s [m,n, y, Y ](h) = s(s+ 1)s+2[m+ 2n, n, y + 2Y, Y ](h) > 0.

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå s[m,n, y, Y ](h) ïðè h → +0 è ïðè h → +∞. Â äâóõ
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ íåòðóäíî âûïèñàòü ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò h.
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(I) Ñëó÷àé Y = y = 0 è 2ns > 2m+1. Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé τ = h1/2nt,
èìååì ðàâåíñòâî

s[m,n, 0, 0](h) = κ1h
−β∗

, β∗ =
2m+ 1

2n
,

κ1 = s[m,n, 0, 0](1) =
1√
2π

∫
R

τ2m

(1 + τ2n)s
dτ.

(II) Ñëó÷àé sY > y > 0 èm ≥ n = 0. Ïðîèçâîäÿ â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé
τ = t− lnh/2Y , èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå, ïðè h→ +0 è h→ +∞, ñîîòíîøåíèå

s[m, 0, y, Y ](h) = h−γ
∗ 1√

2π

∫
R

(
τ + lnh

2Y

)2m
e−2yτ

(1 + e−2Y τ )s
dτ ∼ κ2h−γ

∗
(

lnh

2Y

)2m

,

γ∗ = y/Y, κ2 = s[0, 0, y, Y ](1) =
1√
2π

∫
R

e−2yτ

(1 + e−2Y τ )s
dτ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Y 6= 0 è n 6= 0.

Ëåììà 3. Ïóñòü sY > y > 0, m ≥ 0, n > 0 èëè sY = y > 0, 2ns > 2m + 1 è
s > 0. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

lim
h→+0

s[m,n, y, Y ](h) = +∞,

lim
h→+∞

s[m,n, y, Y ](h) = +0, lim
h→+∞

hss[m,n, y, Y ](h) = +∞.

Ïðè h→ +∞ ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

(20) s[m,n, y, Y ](h) ∼ κ1h−β
∗
, åñëè β∗ < γ∗;

èíà÷å (åñëè β∗ ≥ γ∗)

(21) κ2h
−γ∗

(
lnh

2Y

)2(m−γ∗n)

. s[m,n, y, Y ](h) . κ2h
−γ∗

(
lnh

2Y

)2(m−γ∗n)+

,

â ÷àñòíîñòè

s[m,n, y, Y ](h) ∼ κ2h−γ
∗
(

lnh

2Y

)2(m−γ∗n)

, åñëè β∗ ≥ γ∗ + 1/2n;

Ïðè h→ +0 â ñëó÷àå sY > y äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ > 1 ñïðàâåäëèâî ïðåäåëü-
íîå ñîîòíîøåíèå:

(22) κ2h
−γ∗

(
lnh

2Y

)2(m−σγ∗n)

. s[m,n, y, Y ](h) . κ2h
−γ∗

(
lnh

2Y

)2(m−γ∗n)+

.

Â ñëó÷àå sY = y äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε, 0 < ε < s, ñóùåñòâóþò c1(ε), c2 è h(ε)
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ h, 0 < h < h(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(23) c1(ε)h−γ
∗+ε ≤ s[m,n, sY, Y ](h) ≤ c2h−γ

∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì èñõîäíûé èíòåãðàë â ñóììó

s[m,n, y, Y ](h) = A(h) +B(h) + C(h),

A(h) = As[m,n, y, Y ](h) =
1√
2π

∫ +∞

1

t2me2yt

(1 + ht2ne2Y t)s
dt,

B(h) = Bs[m,n, y, Y ](h) =
1√
2π

∫ 1

−1

t2me−2yt

(1 + ht2ne−2Y t)s
dt,
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C(h) = Cs[m,n, y, Y ](h) =
1√
2π

∫ +∞

1

t2me−2yt

(1 + ht2ne−2Y t)s
dt.

Âíà÷àëå èññëåäóåì ïîâåäåíèå s ïðè h → +0. Ñóììà B + C îãðàíè÷åííàÿ,
äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 ≤ B(h) + C(h) ≤
∫ ∞
−1

t2me−2ytdt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t(h) è ε(h) âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

t(h) =
ln 1/h

2Y
, ε = ε(h) = nσ

ln(t(h)/σ)

t(h)
, σ > 1.

Äëÿ ââåä¼ííûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
h→+0

t(h) = +∞, lim
h→+0

ε(h) = +0, lim
h→+0

(
t(h)

σ
+

lnh

2(Y + ε(h))

)
= −∞.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè t ≥ t(h)/σ, òî tn ≤ eεt.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðè sY 6= y (γ∗ < s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç η âåëè-

÷èíó η = m/γ∗ − (m/γ∗ − n)+, ãäå x+ = 1/2(x+ |x|); èìååì 0 ≤ η ≤ n. Îöåíèì
A(h) ñâåðõó:

A(h) ≤ 1√
2π

∫ +∞

1

t2me2yt

(1 + t2ηe2Y (t−t(h)))s
dt = [τ = t− t(h)] =

=
h−γ

∗

√
2π

∫ +∞

1−t(h)

(τ + t(h))
2m

e2yτ

(1 + e2Y (τ+η/Y ln(τ+t(h)))s
d
(
τ ± η

Y
ln(τ + t(h))

)
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ è â ïåðâîì èç íèõ ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííûõ θ = τ + η

Y ln(τ + t(h)), ïîëó÷èì

A(h) ≤ h−γ
∗

√
2π

(∫ +∞

1−t(h)

(τ(θ) + t(h))
2(m−γ∗n)+ e2yθ

(1 + e2Y θ)s
dθ−

− η
Y

∫ +∞

1−t(h)

(τ + t(h))
2m−1

e2yτ

(1 + (τ + t(h))2ηe2Y τ )s
dτ

)
≤

≤ h−γ
∗

(t(h))
2(m−γ∗n)+ 1√

2π

∫
1−t(h)

(
τ(θ)
t(h) + 1

)2(m−γ∗n)+
e2yθ

(1 + e2Y θ)s
dθ ∼

∼ κ2h−γ
∗
(

lnh

2Y

)2(m−γ∗n)+

.

Çäåñü ïðåäåë èíòåãðàëà ðàâåí èíòåãðàëó îò ïðåäåëà ò.ê. ñóììèðóåìàÿ íà R
ôóíêöèÿ (c0|θ| + 1)2(m−γ

∗n)+(1 + e2Y θ)−se2yθ, c0 = 2Y/| lnh0|, ïðè h ≤ h0 < 1
ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé:

0 ≤ τ(θ)

t(h)
+ 1 ≤ θ

t(h)
+ 1 ≤ |θ|

t(h)
+ 1 ≤ c0|θ|+ 1, θ ∈ [1− t(h),+∞).

Îöåíèì ñ äðóãîé ñòîðîíû.

A(h) ≥ 1√
2π

∫ +∞

t(h)
σ

t2me2yt

(1 + ht2ne2Y t)s
dt ≥ 1√

2π

∫ +∞

t(h)
σ

t2me2yt

(1 + he2(Y+ε)t)s
dt =
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=
h−y/(Y+ε)

√
2π

∫ +∞

t(h)
σ + lnh

2(Y+ε)

(
τ − lnh

2(Y+ε)

)2m
e2yτ

(1 + e2(Y+ε)τ )s
dτ ∼ κ2h−γ

∗
(

lnh

2Y

)2(m−σγ∗n)

σσγ
∗n.

Â èòîãå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (22).
Ðàññìîòðèì A(h) = As[m,n, sY, Y ](h) â ñëó÷àå y = sY, 2m + 1 < 2ns (β∗ <

s = γ∗). Îöåíêó ñâåðõó äà¼ò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

A(h) ≤ h−s√
2π

∫ +∞

1

t2m−2nsdt = c2h
−γ∗

, c2 =

√
2

π

n

s− β∗
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó

A(h) ≥ 1√
2π

∫ +∞

1

e2Y (s−ε/2)t

(1 + ht2ne2Y t)s
dt = As[0, n, Y (s− ε/2), Y ](h).

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó ñíèçó èç (22), ïîëó÷èì

As[0, n, Y (s− ε/2), Y ](h) & c1(ε)h−s+ε, c1(ε) = s[0, 0, Y (s− ε/2), Y ](1).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû ñ íåðàâåíñòâîì (23).
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå s ïðè h → +∞. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïðè sY 6= y

(γ∗ < s) èìååì îöåíêó

A(h) ≤ h−s√
2π

∫ +∞

1

t2m−2nse−2(sY−y)tdt = o
(
h−γ

∗
ln2(m−θγ∗n) h

)
.

À â ñëó÷àå sY = y, 2m+ 1 < 2ns (β∗ < s = γ∗) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

A(h) ≤ h−s√
2π

∫ +∞

1

t2m−2nsdt = o
(
h−β

∗
)
.

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Ïðè 2m+1 < 2ns (γ∗ ≤ s, β∗ < s) ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

B(h) =
[
τ = h1/2nt

]
=
h−β

∗

√
2π

∫ h1/2n

−h1/2n

τ2me−2yτh
−1/2n

(1 + τ2ne−2Y τh−1/2n)s
dτ ∼ κ1h−β

∗
.

Çäåñü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ â ñèëó íåðàâåíñòâà

0 ≤ f(τ, h) ≤ ϕ(τ), τ ∈ R, h > 0,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ f(τ, h) íà îòðåçêå [−h1/2n, h1/2n] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(τ, h) =
τ2me−2yτh

−1/2n

(1 + τ2ne−2Y τh−1/2n)s
, τ ∈ [−h1/2n, h1/2n],

è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà, à ñóììèðóåìàÿ íà ïðÿìîé R ôóíêöèÿ ϕ(τ) �
ðàâåíñòâîì

ϕ(τ) =
τ2me2y

(1 + τ2ne−2Y )s
.

Â ñëó÷àå 2m+ 1 > 2ns, y < sY (γ∗ < s < β∗) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

B(h) ≤ h−s√
2π

∫ 1

−1
t2m−2nse−2(y−sY )tdt = o

(
h−γ

∗
ln2(m−γ∗n) h

)
.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå 2m + 1 = 2ns, y < sY (γ∗ < s = β∗) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ε, 0 < ε < s, èìååì

B(h) ≤
∫ 1

−1

|t|2n(s−ε)−1ey

(1 + ht2ne−Y )s
dt =
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=
h−β

∗+ε

√
2π

∫ h1/2n

−h1/2n

|τ |2n(s−ε)−1ey

(1 + τ2ne−Y )s
dτ = o

(
h−γ

∗
ln2(m−γ∗n) h

)
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî B(h) = o
(
h−γ

∗
ln2(m−γ∗n) h

)
, ëèáî B(h) ∼ κ1h−β

∗
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ïðè sY 6= y (γ∗ < s) îáîçíà÷èì
÷åðåç t(h) è ε(h) âåëè÷èíû îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

t(h) =
lnh

2Y
, ε = ε(h) = n

ln t(h)

t(h)
.

Äëÿ ââåä¼ííûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
h→+∞

t(h) = +∞, lim
h→+∞

ε(h) = +0, lim
h→+∞

(
t(h)− lnh

2(Y − ε(h))

)
= −∞;

è åñëè t ≥ t(h), òî tn ≤ eεt. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî îöåíêå A(h) â ïåðâîé ÷àñòè
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, èìååì àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ñâåðõó

C(h) . κ2h
−γ∗

(
lnh

2Y

)2(m−γ∗n)+

.

Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó.

C(h) ≥ 1√
2π

∫ +∞

t(h)

t2me−2yt

(1 + he−2(Y−ε)t)s
dt =

=
h−y/(Y−ε)√

2π

∫ +∞

t(h)− lnh
2(Y−ε)

(τ + lnh
2(Y−ε) )

2me−2yτ

(1 + e−2(Y−ε)τ )s
dτ ∼ κ2h−γ

∗
(

lnh

2Y

)2(m−γ∗n)

.

Â ñëó÷àå sY = y, 2m+ 1 < 2ns (β∗ < s = γ∗) ïîëó÷àåì

C(h) ≤ h−s√
2π

∫ +∞

1

t2m−2nsdt = o
(
h−β

∗
)
.

Ñêëàäûâàÿ îöåíêè A,B è C, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâî (20) è
íåðàâåíñòâî (21). Ëåììà 3 äîêàçàíà. �

Èç ëåììû 3 ñëåäóþò ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåëè÷èí (8) è (9). Âûïè-
øåì èõ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëåììà 3 äà¼ò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà, è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé çàäà÷ (2) è (5).

Ñëåäñòâèå 3. Èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ:
i) â ñëó÷àå β < γ ïðè h→ +∞ äëÿ âåëè÷èí (8) ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàâåíñòâà

d(h) ∼ 1/22 [k, n, 0, 0](1)
−1/2
2 [k + n, n, 0, 0](1)h1/2,

v(h) ∼ 1[k, n, 0, 0](1)
−1/2
2 [k + n, n, 0, 0](1)hα/2,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ → +∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ω(δ) ∼ C1 δα, C1 = 1[k, n, 0, 0](1) 
−α/2
2 [k, n, 0, 0](1) 

−β/2
2 [k + n, n, 0, 0](1);

à äëÿ âåëè÷èí (9) ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

ν(h) ∼ 1/22 [k, n, 0, 0](1)h−β/2, u(h) ∼ 1/22 [k + n, n, 0, 0](1)hα/2,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N → +0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

E(N) ∼ K1N
−α/β , K1 = 

α/(2β)
2 [k, n, 0, 0](1) 

1/2
2 [k + n, n, 0, 0](1).
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ii) â ñëó÷àå β ≥ γ + 1/2 ïðè h → +∞ äëÿ âåëè÷èí (8) ñïðàâåäëèâû àñèìïòî-
òè÷åñêèå ðàâåíñòâà

d(h) ∼ 1/22 [0, 0, y, Y ](1)
−1/2
2 [0, 0, y + Y, Y ](1)h1/2,

v(h) ∼ 1[0, 0, y, Y ](1)
−1/2
2 [0, 0, y + Y, Y ](1)h(1−γ)/2

(
lnh

2Y

)k−γn
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ → +∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ω(δ) ∼ C2 δ1−γ
(

ln δ

Y

)k−γn
, C2 =

1[0, 0, y, Y ](1)


(1−γ)/2
2 [0, 0, y, Y ](1)

γ/2
2 [0, 0, y + Y, Y ](1)

;

à äëÿ âåëè÷èí (9) ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

ν(h) ∼ 1/22 [0, 0, y, Y ](1)h−γ/2
(

lnh

2Y

)k−γn
,

u(h) ∼ 1/22 [0, 0, y + Y, Y ](1)h(1−γ)/2
(

lnh

2Y

)k−γn
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N → +0 ñïðàâåäëèâî (íåÿâíîå) ñîîòíîøåíèå

E(N) ∼ 1/22 [0, 0, y + Y, Y ](1)

(
K2

E(N)

N

)1−γ (
1

Y
ln

(
K2

E(N)

N

))k−γn
,

K2 = 
1/2
2 [0, 0, y, Y ](1) 

−1/2
2 [0, 0, y + Y, Y ](1).

Òåïåðü äîêàæåì Ïðåäëîæåíèå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (9) âåëè÷èíû
ν(h) è ñâîéñòâ èíòåãðàëà 2[k, n, y, Y ](h).

Äëÿ δ > 0 ôóíêöèÿ u(h) + δν(h) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, èìååò ïðåäåëû â íóëå
è áåñêîíå÷íîñòè, ðàâíûå +∞. Òîãäà îíà èìååò íà (0,+∞) åäèíñòâåííóþ ñòà-
öèîíàðíóþ òî÷êó hδ � òî÷êó ìèíèìóìà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u′(hδ) + δν′(hδ) = 0.

Âû÷èñëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ δ, ïîëó÷åííîå èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

δ = −u
′(hδ)

ν′(hδ)
= d(hδ).

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå hδ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó d(hδ) = δ, ò.å. ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå 2).
Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî. �
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