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Abstract. We study connections between two algebraic constructions
� quandles and quasoids. Both of them are motivated by colorings of
knot diagrams. There are constructions of cocyclic knot invariants as for
quandles and for quasoids. In this paper we, at �rst, introduce the notion
of projection from quasoid to quandle and, at second, construct mixed
cocyclic invariants, which use quandles, quasoids and projections in their
de�nition.
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1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà áûëî ïðåäëîæåíî Ñ. Ìàòâååâûì â ðà-
áîòå [1]. Íàçàâèñèìî Ä. Äæîéñ ïðåäëîæèë ýêâèâàëåíòíîå ïîíÿòèå êâàíäëà
(quandle) â ðàáîòå [2]. Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿ-
åòñÿ òåðìèí Äæîéñà, òàê êàê òåðìèí ¾ãðóïïîèä¿ îáëàäàåò ñëèøêîì øèðîêèì
ñìûñëîì è èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó, ÷òî-
áû íå âûçûâàòü äâóñìûñëåííîñòåé, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì òîæå ïîëüçîâàòüñÿ
òåðìèíîì êâàíäë.

Êàæäûé êâàíäë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ñ îäíîé áèíàðíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé îïåðàöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìàì, ìîòèâèðîâàííûì äâèæåíèÿìè
Ðåéäåìåéñòåðà äèàãðàìì óçëîâ è çàöåïëåíèé. Êîíå÷íûé êâàíäë ïîðîæäàåò
èíâàðèàíò îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé â òð¼õìåðíîé ñôåðå, êîòîðûé
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê äóã äèàãðàììû ýëåìåíòàìè ýòîãî
êâàíäëà (âñå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ, â òîì ÷èñëå îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé ðàñ-
êðàñêè, áóäóò äàíû äàëåå â ïàðàãðàôå 2).
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Â ðàáîòå [3] Ä. Êàðòåðà ñ ñîàâòîðàìè ïîñòðîåíû êîöèêëè÷åñêèå èíâàðèàíòû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì óñèëåíèåì èíâàðèàíòîâ ÷èñëà ïðàâèëüíûõ
ðàñêðàñîê. Â íåé îïèñàíî, êàê êàæäûé êîíå÷íûé êâàíäë ïîðîæäàåò öåïíîé
êîìïëåêñ. Âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç âòîðîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé ýòîãî
êîìïëåêñà, êàæäîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå äèàãðàììû óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) íà
äâóìåðíîé ñôåðå ìîæíî ñîïîñòàâèòü å¼ öåëî÷èñëåííûé âåñ. Èòîãîâûì çíà÷åíè-
åì êîöèêëè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ íàáîð âåñîâ, ñîïîñòàâëåííûõ êàæäîé
ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå. Êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ â òåîðèè óçëîâ, òàêîå ìóëüòè-
ìíîæåñòâî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îäíîãî ïîëèíîìà Ëîðàíà ñ îäíîé ïåðåìåííîé.
Ïðè ýòîì ñòåïåíè ìîíîìîâ ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ìóëüòèìíîæåñòâà, à êî-
ýôôèöèåíòû ïåðåä íèìè � ÷èñëó âõîæäåíèé ýëåìåíòà â ìóëüòèìíîæåñòâî.

Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåíà äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ êîöèêëè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.
Îñíîâíîå îòëè÷èå êîñòðóêöèè èç ýòîé ðàáîòû [4] îò êîíñòðóêöèè èç ðàáîòû
[3] ñîñòîèò â òîì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ïðè ïîñòðîåíèè
öåïíîãî êîìïëåêñà. Â ðàáîòå [3] ýòîò ãîìîìîðôèçì îïðåäåëÿëñÿ êàê ðàçíîñòü
äâóõ ôóíêöèé, à â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóììà ýòèõ ôóíêöèé òàêæå
êîððåêòíûì îáðàçîì çàäà¼ò öåïíîé êîìïëåêñ. Áîëåå òîãî, êàæäûé ýëåìåíò åãî
âòîðîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé ïîðîæäàåò èíâàðèàíò îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è
çàöåïëåíèé â R3. Äàëåå â ïàðàãðàôå 2 áóäåò äàíî ïîëíîå îïèñàíèå êîíñòðóê-
öèé ýòèõ äâóõ êîöèêëè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ. Åñëè Γ � êîíå÷íûé êâàíäë, òî
òîò êîöèêëè÷åñêèé èíâàðèàíò, â îïðåäåëåíèè êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ ãðàíè÷-
íûé ãîìîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ôóíêöèé, îáîçíà÷àåòñÿ M

ϕ−
Γ ,

à äðóãîé � P
ϕ+

Γ . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ϕ− è ϕ+ � 2-êîöèêëû ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ.

Â ðàáîòå [5] áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå êâàçîèäà. Êàæäûé êâàçîèä ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî è îòîáðàæåíèå íà í¼ì. Àêñèîìû îòîáðàæåíèÿ ìîòèâèðî-
âàíû äâèæåíèÿìè Ðåéäåìåéñòåðà äèàãðàìì óçëîâ è çàöåïëåíèé. Ïî ñðàâíåíèþ
ñ àêñèîìàìè êâàíäëà, êîòîðûå îñíîâàíû íà âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè äóã äèà-
ãðàììû óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) äî è ïîñëå äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà, àêñèîìû
êâàçîèäà îñíîâàíû íà âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè îáëàñòåé, íà êîòîðûå ýòà äèà-
ãðàììà ðàçáèâàåò äâóìåðíóþ ñôåðó. Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [6] êâàçîèäû íà-
çûâàþòñÿ ¾òåðíàðíûìè àëãåáðàìè¿, òàê êàê îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò
êâàçèîä, ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ òåðíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé. Â äðóãèõ
ðàáîòàõ (íàïðèìåð â [7], [8]) êâàçîèäû íàçûâàþòñÿ ¾tribracket¿.

Â ðàáîòå [9] ïîñòðîåíû äâà êîöèêëè÷åñêèõ èíâàðèàíòà óçëîâ è çàöåïëåíèé,
îñíîâàííûå íà êâàçîèäàõ, à íå íà êâàíäëàõ. Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàí-
òîâ ïîäîáíà òîé, ÷òî èñïîëüçîâàëàñü Ä. Êàðòåðîì äëÿ ñëó÷àÿ êâàíäëîâ. Òî÷íî
òàêæå ñóùåñòâóåò äâå âåðñèè êîöèêëè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ: ¾−¿-âåðñèÿ, êîòî-
ðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Mψ−

Q è ¾+¿-âåðñèÿ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Pψ+

Q . Â ýòèõ îáî-
çíà÷åíèÿõ Q � ýòî êîíå÷íûé êâàçîèä, à ψ− è ψ+ � 2-êîöèêëû ñîîòâåòñâóþùèõ

êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ. ÈíâàðèàíòMψ−
Q òàêæå áûë îïèñàí â ðàáîòå [6].

Îäíîòèïíîñòü êîíñòðóêöèé èíâàðèàíòîâ M
ϕ−
Γ èMψ−

Q , à òàêæå P
ϕ+

Γ è Pψ+

Q

íàòàëêèâàåò íà ñîîáðàæåíèå î òîì, ÷òî, âîçìîæíî, êâàíäëû è êâàçîèäû ñ ðàç-
íûõ òî÷åê çðåíèÿ âûðàæàþò îäíî è òî æå ñâîéñòâî óçëîâ. Ìîæåò áûòü âñå ýòè
èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì êàêîãî-òî îäíîãî áîëåå îáùåãî èíâàðèàíòà, à
âîçìîæíî ïîíÿòèÿ êâàíäëà è êâàçîèäà â êàêîì-íèáóäü ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû.
Îäíà èç ïîïûòîê èññëåäîâàòü ýòó ñâÿçü áûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [8].
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Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïîñîáà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ìîæíî íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì ñêîìáèíèðîâàòü êîöèêëè÷åñêèå êâàíä-
ëîâûå è êâàçîèäíûå èíâàðèàíòû. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîåêöèè êâà-
çîèäà íà êâàíäë. Êàæäàÿ òàêàÿ ïðîåêöèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü äâóì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè. Ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè p êàæäàÿ
ïàðà 2-êîöèêëîâ (ϕ−, ψ−), ãäå ϕ− � êîöèêë äëÿ öåïíîãî êîìïëåêñà, ïîñòðîåí-
íîãî ïî êâàíäëó Γ, à ψ− � êîöèêë äëÿ öåïíîãî êîìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî ïî

êâàçîèäó Q, çàäà¼ò êîìáèíèðîâàííûé èíâàðèàíò Mϕ−,ψ−
p,Γ,Q . Àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì îïðåäåëÿåòñÿ äðóãàÿ ¾+¿-âåðñèÿ ýòîãî èíâàðèàíòà Pϕ+,ψ+

p,Γ,Q .
Ñòðóêòóðà ðàáîòû òàêîâà. Â ïàðàãðàôå 2 äàþòñÿ âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ êâàíäëîâûìè êîöèêëè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ
è çàöåïëåíèé. Ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ êâàíäëîâ. Äàëåå
îïèñàíî, êàê êàæäûé êîíå÷íûé êâàíäë Γ ïîðîæäàåò öåïíûå êîìïëåêñû C−(Γ)
è C+(Γ). Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå èíâàðèàíòîâ M

ϕ−
Γ è P

ϕ+

Γ .
Ïàðàãðàô 3 ïîñâÿù¼í êâàçîèäàì. Ñíà÷àëà äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå êâàçîèäà è

ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ êâàçîèäîâ. Ïîñëå ýòîãî îïèñû-
âàåòñÿ, êàê êàæäûé êîíå÷íûé êâàçîèä Q ïîðîæäàåò äâà öåïíûõ êîìïëåêñà

C−(Q) è C+(Q). Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå èíâàðèàíòîâMψ−
Q è

Pψ+

Q . Ñòðóêòóðà èçëîæåíèÿ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ñòðóêòóðó ïàðàãðàôà 2, ÷òî-
áû ïîä÷åðêíóòü àíàëîãè÷íîñòü ïîäõîäîâ, îñíîâàííûõ íà êâàíäëàõ è íà êâàçî-
èäàõ.

Â ïàðàãðàôå 4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîåêöèè. Ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ÿâíûõ
ôîðìóë ïðîåêöèé äëÿ ïðèìåðîâ, îïèñàííûõ â ïàðàãðàôàõ 2 è 3. Äàëåå äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïðîåêöèÿ ïîðîæäàåò öåïíîå îòîáðàæåíèå öåïíûõ êîì-
ïëåêñîâ, ïîñòðîåííûõ ïî êâàíäëàì è êâàçîèäàì. Â êîíöå äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå

èíâàðèàíòîâ Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p è Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p , à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ èõ êîððåêòíîñòü.

2. Êâàíäëû

2.1. Ïîíÿòèå êâàíäëà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ∗ : X ×X → X � áèíàðíàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íà X. Ïàðà (X, ∗) íàçûâàåòñÿ êâàíäëîì, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Äëÿ âñåõ a ∈ X: a ∗ a = a;
(2) Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé x ∈ X, ÷òî

x ∗ a = b;
(3) Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ X: (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c).

Ïðèìåð 1. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ êâàíäëîâ.

(1) Ïóñòü X = Zn, n > 1, è ïóñòü îïåðàöèÿ ∗ : X × X → X îïðåäåëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ∗ b = 2b− a mod n. Òîãäà ïàðà (X, ∗) ÿâëÿåòñÿ
êâàíäëîì, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Dn.

(2) Ïóñòü X = Z[t, t−1] � êîëüöî ïîëèíîìîâ Ëîðàíà ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, è ïóñòü íà X îïåðàöèÿ ∗ : X × X → X çàäàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì: a ∗ b = t · a+ (1− t) · b. Òîãäà ïàðà (X, ∗) ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì,
êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ At.
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(3) Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, è ïóñòü îïåðàöèÿ ∗ : G × G → G
çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ∗ b = b · a · b−1, ãäå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåí-
òîâ âû÷èñëÿåòñÿ â ãðóïïå G. Òîãäà ïàðà (G, ∗) ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì,
êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Conj(G).

Êàæäûé êîíå÷íûé êâàíäë ïîðîæäàåò èíâàðèàíò îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è
çàöåïëåíèé â òð¼õìåðíîé ñôåðå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë, D ⊂ S2 � äèà-
ãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî óçëà èëè çàöåïëåíèÿ íà äâóìåðíîé ñôåðå, A(D) �
ìíîæåñòâî äóã ýòîé äèàãðàììû D, òî åñòü ìíîæåñòâî ó÷àñòêîâ äèàãðàì-
ìû, íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â íèæíèõ ïðîõîäàõ. Îòîáðàæåíèå
ξ : A(D)→ X íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé äèàãðàììû D, åñëè â êàæ-
äîé äâîéíîé òî÷êå ýòîé äèàãðàììû D: ξ(a1) ∗ ξ(a2) = ξ(a3), ãäå a1, a2, a3 �
äóãè äèàãðàììû, èíöèäåíòíûå äâîéíîé òî÷êå, äóãà a2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîé âåðõ-
íåé, äóãà a1 ðàñïîëîæåíà ñïðàâà îò íå¼, à äóãà a3 � ñëåâà (ñì. ðèñ. 1).

a2

a2

a1

a3

a2

a2

a3

a1

Ðèñ. 1. Äóãè a1, a2 è a3 â îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé äâîéíîé
òî÷êè (ñëåâà) è îòðèöàòåëüíîé (ñïðàâà)

Îáîçíà÷èì ColΓ(D) ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê äèàãðàììû D
ýëåìåíòàìè êâàíäëà Γ. Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [1]), ÷òî åñëè D1 è D2 � äâå äèà-
ãðàììû îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ)K, òî |ColΓ(D1)| = |ColΓ(D2)|.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî CΓ(K) = |ColΓ(Di)|, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðå-
äåë¼ííûì èíâàðèàíòîì îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K.

2.2. Öåïíûå êîìïëåêñû C−(Γ) è C+(Γ). Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî êâàíäëà
Γ = (X, ∗) ïîñòðîèì äâà öåïíûõ êîìïëåêñà C−(Γ) è C+(Γ). Äëÿ ýòîãî, êàê
îáû÷íî, íàäî îïðåäåëèòü ãðóïïû öåïåé ýòèõ êîìïëåêñîâ è ãðàíè÷íûå ãîìî-
ìîðôèçìû.

Îïðåäåëèì Cn(Γ) ïðè n > 1 êàê àáåëåâó ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ôîðìàëü-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íàáîðîâ (x1, . . . , xn),
ãäå xi ∈ X äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì Cn(Γ) = 0 ïðè n 6 0. Çàäàäèì äâà
îòîáðàæåíèÿ ln, rn : Cn(Γ)→ Cn−1(Γ) ïðè n > 2 íà îáðàçóþùèõ ãðóïïû Cn(Γ)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ln(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

(−1)i+1(x1 ∗ xi, . . . , xi−1 ∗ xi, xi+1, . . . , xn),

rn(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

(−1)i+1(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Ïðè n 6 1 ïîëîæèì ln = rn = 0. Ó îòîáðàæåíèé ln è rn åñòü íàãëÿäíûé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ðàññìîòðèì äèàãðàììû äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ òàíãëîâ
TLi, TRi, i = 1, . . . , n, íà n íèòÿõ (ñì. ðèñ. 2). Ó ýòèõ òàíãëîâ âñå íèòè, êðîìå
íèòè ñ íîìåðîì i ∈ {1, . . . , n}, ðàñïîëîæåíû âåðòèêàëüíî, à i-àÿ íèòü óõîäèò
âëåâî â òàíãëå TLi è âïðàâî â òàíãëå TRi. Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ X � öâåòà äóã,
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· · · · · ·
1 i− 1 i i+ 1 n

· · · · · ·
1 i− 1 i i+ 1 n

Ðèñ. 2. Òàíãëû TLi (ñëåâà) è TRi ñïðàâà

èíöèäåíòíûõ âåðõíèì êîíöåâûì òî÷êàì ýòèõ äèàãðàìì. Òîãäà íàáîð â i-îì
ñëàãàåìîì â âûðàæåíèè äëÿ ln(x1, . . . , xn) � ýòî òàêîé íàáîð öâåòîâ äóã, èí-
öèäåíòíûõ íèæíèì êîíöåâûì òî÷êàì äèàãðàììû TLi, ÷òî â êàæäîé äâîéíîé
òî÷êå ðàñêðàñêà äóã ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êàæäûé íà-
áîð â i-îì ñëàãàåìîì â âûðàæåíèè äëÿ rn(x1, . . . , xn) � ýòî òàêîé íàáîð öâåòîâ
äóã, èíöèäåíòíûõ íèæíèì êîíöåâûì òî÷êàì äèàãðàììû TRi, ÷òî â êàæäîé
äâîéíîé òî÷êå ðàñêðàñêà äóã òîæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé (ñì. ðèñ. 3).

x1 ∗ xi

· · ·

xi−1 ∗ xi xi+1

· · ·

xn

x1 xi−1 xi xi+1 xn

x1

· · ·

xi−1 xi+1

· · ·

xn

x1 xi−1 xi xi+1 xn

Ðèñ. 3. Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè äóã äèàãðàìì òàíãëîâ TLi

(ñëåâà) è TRi (ñïðàâà)

Ïóñòü ïðè n > 2 ïîäãðóïïà En(Γ) ⊆ Cn(Γ) ïîðîæäåíà âñåìè òàêèìè íàáî-
ðàìè (x1, . . . , xn), ÷òî xi = xi+1 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i ∈ {1, . . . , n−1}. Ïîëîæèì
En(Γ) = 0 ïðè n 6 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå:

(1) ln−1 ◦ ln = 0 è rn−1 ◦ rn = 0;
(2) ln−1 ◦ rn + rn−1 ◦ ln = 0;
(3) ln(En(Γ)) ⊂ En−1(Γ) è rn(En(Γ)) ⊂ En−1(Γ).

Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 äîêàçàíû â [4, Ëåììà 3.1], à òðåòüå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [4, Ëåììà 3.2].

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü öåïíûå êîìïëåêñû C−(Γ) è C+(Γ). Èõ ãðóï-
ïàìè öåïåé ÿâëÿþòñÿ ôàêòîð-ãðóïïû Cn(Γ)/En(Γ). Äëÿ êîìïëåêñà C−(Γ) ãðà-
íè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì d−n : Cn(Γ)/En(Γ)→ Cn−1(Γ)/En−1(Γ) ÿâëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå d−n = ln − rn, à äëÿ êîìïëåêñà C+(Γ) ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì
d+
n : Cn(Γ)/En(Γ)→ Cn−1(Γ)/En−1(Γ) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå d+

n = ln + rn. Òåî-
ðåìà 1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî êîìïëåêñû C−(Γ) è C+(Γ) îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

2.3. Êîöèêëè÷åñêèå èíâàðèàíòû M
ϕ−
Γ è P

ϕ+

Γ . Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷-
íûé êâàíäë, C−(Γ) è C+(Γ) � öåïíûå êîìïëåêñû, à C−(Γ) è C+(Γ) � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì êîöåïíûå êîìïëåêñû. Îáîçíà÷èì Cn(Γ) èõ ãðóïïû êîöåïåé, à
dn− : Cn−1(Γ) → Cn(Γ) è dn+ : Cn−1(Γ) → Cn(Γ) êîãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìàì d−n è d+

n ñîîòâåòñòâåííî.
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2.3.1. Èíâàðèàíò M
ϕ−
Γ . Èíâàðèàíò M

ϕ−
Γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì 2-

êîöèêëà ϕ− ∈ ker d3
−. Îïèøåì êîíñòðóêöèþ ýòîãî èíâàðèàíòà. Ïóñòü D � äèà-

ãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K íà äâóìåðíîé ñôåðå, A(D)
� ìíîæåñòâî äóã ýòîé äèàãðàììû, è ïóñòü ξ : A(D) → Γ � ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà. Êàæäîé äâîéíîé òîêå v äèàãðàììû D ñîïîñòàâèì å¼ âåñ wξ,ϕ−(D, v),
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: wξ,ϕ−(D, v) = ε(v) · ϕ−(a, b), ãäå
ε(v) îáîçíà÷àåò çíàê äâîéíîé òî÷êè v. Çíà÷åíèÿ a, b ∈ Γ � ýòî öâåòà äóã â
îêðåñòíîñòè äâîéíîé òî÷êè v (ñì. ðèñ. 4). Ðàñêðàñêå ξ : A(D) → Γ ñîïîñòàâèì
÷èñëî wξ,ϕ−(D) =

∑
v
wξ,ϕ−(D, v), ãäå ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì äâîéíûì

òî÷êàì äèàãðàììû D. Îêîí÷àòåëüíî

M
ϕ−
Γ (D) =

∑
ξ∈ColΓ(D)

xwξ,ϕ− (D).

b a

+1 · ϕ−(a, b)

b a

−1 · ϕ−(a, b)

Ðèñ. 4. Âåñ wξ,ϕ−(D, v) ïîëîæèòåëüíîé äâîéíîé òî÷êè (ñëåâà)
è îòðèöàòåëüíîé (ñïðàâà)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë, ϕ− ∈ ker d3
− � 2-êîöèêë

êîöåïíîãî êîìïëåêñà C−(Γ). Òîãäà:

(1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì D1, D2 îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåï-
ëåíèÿ) K: M

ϕ−
Γ (D1) = M

ϕ−
Γ (D2);

(2) Åñëè η− ∈ ker d3
− � äðóãîé 2-êîöèêë, êîãîìîëîãè÷íûé êîöèêëó ϕ−, òî

M
ϕ−
Γ = M

η−
Γ .

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 äîêàçàíû â [3]. Îñíîâíîå íàáëþäåíèå, êîòîðîå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Êàæäûé 2-êîöèêë ϕ− ∈ ker d3

− óäîâëåòâîðÿåò äâóì ñîîòíîøåíèÿì

(1) ϕ−(x, x) = x äëÿ âñåõ x ∈ Γ.
(2) ϕ−(x1, x3) − ϕ−(x1, x2) + ϕ−(x1 ∗ x3, x2 ∗ x3) − ϕ−(x1 ∗ x2, x3) = 0 äëÿ

ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ Γ.

Ýòèõ ñîîòíîøåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå ôóíêöèè M
ϕ−
Γ íå

ìåíÿëîñü ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà äèàãðàìì îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è
çàöåïëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå M

ϕ−
Γ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûì

èíâàðèàíòîì îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé. Ýòîò èíâàðèàíò ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå â êîëüöå ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îäíîé íåèçâåñòíîé x ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

2.3.2. Èíâàðèàíò P
ϕ+

Γ . Èíâàðèàíò P
ϕ+

Γ îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì 2-êîöèêëà ϕ+ ∈
d3

+. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýòîãî èíâàðèàíòà ïîõîæ íà ñïîñîá äëÿ M
ϕ−
Γ . Îòëè-

÷èå ñîñòîèò â òîì, êàêèì îáðàçîì äëÿ êàæäîé äâîéíîé òî÷êè v ïðàâèëüíî
ðàñêðàøåííîé äèàãðàììû D ⊂ R2 îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ)
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K ⊂ R3 îïðåäåëÿåòñÿ çíàê å¼ âåñà wξ,ϕ+
(D, v). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì øàõ-

ìàòíóþ ðàñêðàñêó îáëàñòåé äèàãðàììû D (ïðè òàêîé ðàñêðàñêå êàæäàÿ òî÷-
êà äóã äèàãðàììû, îòëè÷íàÿ îò äâîéíîé òî÷êè, èíöèäåíòíà îáëàñòÿì ðàçíûõ
öâåòîâ). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìàÿ âíåøíÿÿ îáëàñòü äèàãðàììû èìååò áå-
ëûé öâåò. Îïðåäåëèì âåñ äâîéíîé òî÷êè v ñëåäóþùèì îáðàçîì: wξ,ϕ+

(D, v) =
εch(v) ·ϕ+(a, b), ãäå εch(v) = +1, åñëè äâîéíàÿ òî÷êà v ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
è ÷¼ðíûå îáëàñòè ïðèìûêàþò ê íåé òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 5 ñëåâà,
ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, è ÷¼ðíûå îáëàñòè ïðèìûêàþò ê íåé òàê,
êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 5 ñïðàâà. Äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ ñëó÷àåâ εch(v) = −1
(ðèñóíîê 5 â öåíòðå). Â ôîðìóëå äëÿ wξ,ϕ+

(D, v) âåëè÷èíû a è b ÿâëÿþòñÿ öâå-
òàìè äóã â îêðåñòíîñòè äâîéíîé òî÷êè v, ðàñïîëîæåííûõ òàê, êàê èçîáðàæåíî
íà ðèñóíêå 1.

b a

+1 · ϕ+(a, b)

b a

−1 · ϕ+(a, b)

b a

−1 · ϕ+(a, b)

b a

+1 · ϕ+(a, b)

Ðèñ. 5. Çíà÷åíèÿ âåñîâ wξ,ϕ+
(D, v) â çàâèñèìîñòè îò òèïà

äâîéíîé òî÷êè v è ÷¼ðíûõ îáëàñòåé â å¼ îêðåñòíîñòè

Îáîçíà÷èì wξ,ϕ+
(D) =

∑
v
wξ,ϕ+

(D, v), ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì äâîéíûì

òî÷êàì äèàãðàììû D, è ξ : A(D)→ Γ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà. Îêîí÷àòåëüíî

P
ϕ+

Γ (D) =
∑

ξ∈ColΓ(D)

xwξ,ϕ+
(D).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë, ϕ+ ∈ ker d3
+ � 2-êîöèêë

êîöåïíîãî êîìïëåêñà C+(Γ). Òîãäà:

(1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì D1, D2 îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåï-
ëåíèÿ) K: P

ϕ+

Γ (D1) = P
ϕ+

Γ (D2);
(2) Åñëè η+ ∈ ker d3

+ � äðóãîé 2-êîöèêë, êîãîìîëîãè÷íûé êîöèêëó ϕ+, òî

P
ϕ+

Γ = P
η+

Γ .

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîêàçàíû â [4, Òåîðåìà 5.1]. Îñíîâíîé ìîìåíò ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ϕ+ ∈ ker d3

+, òî
ýòîò 2-êîöèêë óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

(1) ϕ+(x, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Γ;
(2) ϕ+(x1, x2)−ϕ+(x1, x3)+2ϕ+(x2, x3)−ϕ+(x1∗x2, x3)+ϕ+(x1∗x3, x2∗x3) =

0 äëÿ ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ Γ.

Ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå ôóíêöèè P
ϕ+

Γ

íå ìåíÿëîñü ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà äèàãðàìì.

3. Êâàçîèäû

3.1. Ïîíÿòèå êâàçîèäà.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî, [·, ·, ·] : Y × Y × Y → Y � îòîáðà-
æåíèå òð¼õ àðãóìåíòîâ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Óðàâíåíèå [a, b, c] = d îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïî êàæäîìó èç òð¼õ àð-
ãóìåíòîâ a, b, c ∈ Y , òî åñòü
(a) äëÿ ëþáûõ b, c, d ∈ Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òàêîå a ∈ Y , ÷òî

[a, b, c] = d;
(b) äëÿ ëþáûõ a, c, d ∈ Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òàêîå b ∈ Y , ÷òî

[a, b, c] = d;
(c) äëÿ ëþáûõ a, b, d ∈ Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òàêîå c ∈ Y , ÷òî

[a, b, c] = d;
(2) Äëÿ ëþáûõ a, b, c, d ∈ Y : [a, b, [b, c, d]] = [a, [a, b, c], [[a, b, c], c, d]];
(3) Äëÿ ëþáûõ a, b, c, d ∈ Y : [[a, b, c], c, d] = [[a, b, [b, c, d]], [b, c, d], d].

Òîãäà ïàðà (Y, [·, ·, ·]) íàçûâàåòñÿ êâàçîèäîì.

Ïðèìåð 2. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ êâàçîèäîâ.

(1) Ïóñòü Y = Z[α, α−1, β, β−1] � êîëüöî ïîëèíîìîâ Ëîðàíà äâóõ ïåðåìåí-
íûõ α, β ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, è ïóñòü [a, b, c] = α·a−αβ ·b+β ·c.
Òîãäà ïàðà (Y, [·, ·, ·]) ÿâëÿåòñÿ êâàçîèäîì, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ Lα,β.

(2) Ïóñòü G � ãðóïïà, è ïóñòü îòîáðàæåíèå [·, ·, ·] : G×G×G→ G çàäàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì: [a, b, c] = a · b−1 · c, ãäå ïðîèçâåäåíèå âûïîëíÿåòñÿ
â G. Òîãäà ïàðà (G, [·, ·, ·]) ÿâëÿåòñÿ êâàçîèäîì, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ
QG.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé êâàçîèä, D ⊂ S2 �
äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K, A(D) � ìíîæåñòâî
îáëàñòåé, íà êîòîðûå äèàãðàììà D ðàçáèâàåò äâóìåðíóþ ñôåðó S2. Îòîá-
ðàæåíèå ξ : A(D) → Y íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé, åñëè â îêðåñò-
íîñòè êàæäîé äâîéíîé òî÷êè äèàãðàììû D: [ξ(a1), ξ(a2), ξ(3)] = ξ(a4), ãäå
a1, a2, a3, a4 ∈ A(D) � îáëàñòè äèàãðàììû, ïðèìûêàþùèå ê äâîéíîé òî÷êå
òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 6.

a1

a4

a3

a2

a1

a2

a3

a4

Ðèñ. 6. Îáëàñòè a1, a2, a3 è a4 â îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé
(ñëåâà) è îòðèöàòåëüíîé (ñïðàâà) äâîéíîé òî÷êè

Îáîçíà÷èì ColQ(D) ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê îáëàñòåé äèà-
ãðàììû D ýëåìåíòàìè êâàçîèäà Q. Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [5]), ÷òî åñëè D1, D2

� äâå äèàãðàììû îäíîãî è òîãî æå óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K, òî |ColQ(D1)| =
|ColQ(D2)|. Ïîýòîìó ÷èñëî CQ(K) = |ColQ(Di)|, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî
îïðåäåë¼ííûì èíâàðèàíòîì îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K.
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3.2. Öåïíûå êîìïëåêñû C+(Q) è C−(Q). Ïóñòü Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé
êâàçîèä. Îïðåäåëèì Cn(Q) ïðè n > 0 êàê àáåëåâó ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ôîð-
ìàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ (y0, y1, . . . , yn), yi ∈ Y
äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n, ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëîæèì Cn(Q) = 0 ïðè
n < 0.

Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ λn, ρn : Cn(Q) → Cn−1(Q) ïðè n > 1 íà îáðàçóþùèõ
ãðóïïû Cn(Q) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λn(y0, . . . , yn) =
n∑
i=1

(−1)i+1Ln,i(y0, . . . , yn),

ρn(y0, . . . , yn) =
n∑
i=1

(−1)i+1Rn,i(y0, . . . , yn),

ãäå Ln,i(y0, . . . , yn) = (l0n,i, . . . , l
n−1
n,i ), Rn,i(y0, . . . , yn) = (r0

n,i, . . . , r
n−1
n,i ) è çíà÷å-

íèÿ ljn,i è r
j
n,i îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ljn,i = yj+1, åñëè j > i− 1, rjn,i = yj , åñëè j 6 i− 1,

li−2
n,i = [yi−2, yi−1, yi], rin,i = [yi−1, yi, yi+1],

li−3
n,i = [yi−3, yi−2, l

i−2
n,i ], ri+1

n,i = [rin,i, yi+1, yi+2],
...

...
l0n,i = [y0, y1, l

1
n,i], rn−1

n,i = [rn−2
n,i , yn−1, yn].

Ïîëîæèì λn = ρn = 0 ïðè n 6 0.
Îòîáðàæåíèÿ Ln,i è Rn,i, õîòü è çàïèñûâàþòñÿ ãðîìîçäêî, îäíàêî èìåþò

ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Òî÷íî òàê æå, êàê ïðè ïîñòðîåíèè öåïíûõ
êîìïëåêñîâ äëÿ êâàíäëîâ, ðàññìîòðèì äâà òàíãëà TLi, TRi, i = 1, . . . , n, èçîá-
ðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå 2. Åñëè (y0, . . . , yn) � ýòî öâåòà îáëàñòåé, ïðèìûêàþùèõ
ê âåðõíåìó êðàþ äèàãðàìì TLi è TRi, òî Ln,i(y0, . . . , yn) è Rn,i(y0, . . . , yn) �
ýòî òàêèå öâåòà îáëàñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê íèæíåìó êðàþ äèàãðàìì TLi è TRi

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé äâîéíîé òî÷êè ðàñêðàñêè îáëàñòåé
ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè (ñì. ðèñ. 7).

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

y0 y1 yi−2 yi−1 yi yi+1 yn−1 yn

l0n,i l1n,i li−2
n,i li−1

n,i lin,i ln−2
n,i ln−1

n,i

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

y0 y1 yi−2 yi−1 yi yi+1 yn−1 yn

r0n,i r1n,i ri−2
n,i ri−1

n,i rin,i rn−2
n,i rn−1

n,i

Ðèñ. 7. Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè îáëàñòåé äèàãðàìì òàíãëîâ
TLi (ñëåâà) è TRi (ñïðàâà)

Ïóñòü ïðè n > 2 ïîäãðóïïû En(Q) ⊆ Cn(Q) ïîðîæäåíî âñåì òàêèìè íàáîðà-
ìè (y0, . . . , yn), yi ∈ Y äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå j ∈ {1, . . . , n−1},
÷òî [yj−1, yj , yj+1] = yj . Ïîëîæèì En(Q) = 2 ïðè n 6 1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé êâàçîèä. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) λn−1 ◦ λn = 0 è ρn−1 ◦ ρn = 0;
(2) λn−1 ◦ ρn + ρn−1 ◦ λn = 0
(3) λn(En(Q)) ⊂ En−1(Q) è ρn(En(Q)) ⊂ En−1(Q).
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Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû äîêàçàíû â [9, Òåîðåìà 1], à òðåòüå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [9, Òåîðåìà 2].

Öåïíîé êîìïëåêñ C−(Q) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åãî ãðóïïàìè
öåïåé ÿâëÿþòñÿ ôàêòîð-ãðóïïû Cn(Q)/En(Q), à ãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû
∂−n : Cn(Q)/En(Q)→ Cn−1(Q)/En−1(Q) çàäàþòñÿ ôîðìóëîé ∂−n = λn−ρn. Öåï-
íîé êîìïëåêñ C+(Q) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì: åãî ãðóïïàìè öåïåé
ÿâëÿþòñÿ òå æå ñàìûå ôàêòîð-ãðóïïû Cn(Q)/En(Q), à ãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèç-
ìû ∂+

n : Cn(Q)/En(Q) → Cn−1(Q)/En−1(Q) çàäàþòñÿ ôîðìóëîé ∂+
n = λn + ρn.

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4 ãàðàíòèðóþò, ÷òî êîìïëåêñû C−(Q) è C+(Q) êîððåêò-
íî îïðåäåëåíû.

3.3. Êîöèêëè÷åñêèå èíâàðèàíòû Mψ−
Q è Pψ+

Q . Ïóñòü Q = (Y, [·, ·, ·]) � êî-

íå÷íûé êâàçîèä, C−(Q) è C+(Q) � öåïíûå êîìïëåêñû, à C−(Q) è C+(Q) � ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì êîöåïíûå êîìïëåêñû. Îáîçíà÷èì Cn−(Q) è Cn+(Q) � ãðóïïû
êîöåïåé ýòèõ êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ, à ∂n− : Cn−1(Q)→ Cn(Q) è ∂n+ : Cn−1(Q)→
Cn(Q) � êîãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûì ãîìîìîð-
ôèçìàì ∂−n è ∂+

n .

3.3.1. ÈíâàðèàíòMψ−
Q . Ïóñòü ψ− ∈ ker ∂3

− � 2-êîöèêë â ãðóïïå êîöåïåé C2(Q)

êîöåïíîãî êîìïëåêñà C−(Q), è ïóñòü D ⊂ S2 � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî
óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K. Êàæäîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå ξ : A(D) → Y îá-
ëàñòåé, íà êîòîðûå äèàãðàììà D ðàçáèâàåò S2, ñîïîñòàâèì å¼ âåñ ωξ,ψ−(D),
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωξ,ψ−(D) =
∑
v

ωξ,ψ−(D, v),

ãäå ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì äâîéíûì òî÷êàì v äèàãðàììûD, à ωξ,ψ−(D, v)
� âåñ äâîéíîé òî÷êè v, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

ωξ,ψ−(D, v) = ε(v) · ψ−(ξ(a1), ξ(a2), ξ(a3)),

ãäå ε(v) îáîçíà÷àåò çíàê äâîéíîé òî÷êè v, è a1, a2, a3 ∈ A(D) � îáëàñòè äèà-
ãðàììû, êîòîðûå ïðèìûêàþò ê äâîéíîé òî÷êå v òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 6. Îêîí÷àòåëüíî

Mψ−
Q (D) =

∑
ξ∈ColQ(D)

yωξ,ψ− (D).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé êâàçîèä, ψ− ∈ ker ∂3
− � 2-

êîöèêë êîöåïíîãî êîìïëåêñà C−(Q). Òîãäà:

(1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì D1 è D2 îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çà-

öåïëåíèÿ) K:Mψ−
Q (D1) =Mψ−

Q (D2);

(2) Åñëè ζ− ∈ ker ∂3
− � äðóãîé 2-êîöèêë, êîãîìîëîãè÷íûé êîöèêëó ψ−, òî

Mψ−
Q =Mζ−

Q .

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî â [9, Òåîðåìà 5] è â ðàáîòå [?]. Âòîðîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî â [9, Òåîðåìà 6]. Îñíîâíîé ìîìåíò, êîòîðûé
èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
ψ− ∈ ker ∂3

−, òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1) Åñëè [a, b, c] = b äëÿ íåêîòîðûõ a, b, c ∈ Y , òî ψ−(a, b, c) = 0;
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(2) Äëÿ âñåõ a, b, c, d ∈ Y :

ψ−(a, b, c) + ψ−([a, b, c], c, d) + ψ−(a, [a, b, c], [[a, b, c], c, d]) =

= ψ−(b, c, d) + ψ−(a, b, [b, c, d]) + ψ−([a, b, [b, c, d]], [b, c, d], d).

Ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå Mψ−
Q íå ìåíÿëîñü ïðè

ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà.

3.3.2. Èíâàðèàíò Pψ+

Q . Ïóñòü ψ+ ∈ ker ∂3
+ � 2-êîöèêë êîöåïíîãî êîìïëåê-

ñà C+(Q). Êîíñòðóêöèÿ èíâàðèàíòà Pψ+

Q àíàëîãè÷íà êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòà

Mψ−
Q , è îíà îòëè÷àåòñÿ ðîâíî òåì æå ñàìûì, ÷åì îòëè÷àþòñÿ êîíñòðóêöèè èí-

âàðèàíòîâ M
ϕ−
Γ è P

ϕ+

Γ äëÿ 2-êîöèêëîâ ϕ− è ϕ+ êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ C−(Γ) è
C+(Γ) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êîíå÷íîãî êâàíäëà Γ.

ÏóñòüD ⊂ R2 � äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåï-
ëåíèÿ) K ⊂ R3, è ïóñòü çàôèêñèðîâàíà òàêàÿ øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà îáëàñòåé
A(D), íà êîòîðûå äèàãðàììà D ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü R2, ÷òî ñàìàÿ âíåøíÿÿ
îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ áåëîé. Ïóñòü ξ : A(D)→ Y � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà îáëàñòåé
A(D) ýëåìåíòàìè êâàçîèäà Q. Îïðåäåëèì å¼ âåñ

ωξ,ψ+
(D) =

∑
v

ωξ,ψ+
(D, v),

ãäå ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì äâîéíûì òî÷êàì v äèàãðàììû v, è âåñ
ωξ,ψ+(D, v) êàæäîé òàêîé äâîéíîé òî÷êè v âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëå:

ωξ,ψ+(D, v) = εch(v) · ψ+(ξ(a1), ξ(a2), ξ(a3)),

ãäå a1, a2, a3 ∈ A(D) � îáëàñòè, ïðèìûêàþùèå ê äâîéíîé òî÷êå v òàê, êàê
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 6. Îêîí÷àòåëüíî

Pψ+

Q (D) =
∑

ξ∈ColQ(D)

yωξ,ψ+
(D).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé êâàçîèä, ψ+ ∈ ker ∂3
+ � 2-êîöèêë

êîöåïíîãî êîìïëåêñà C+(Q). Òîãäà:

(1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì D1 è D2 îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çà-

öåïëåíèÿ) K: Pψ+

Q (D1) = Pψ+

Q (D2);

(2) Åñëè ζ+ ∈ ker ∂3
+ � äðóãîé 2-êîöèêë, êîãîìîëîãè÷íûé êîöèêëó ψ+, òî

Pψ+

Q = Pζ+Q .

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî â [9, Òåîðåìà 7], à âòîðîå óòâåðæäå-
íèå â [9, Òåîðåìà 8]. Îñíîâíîå íàáëþäåíèå, êîòîðîå ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ψ+ ∈ ker ∂3

+, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1) Åñëè [a, b, c] = b, òî ψ+(a, b, c) = 0;
(2) Äëÿ âñåõ a, b, c, d ∈ Y :

ψ+(a, b, c)− ψ+([a, b, c], c, d) + ψ+(a, [a, b, c], [[a, b, c], c, d]) =

= −ψ+(b, c, d) + ψ+(a, b, [b, c, d])− ψ+([a, b, [b, c, d]], [b, c, d], d).

Ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè

Pψ+

Q íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà.
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4. Ïðîåêöèè

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êâàíäë, Q = (Y, [·, ·, ·]) � êâàçîèä. Îòîá-
ðàæåíèå p : Y × Y → X íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì àêñèîìàì:

(1) Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Y : p(a, [a, b, c]) = p(b, c);
(2) Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Y : p([a, b, c], c) = p(a, b) ∗ p(b, c).

Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êâàíäë, Q = (Y, [·, ·, ·]) � êâàçîèä. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ êàæäàÿ ïðîåêöèÿ èíäóöèðóåò ðàñêðàñêó äóã äèàãðàììû îðèåí-
òèðîâàííîãî óçëà èëè çàöåïëåíèÿ ïî ðàñêðàñêå îáëàñòåé ýòîé äèàãðàììû. Åñëè
ñïðàâà ê äóãå äèàãðàììû ïðèìûêàåò îáëàñòü öâåòà c1 ∈ Y , à ñëåâà � öâåòà
c2 ∈ Y , òî p(c1, c2) � ýòî èíäóöèðîâàííûé öâåò äóãè (ñì. ðèñ. 8 ñëåâà). Àêñè-
îìû ïðîåêöèè ãàðàíòèðóþò, ÷òî åñëè â îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé äâîéíîé
òî÷êè ðàñêðàñêà îáëàñòåé áûëà ïðàâèëüíîé, òî èíäóöèðîâàííàÿ åþ ðàñêðàñêà
äóã ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîé ðàñêðàñêîé, è, âî-âòîðûõ,
îíà òîæå ïðàâèëüíàÿ (ñì. ðèñ. 8 ñïðàâà). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîé äèàãðàììû
D îðèåíòèðîâàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K êàæäàÿ ïðîåêöèÿ p : Y ×Y → X
èíäóöèðóåò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå pcol : ColQ(D)→ ColΓ(D).

p(c1, c2)

c2 c1

p(b, c)

p(a, [a, b, c])

p(a, b)

p([a, b, c], c)

a

[a, b, c]

c

b

Ðèñ. 8. Öâåò äóãè äèàãðàììû, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò îáëà-
ñòè öâåòîâ c1, c2 (ñëåâà), è öâåòà îáëàñòåé è äóã äèàãðàììû â
îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé äâîéíîé òî÷êè (ñïðàâà)

Ïðèìåð 3. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîåêöèé äëÿ êâàíäëîâ è êâàçîèäîâ
èç ïðèìåðîâ 1 è 2.

(1) Ïóñòü G � ãðóïïà, Conj(G) = (G, ∗) è QG = (G, [·, ·, ·]) � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êâàíäë è êâàçîèä. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

a ∗ b = bab−1 è [a, b, c] = ab−1c.

Òîãäà îòîáðàæåíèå p : G×G→ G, çàäàííîå ôîðìóëîé p(a, b) = b−1a
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé. Â ñàìîì äåëå, ïðîâåðèì ïåðâóþ àêñèîìó ïðîåê-
öèè:

p(a, [a, b, c]) = p(a, ab−1c) = (ab−1c)−1a = c−1b = p(b, c).

Äàëåå ïðîâåðèì âòîðóþ àêñèîìó ïðîåêöèè. Ñ îäíîé ñòîðîíû

p([a, b, c], c) = p(ab−1c, c) = c−1ab−1c.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

p(a, b) ∗ p(b, c) = (b−1a) ∗ (c−1b) = c−1bb−1ab−1c = c−1ab−1c.

Ñëåäîâàòåëüíî p([a, b, c], c) = p(a, b) ∗ p(b, c).
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(2) Ðàññìîòðèì êâàíäë At = (Z[t, t−1], ∗), a ∗ b = ta + (1 − t)b, è êâàçîèä
Lt,1 = (Z[t, t−1], [·, ·, ·]), [a, b, c] = ta− tb+ c. Ýòîò êâàçîèä Lt,1 ïîëó÷à-
åòñÿ èç êâàçîèäà, îïèñàííîãî âî âòîðîì ïóíêòå ïðèìåðà 2, âçÿòèåì
α = t è β = 1.

Òîãäà îòîáðàæåíèå p : Z[t, t−1] × Z[t, t−1] → Z[t, t−1], çàäàííîå ôîð-
ìóëîé p(a, b) = x · (b− t ·a) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ïðè ëþáîì x ∈ Z[t, t−1].
Â ñàìîì äåëå, ïðîâåðèì ïåðâóþ àêñèîìó ïðîåêöèè:

p(a, [a, b, c]) = p(a, ta− tb+ c) = x · (ta− tb+ c− ta) = x · (c− tb) = p(b, c).

Äàëåå ïðîâåðèì âòîðóþ àêñèîìó ïðîåêöèè. Ñ îäíîé ñòîðîíû

p([a, b, c], c) = p(ta− tb+ c, c) = x · (c− t · (ta− tb+ c)) =

= x · (−t2a+ t2b− tc+ c).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

p(a, b) ∗ p(b, c) = (x · (b− ta)) ∗ (x · (c− tb)) =

= t · (x · (b− ta)) + (1− t) · (x · (c− tb)) =

= txb− t2xa+ xc− txb− txc+ t2xb = x · (−t2a+ t2b− tc+ c).

Ñëåäîâàòåëüíî p([a, b, c], c) = p(a, b) ∗ p(b, c).
(3) Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êâàíäë, Q = (Y, [·, ·, ·]) � êâàçîèä, è ïóñòü çà-

ôèêñèðîâàí x ∈ X. Òîãäà îòîáðàæåíèå tx : Y × Y → X, îïðåäåë¼ííîå
ðàâåíñòâîì

tx(a, b) = x äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Y ,
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé.

4.1. Öåïíûå îòîáðàæåíèÿ p−∗ è p+
∗ . Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë,

Cn(Γ) � ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè âñåõ íàáîðîâ (x1, . . . , xn) ∈ Xn ïðè n > 1, è Cn(Γ) = 0 ïðè n 6 0. Ïóñòü
Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé êâàçîèä, è ïóñòü Cn(Q) � ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âñåõ íàáîðîâ (y0, . . . , yn) ∈
Y n+1 ïðè n > 0, è Cn(Q) = 0 ïðè n < 0. Åñëè p : Y ×Y → X � ïðîåêöèÿ, òî äëÿ
âñåõ n > 1 îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå pn : Cn(Q)→ Cn(Γ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pn(y0, . . . , yn) = (p(y0, y1), p(y1, y2), . . . , p(yn−1, yn)),

à íà âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Cn(Q) çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ pn ïðî-
äîëæèì ïî ëèíåéíîñòè. Ïîëîæèì pn = 0 ïðè n 6 0.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë, Q = (Y, [·, ·, ·]) � êîíå÷íûé
êâàçîèä, è ïóñòü p : Y × Y → X � ïðîåêöèÿ. Òîãäà äëÿ âñåõ n > 1:

(1) pn−1(λn(y0, . . . , yn)) = ln(pn(y0, . . . , yn));
(2) pn−1(ρn(y0, . . . , yn)) = rn(pn(y0, . . . , yn));
(3) Åñëè (y0, . . . , yn) ∈ En(Q), òî pn(y0, . . . , yn) ∈ En(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé èç òî÷åê çðåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà îòîáðàæåíèé ln, rn : Cn(Γ)→ Cn−1(Γ) è λn, ρn : Cn(Q)→
Cn−1(Q). Êàæäîå îòîáðàæåíèå pn, n > 1 ïåðåâîäèò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó îá-
ëàñòåé òàíãëîâ TLi è TRi (ñì. ðèñ. 2), i = 1, . . . , n, â ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó
äóã ýòèõ æå òàíãëîâ.
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Äàäèì íåçàâèñèìîå îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå äîêà-
çàòåëüñòâî, êîòîðîå îïèðàåòñÿ òîëüêî íà àêñèîìû ïðîåêöèè è íà îïðåäåëåíèå
îòîáðàæåíèé ln, rn, λn è ρn.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Òàê êàê

λn(y0, . . . , yn) =

n∑
i=1

(−1)i+1 · (l0n,i, . . . , ln−1
n,i ),

è

ln(pn(y0, . . . , yn)) =

n∑
i=1

(−1)i+1 · (p(y0, y1) ∗ p(yi−1, yi), . . .

. . . , p(yi−2, yi−1) ∗ p(yi−1, yi), p(yi, yi+1), . . . , p(yn−1, yn)),

òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

pn−1(l0n,i, . . . , l
n−1
n,i ) = (p(y0, y1) ∗ p(yi−1, yi), . . .

. . . , p(yi−2, yi−1) ∗ p(yi−1, yi), p(yi, yi+1), . . . , p(yn−1, yn)).

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà:

pn−1(l0n,i, . . . , l
n−1
n,i ) = (p(l0n,i, l

1
n,i), . . . , p(l

n−2
n,i , l

n−1
n,i )).

Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ ln : Cn(Q) → Cn−1(Q): ljn,i = yj+1 äëÿ âñåõ
j > i− 1. Ïîýòîìó, äëÿ âñåõ j > i:

p(lj−1
n,i , l

j
n,i) = p(yj , yj+1).

òî åñòü â òðåáóåìîì ðàâåíñòâå ñîâïàäàþò âñå ýëåìåíòû íàáîðîâ ñëåâà è ñïðàâà,
íà÷èíàÿ ñ íîìåðà i è áîëüøå.

Ïðè j < i− 1: ljn,i = [yj , yj+1, l
j+1
n,i ]. Òîãäà

p(ljn,i, l
j+1
n,i ) = p([yj , yj+1, l

j+1
n,i ], lj+1

n,i ) = p(yj , yj+1) ∗ p(yj+1, l
j+1
n,i ).

Äàëåå îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

p(yj+1, l
j+1
n,i ) = p(yj+1, [yj+1, yj+2, l

j+2
n,i ]) = p(yj+2, l

j+2
n,i ) = . . . = p(yi−1, yi).

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òàê êàê

ρn(y0, . . . , yn) =

n∑
i=1

(−1)i+1 · (r0
n,i, . . . , r

n−1
n,i ),

è

rn(pn(y0, . . . , yn)) =

n∑
i=1

(−1)n+1 · (p(y0, y1), . . .

. . . , p(yi−2, yi−1), p(yi, yi+1), . . . , p(yn−1, yn)),

òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

(p(r0
n,i, r

1
n,i), . . . , p(r

n−2
n,i , r

n−1
n,i )) = (p(y0, y1), . . .

. . . , p(yi−2, yi−1), p(yi, yi+1), . . . , p(yn−1, yn)).
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Ïðè âñåõ j 6 i − 1: rjn,i = yj , ïîýòîìó p(r
j−1
n,i , r

j
n,i) = p(yj−1, yj). Òî åñòü â

òðåáóåìîì ðàâåíñòâå ñîâïàäàþò âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ 1-ãî è äî (i − 1)-ãî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

p(rj−1
n,i , r

j
n,i) = p(rj−1

n,i , [r
j−1
n,i , yj , yj+1]) = p(yj , yj+1).

Äîêàæåì, íàêîíåö, òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïï
En(Q) è En(Γ):

(y0, . . . , yn) ∈ En(Q) ⇐⇒ ∃i: [yi−1, yi, yi+1] = yi,
pn(y0, . . . , yn) ∈ En(Γ) ⇐⇒ ∃i: p(yi−1, yi) = p(yi, yi+1).

Íî åñëè [yi−1, yi, yi+1] = yi, òî p(yi−1, yi) = p(yi−1, [yi−1, yi, yi+1]) = p(yi, yi+1).
�

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 7 ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé pn, n ∈ Z,
çàäàþò öåïíûå îòîáðàæåíèÿ p−∗ : C−(Q)→ C−(Γ) è p+

∗ : C+(Q)→ C+(Γ).

4.2. Èíâàðèàíòû Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p è Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Γ = (X, ∗) � êîíå÷íûé êâàíäë, Q = (Y, [·, ·, ·]) �
êîíå÷íûé êâàçîèä, p : Y × Y → X � ïðîåêöèÿ, è ïóñòü ϕ− ∈ ker d3

−, ϕ+ ∈
ker d3

+, ψ− ∈ ker ∂3
−, ψ+ ∈ ker ∂3

+ � 2-êîöèêëû. Ïóñòü K � îðèåíòèðîâàííûé

óçåë (èëè çàöåïëåíèå), çàäàííûé ñâîåé äèàãðàììîé D (íà äâóìåðíîé ñôåðå S2

èëè ïëîñêîñòè R2). Òîãäà

Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p (D) =

∑
ξ∈ColQ(D)

xwpcol(ξ),ϕ− (D) · yωξ,ψ− (D),

Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p (D) =
∑

ξ∈ColQ(D)

xwpcol(ξ),ϕ+
(D) · yωξ,ψ+

(D).

Ôóíêöèè Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p è Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â êîëüöå Z[x, x−1, y, y−1]
ïîëèíîìîâ Ëîðàíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ x è y. Çíà÷åíèå êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé âû÷èñëÿåòñÿ òàê. Íàäî ïåðå-
áðàòü âñå ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè îáëàñòåé äèàãðàììû D ýëåìåíòàìè êâàçîèäà
Q. Äëÿ êàæäîé èç íèõ âû÷èñëèòü, âî-ïåðâûõ, âåñ ýòîé ðàñêðàñêè ñ ïîìîùüþ
2-êîöèêëà ψ− èëè ψ+, è, âî-âòîðûõ, âåñ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñêðàñêè äóã äèà-
ãðàììû, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðèìåíåíèåì ïðîåêöèè p, ñ ïîìîùüþ 2-êîöèêëà ϕ−
èëè ϕ+. Äàëåå íàäî ñëîæèòü ïðîèçâåäåíèÿ ôîðìàëüíûõ ïåðåìåííûõ y è x â
âû÷èñëåííûõ ñòåïåíÿõ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü D1 è D2 � äâå äèàãðàììû îäíîãî è òîãî æå îðèåíòèðî-
âàííîãî óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ). Òîãäà

Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p (D1) = Mϕ−,ψ−

Γ,Q,p (D2) è Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p (D1) = Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p (D2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèàãðàììà D2 ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàì-
ìû D1 ñ ïîìîùüþ îäíîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà. Çàìåòèì, ÷òî

wpcol(ξ),ϕ−(D1) = wpcol(ξ),ϕ−(D2) è wpcol(ξ),ϕ+
(D1) = wpcol(ξ),ϕ+

(D2).

Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ bΓ : ColΓ(D1) → ColΓ(D2).
Áîëåå òîãî, ðàñêðàñêà pcol(ξ) äóã äèàãðàììû D2 è ðàñêðàñêà pcol(ξ) äóã äèà-
ãðàììû D1 ñîâïàäàþò âñþäó, êðîìå ëîêàëüíîé îáëàñòè äåéñòâèÿ äâèæåíèÿ
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Ðåéäåìåéñòåðà. Ïîýòîìó ýòè äâå ðàñêðàñêè ñâÿçàíû áèåêöèåé bΓ, è çíà÷èò èõ
âåñà ñîâïàäàþò.

Íåçàâèñèìîñòü ñòåïåíåé ωξ,ψ− è ωξ,ψ+ îò äèàãðàììû óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ)

î÷åâèäíà. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p è Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p íå ìåíÿþòñÿ
ïðè äâèæåíèÿõ Ðåéäåìåéñòåðà. �

Òåîðåìà 8 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p è Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíî
îïðåäåë¼ííûìè èíâàðèàíòàìè îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé. Îòìåòèì

íåñêîëüêî âçàèìîñâÿçåé ìåæäó èíâàðèàíòàìè Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p , Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p è èíâàðèàíòàìè

M
ϕ−
Γ , P

ϕ+

Γ ,Mψ−
Q , Pψ+

Q , çàäàííûõ òåìè æå ñàìûìè íàáîðàìè ïàðàìåòðîâ.

Âî-ïåðâûõ, çíà÷åíèå èíâàðèàíòà Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p ïðè x = 1 ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíè-

åì èíâàðèàíòà Mψ−
Q , è çíà÷åíèå èíâàðèàíòà Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p ïðè x = 1 ñîâïàäàåò ñî

çíà÷åíèåì èíâàðèàíòà Pψ+

Q .

Âî-âòîðûõ, çíà÷åíèå èíâàðèàíòà Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p ïðè y = 1 ïîõîæå íà çíà÷åíèå èí-

âàðèàíòàM
ϕ−
Γ , îäíàêî íå ñîâïàäàåò ñ íèì. Îòëè÷èå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çíà-

÷åíèå èíâàðèàíòà M
ϕ−
Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ìîíîìîâ xwξ,ϕ− , ãäå ñóììà

áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðàâèëüíûì ðàñêðàñêàì ξ. Çíà÷åíèå èíâàðèàíòà Mϕ−,ψ−
Γ,Q,p ïðè

y = 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêóþ æå ñóììó ìîíîìîâ xwξ,ϕ− , îäíàêî â ýòîì ñëó-
÷àå ñóììà áåð¼òñÿ íå ïî âñåì ïðàâèëüíûì ðàñêðàñêàì, à ïî òåì èç íèõ, êîòîðûå
ëåæàò â îáðàçå pcol(ColQ), è êàæäàÿ èç ýòèõ ðàñêðàñîê áåð¼òñÿ ñòîëüêî ðàç,

ñêîëüêî ó íå¼ ðàçíûõ ïðîîáðàçîâ ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ p−1
col. Òî÷íî òàêèì

æå îáðàçîì ñâÿçàíû çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ Pϕ+,ψ+

Γ,Q,p ïðè y = 1 è P
ϕ+

Γ .
Â-òðåòüèõ, â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ïðîåêöèè áåð¼òñÿ îòîáðàæåíèå tx : Y ×

Y → X äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X:

Mϕ−,ψ−
Γ,Q,tx (D) =Mψ−

Q (D) · |ColΓ(D)|.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ξ ∈ ColQ(D) îáëà-
ñòåé äèàãðàììû D óçëà (èëè çàöåïëåíèÿ) K, txcol(ξ) � ðàñêðàñêà äóã äèàãðàì-
ìû D â êîòîðîé âñå äóãè èìåþò îäèí è òîò æå öâåò x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî
wtxcol(ξ),ϕ−(D) = 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

Pϕ+,ψ+

Γ,Q,tx (D) = Pψ+

Q (D) · |ColΓ(D)|.
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