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Abstract. In article the intervals in the lattice of ultraclones of rank 2
are considered. The well-known classes of all monotone M , all self-dual S
and all linear L Boolean functions are ultraclones of rank 2. We proved
that each of the intervals =(M,H2), =(S,H2), =(L,H2), where H2 is
complete ultraclone of rank 2, contains exactly 4 elements.
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1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè ôóíêöèé k -çíà÷íîé ëîãèêè îäíî èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäî-
âàíèé ñâÿçàíî ñ ïîäìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî ñóïåð-
ïîçèöèè. Òðàäèöèîííîé çàäà÷åé çäåñü ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ðåøåòêè çàìêíóòûõ
êëàññîâ èëè êëîíîâ ôóíêöèé. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïî-
ëó÷åíû àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ý. Ïîñòîì [1], êîòîðûé ïîëíîñòüþ îïèñàë
ðåøåòêó çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äâó-
çíà÷íîé ëîãèêå, ñïîñîáñòâîâàëè äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ èññëåäîâàíèé òåîðèè
ôóíêöèé k -çíà÷íîé ëîãèêè. Ïðè ýòîì âûäåëÿþòñÿ äâà íàïðàâëåíèÿ: ïåðâîå
ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè îñíîâíîãî ìíîæåñòâà, âòîðîå � ñ ðàññìîòðå-
íèåì ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëåíû íå íà âñåõ íàáîðàõ. Íå âñþäó îïðåäåëåí-
íûå ôóíêöèè óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ èç äåêàðòîâîé ñòåïåíè
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k -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷åì îä-
íîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè A, à îñòàëüíûå
ïîäìíîæåñòâà ïîíèìàþòñÿ êàê íåîïðåäåëåííîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ
â îáû÷íîì ñìûñëå äëÿ ðàáîòû ñ ýòèìè ôóíêöèÿìè íå ïîäõîäèò. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàñøèðåíèÿ ñóïåðïîçèöèè, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ñóïåðïîçèöèè íà íàáîðàõ ñ íåîïðåäåëåííîñòÿìè. Â çàâè-
ñèìîñòè îò âèäà è ÷èñëà íåîïðåäåëåííîñòåé, à òàêæå èçìåíåííîé ñóïåðïîçè-
öèè èõ íàçûâàþò ÷àñòè÷íûìè, íåäîîïðåäåëåííûìè, äîîïðåäåëÿåìûìè, ãèïåð-
ôóíêöèÿìè, ìóëüòèôóíêöèÿìè. Òàêèå ôóíêöèè âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ìíî-
ãîçíà÷íûõ ëîãèê, ðåøåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîäåëèðîâàíèè ñõåì
ñ íåèñïðàâíîñòÿìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî è äëÿ íèõ òàêæå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïè-
ñàíèÿ ðåøåòêè çàìêíóòûõ êëàññîâ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, èññëåäóþòñÿ îòäåëüíûå ôðàãìåíòû
ðåøåòêè, ðàçëè÷íûå èíòåðâàëû. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èíòåðâàëû â ðåøåòêå
óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 îïèñàíû â ðàáîòàõ [2, 3].

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü E = {0, 1} è F = {{0}, {1}, {0, 1}}. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà
ôóíêöèé:
O2,n = {f |f : En → E}, O2 =

⋃
n
O2,n;

H2,n = {f |f : En → F}, H2 =
⋃
n
H2,n.

Ôóíêöèè èç O2 íàçûâàþò áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, à èç H2 � ãèïåðôóíêöèÿìè
íà E. Î÷åâèäíî, ÷òî O2 ⊂ H2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)),

ãäå f, f1, . . . , fn ∈ H2, îïðåäåëÿëà ãèïåðôóíêöèþ g(x1, . . . , xm) îïðåäåëèì çíà-
÷åíèÿ ãèïåðôóíêöèè f íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà F ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
(α1, . . . , αm) ∈ Em, òî

g(α1, . . . , αm) =


⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äàëåå ãèïåðôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôóíêöèåé, åñëè ýòî íå âûçû-
âàåò íåäîðàçóìåíèé.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî i, ãäå 1 ≤ i ≤ n, îáîçíà÷èì ÷åðåç
eni (x1, . . . , xi, . . . , xn) ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ïå-
ðåìåííîé xi. Ôóíêöèè e

n
i íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè èëè ñåëåêòîðíûìè ôóíêöè-

ÿìè.
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà K. Çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà K îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [K]. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ çà-
ìêíóòûì (çàìêíóòûì êëàññîì), åñëè K = [K].

Óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2 (êëîíîì) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé
(áóëåâûõ ôóíêöèé), ñîäåðæàùåå âñå ïðîåêöèè. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé H2
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íàçûâàåòñÿ ïîëíûì óëüòðàêëîíîì ðàíãà 2. Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ëþáîé óëü-
òðàêëîí ðàíãà 2 áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî óëüòðàêëîíîì. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé
êëîí ÿâëÿåòñÿ óëüòðàêëîíîì.

Óëüòðàêëîí K íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò óëüòðàêëîíà
K1 òàêîãî, ÷òî K ⊂ K1 ⊂ H2.

Èíòåðâàëîì =(Q,R) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíî-
æåñòâî âñåõ óëüòðàêëîíîâ, â êîòîðîì ëþáîé ýëåìåíò K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì Q ⊆ K è K ⊆ R. Èíòåðâàëû äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæàþòñÿ â âèäå äèà-
ãðàìì, ãäå óëüòðàêëîíû îáîçíà÷åíû òî÷êàìè, à òî÷êà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ Q1,
ðàñïîëîæåíà âûøå è ñîåäèíåíà îòðåçêîì ñ òî÷êîé, ïðåäñòàâëÿþùåé R1, åñëè
R1 ⊂ Q1 è íå ñóùåñòâóåò óëüòðàêëîíà P òàêîãî, ÷òî R1 ⊂ P ⊂ Q1.

×åðåç M îáîçíà÷èì êëîí âñåõ áóëåâûõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, S � êëîí âñåõ
áóëåâûõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé, L � êëîí âñåõ áóëåâûõ ëèíåéíûõ ôóíê-
öèé.

Ïóñòü Rs � s-ìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå F . Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå F , ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò
Rs, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

(α11, . . . , αs1), . . . , (α1n, . . . , αsn),

ïðèíàäëåæàùèõ ïðåäèêàòó Rs, íàáîð

(f(α11, . . . , α1n), . . . , f(αs1, . . . , αsn))

ïðèíàäëåæèò Rs.
Äëÿ íàáîðà (α1, . . . , αn) ∈ Fn íàáîð (β1, . . . , βn) ∈ {0, 1}n, ãäå βi ≤ αi äëÿ

âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, íàçûâàåòñÿ óòî÷íåíèåì.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ êîäèðîâêà: {0} ↔ 0, {1} ↔ 1, {0, 1} ↔

−, òîãäà F = {0, 1,−}.
Êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèå −, îáî-

çíà÷èì ÷åðåç f−, à ÷åðåç d3 � òðåõìåñòíóþ ôóíêöèþ ñ âåêòîðîì çíà÷åíèé
(00010111).

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûìè óëüòðàêëîíàìè ðàíãà 2 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
ñëåäóþùèå 11 ìíîæåñòâ:

1) O2 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé;
2) T−0 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò íóëü, ò. å. íà íàáîðå èç

âñåõ íóëåé ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0;
3) T−1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò åäèíèöó, ò. å. íà íàáîðå èç

âñåõ åäèíèö ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1;
4) S− � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RS =

(
0 1 −
1 0 −

)
;

5) L− � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RL =

(
0 0 1 1 −
0 1 0 1 −

)
;

6) M− � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RM =

(
0 0 1 0 − −
0 1 1 − 1 −

)
;
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7) K1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R1 =

(
0 1 1 − 1 −
1 0 1 1 − −

)
;

8) K2 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R2 =

(
0 0 1 0 − −
0 1 0 − 0 −

)
;

9) K3 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò R3, îïðåäåëÿåìûé ìàò-
ðèöåé0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 − − 0 1 − − 1 1 − −

0 0 1 1 0 1 1 0 − 1 − 0 1 − − 1 − 1 − 1 −
0 1 0 1 1 0 1 − 0 − 1 1 0 − − − 1 − 1 1 −

 ;

10) K4 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R4 =

0 0 0 1 0 0 − 0 − − −
0 0 1 1 0 − 0 − 0 − −
0 1 0 1 − 0 0 − − 0 −

 ;

11) K5 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ
íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå èç ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ äâà
çíà÷åíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ åñòü −.

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1. Èç 11 ìàêñèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî O2 è M− ñî-
äåðæàò M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ïîêàæåì, ÷òî M ⊂M−. Ïóñòü íàé-
äóòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) è íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn) òàêèå,

÷òî f ∈M , f

(
α̃

β̃

)
∈
{(

1
0

)
,

(
1
−

)
,

(
−
0

)}
è

(
αi
βi

)
∈ RM äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.

Åñëè f

(
α̃

β̃

)
∈
{(

1
0

)
,

(
1
−

)}
, òî äëÿ íàáîðà β̃ âîçüìåì óòî÷íåíèå τ̃ , êîòîðîå

îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, ïîñêîëüêó f ∈ O2 è f(β̃) ∈ {0,−}, òàêîå, ÷òî f(τ̃) = 0,

à äëÿ íàáîðà α̃ âûáåðåì óòî÷íåíèå δ̃ òàê, ÷òîáû

(
δi
τi

)
∈
{(

0
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
1

)}
äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f íà ëþáîì

óòî÷íåíèè íàáîðà α̃ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Òîãäà f

(
δ̃
τ̃

)
=

(
1
0

)
, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò f ∈ M . Åñëè f

(
α̃

β̃

)
=

(
−
0

)
, òî äëÿ íàáîðà α̃ âûáåðåì óòî÷íå-

íèå δ̃ òàêîå, ÷òî f(δ̃) = 1, à äëÿ íàáîðà β̃ âîçüìåì óòî÷íåíèå τ̃ òàê, ÷òîáû(
δi
τi

)
∈
{(

0
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
1

)}
äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà f

(
δ̃
τ̃

)
=

(
1
0

)
, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò f ∈M .
Î÷åâèäíî, ÷òî M ⊂ O2. Äàëåå ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

êîíñòàíòà 1 íå ïðèíàäëåæèò T−0 , êîíñòàíòà 0 íå ïðèíàäëåæèò T−1 , êîíúþíêöèÿ
íå ïðèíàäëåæèò S−, L−, K1, K3, K5, äèçúþíêöèÿ íå ïðèíàäëåæèò K2, K4. �
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Ñëåäñòâèå 1. Âåðíî, ÷òî O2 ∩M− = M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî M â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì áóëå-

âûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

(
0 0 1
0 1 1

)
(ñì., íàïðèìåð, [5]). Òîãäà,

î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé f ∈ M− è ëþáûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ α̃ è β̃ òàêèõ,
÷òî α̃ ≤ β̃ è f(α̃), f(β̃) ∈ {0, 1} âûïîëíÿåòñÿ f(α̃) ≤ f(β̃). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
O2 ∩M− ⊆M . Â îáðàòíóþ ñòîðîíó âêëþ÷åíèå âåðíî â ñèëó ëåììû 1. �

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé f ∈M− \M ñïðàâåäëèâî M− = [M ∪ {f}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå [M ∪ {f}] ⊆M− î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
ãèïåðôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) ∈ M− ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñóïåð-
ïîçèöèè ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé è f ∈ M− \ M . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà g(x1, . . . , xn) ∈M− \M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̃1, . . . , α̃s íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè g
ðàâíî 0, ÷åðåç β̃1, . . . , β̃l � íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè ðàâíî
1, à ÷åðåç γ̃1, . . . , γ̃t � íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè ðàâíî −.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α̃i, β̃j , γ̃k, ãäå i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , l},
k ∈ {1, . . . , t}, ëèáî α̃i ≤ β̃j , γ̃k ≤ β̃j , ëèáî ýòè íàáîðû íå íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè

ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Èíà÷å ïîëó÷èì, ÷òî g

(
β̃j
α̃j

)
=

(
1
0

)
è g

(
β̃j
γ̃k

)
=

(
1
−

)
, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò g ∈M−.
Ñ ïîìîùüþ ãèïåðôóíêöèè f è êîíñòàíò 0, 1 ïîëó÷èì êîíñòàíòíóþ ãèïåð-

ôóíêöèþ f−. Äàëåå âûáåðåì ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ φ(x1, . . . , xm, y) òàêóþ, ÷òî

φ(α̃i, 0) = 0, φ(β̃j , 0) = 1, φ(γ̃k, 0) = 0, φ(α̃i, 1) = 0, φ(β̃j , 1) = 1, φ(γ̃k, 1) = 1, ãäå
i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , l}, k ∈ {1, . . . , t}.

Ïîêàæåì, ÷òî φ(x1, . . . , xm, f
−(xm)) = g(x1, . . . , xm). Äåéñòâèòåëüíî,

φ(α̃i,−) = φ(α̃i, 0) ∩ φ(α̃i, 1) = 0 = g(α̃i),

φ(β̃j ,−) = φ(β̃j , 0) ∩ φ(β̃j , 1) = 1 = g(β̃j),

φ(γ̃k,−) = φ(γ̃k, 0) ∪ φ(γ̃k, 1) = − = g(γ̃k),

ãäå i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , l}, k ∈ {1, . . . , t}.
Ñëåäîâàòåëüíî, M− ⊆ [M ∪ {f}]. �

Ñëåäñòâèå 2. Âåðíî, ÷òî M− = [{0, 1,∨,∧, f−}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç M = [{0, 1,∨,∧}] (ñì., íàïðèìåð, [5]). �

Ëåììà 3. Èç 11 ìàêñèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî O2 è S
− ñîäåð-

æàò S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ïîêàæåì, ÷òî S ⊂ S−. Ïóñòü íàé-

äóòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) è íàáîð α̃ = (α1, . . . , αn) òàêèå, ÷òî f ∈ S, f
(
α̃
¯̃α

)
∈{(

0
0

)
,

(
1
1

)
,

(
0
−

)
,

(
−
0

)
,

(
−
1

)
,

(
1
−

)}
è

(
αi
ᾱi

)
∈ RM äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Åñ-

ëè f

(
α̃
¯̃α

)
=

(
c
c

)
, ãäå c ∈ {0, 1}, òî äëÿ íàáîðà α̃ âîçüìåì óòî÷íåíèå δ̃, òàêîå, ÷òî

f(δ̃) = c, à äëÿ íàáîðà ¯̃α âûáåðåì óòî÷íåíèå τ̃ òàê, ÷òîáû

(
δi
τi

)
∈
{(

0
1

)
,

(
1
0

)}
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äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f íà ëþáîì

óòî÷íåíèè íàáîðà ¯̃α ïðèíèìàåò çíà÷åíèå c. Òîãäà f

(
δ̃
τ̃

)
=

(
c
c

)
, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò f ∈M . Åñëè f

(
α̃
¯̃α

)
=

(
−
c

)
, ãäå c ∈ {0, 1}, òî äëÿ íàáîðà α̃ âîçüìåì óòî÷íå-

íèå δ̃, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, ïîñêîëüêó f ∈ O2 è f(β̃) = −, òàêîå, ÷òî

f(δ̃) = c, à äëÿ íàáîðà ¯̃α âûáåðåì óòî÷íåíèå τ̃ òàê, ÷òîáû

(
δi
τi

)
∈
{(

0
1

)
,

(
1
0

)}
äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f íà ëþáîì

óòî÷íåíèè íàáîðà ¯̃α ïðèíèìàåò çíà÷åíèå c. Òîãäà f

(
δ̃
τ̃

)
=

(
c
c

)
, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò f ∈M . Ñëó÷àé f

(
α̃
¯̃α

)
=

(
c
−

)
, ãäå c ∈ {0, 1}, àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

Î÷åâèäíî, ÷òî S ⊂ O2. Äàëåå ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
T−0 , T−1 ,M−,K1,K2,K3,K4 íå ñîäåðæàò îòðèöàíèå, êëàññû L−,K5 � ôóíêöèþ
d3. �

Ñëåäñòâèå 3. Âåðíî, ÷òî O2 ∩ S− = S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ S â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

(
0 1
1 0

)
(ñì., íàïðèìåð, [5]). Òîãäà,

î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé f ∈ S− è ëþáîãî äâîè÷íîãî íàáîðà α̃ òàêîãî, ÷òî

f(α̃) ∈ {0, 1} âûïîëíÿåòñÿ f(α̃) = f( ¯̃α). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî O2 ∩ S− ⊆ S. Â
îáðàòíóþ ñòîðîíó âêëþ÷åíèå âåðíî â ñèëó ëåììû 3. �

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé f ∈ S− \ S ñïðàâåäëèâî S− = [S ∪ {f}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå [S ∪ {f}] ⊆ S− î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
ãèïåðôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) ∈ S− ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñóïåðïî-
çèöèè ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé è ãèïåðôóíêöèè f ∈ S− \S. Â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 3 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà g(x1, . . . , xn) ∈ S− \ S.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̃1, . . . , α̃s íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè g
ðàâíî 0, ÷åðåç β̃1, . . . , β̃l � íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè g ðàâíî
1, à ÷åðåç γ̃1, . . . , γ̃t � íàáîðû, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè g ðàâíî
−. Òîãäà çíà÷åíèå ãèïåðôóíêöèè g íà íàáîðàõ ¯̃α1, . . . , ¯̃αs ðàâíî 1, íà íàáîðàõ
¯̃
β1, . . . ,

¯̃
βl ðàâíî 0, íà íàáîðàõ ¯̃γ1, . . . , ¯̃γt ðàâíî −.

Ñ ïîìîùüþ ãèïåðôóíêöèè f è îòðèöàíèÿ ïîëó÷èì êîíñòàíòíóþ ãèïåðôóíê-
öèþ f−. Äàëåå âûáåðåì ñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ φ(x1, . . . , xm, y) òàêóþ,

÷òî φ(α̃i, 0) = 0, φ(β̃j , 0) = 1, φ(γ̃k, 0) = 0, φ( ¯̃αi, 0) = 1, φ(
¯̃
βj , 0) = 0, φ(¯̃γk, 0) = 0,

φ(α̃i, 1) = 0, φ(β̃j , 1) = 1, φ(γ̃k, 1) = 1, φ( ¯̃αi, 1) = 1, φ(
¯̃
βj , 1) = 0, φ(¯̃γk, 1) = 1, ãäå

i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , l}, k ∈ {1, . . . , t}.
Ïîêàæåì, ÷òî φ(x1, . . . , xm, f

−(xm)) = g(x1, . . . , xm). Äåéñòâèòåëüíî,
φ(α̃i,−) = φ(α̃i, 0) ∩ φ(α̃i, 1) = 0 = g(α̃i),

φ(β̃j ,−) = φ(β̃j , 0) ∩ φ(β̃j , 1) = 1 = g(β̃j),
φ(γ̃k,−) = φ(γ̃k, 0) ∪ φ(γ̃k, 1) = − = g(γ̃k),
φ( ¯̃αi,−) = φ( ¯̃αi, 0) ∩ φ( ¯̃αi, 1) = 1 = g( ¯̃αi),

φ(
¯̃
βj ,−) = φ(

¯̃
βj , 0) ∩ φ(

¯̃
βj , 1) = 0 = g(

¯̃
βj),

φ(¯̃γk,−) = φ(¯̃γk, 0) ∪ φ(¯̃γk, 1) = − = g(¯̃γk),
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ãäå i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , l}, k ∈ {1, . . . , t}.
Ñëåäîâàòåëüíî, S− ⊆ [S ∪ {f}]. �

Ñëåäñòâèå 4. Âåðíî, ÷òî S− = [{d3, x̄, f−}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç S = [{d3, x̄}] (ñì., íàïðèìåð, [5]). �

Ëåììà 5. Èç 11 ìàêñèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ ðàíãà 2 òîëüêî O2 è L
− ñîäåð-

æàò L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî L â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì áóëåâûõ

ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò


0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0 1

 (ñì., íàïðèìåð,

[5]). Ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ïîêàæåì, ÷òî L ⊂ L−. Ïóñòü íàéäóòñÿ ôóíêöèÿ

f(x1, . . . , xn) è íàáîðû α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn) òàêèå, ÷òî f ∈ L,

f

(
α̃

β̃

)
∈
{(

0
−

)
,

(
−
0

)
,

(
−
1

)
,

(
1
−

)}
è

(
αi
βi

)
∈ RM äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.

Åñëè f

(
α̃

β̃

)
=

(
−
c

)
, ãäå c ∈ {0, 1}, òî äëÿ íàáîðà α̃ âîçüìåì óòî÷íåíèÿ δ̃1

è δ̃2, êîòîðûå îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ, ïîñêîëüêó f ∈ O2 è f(β̃) = −, òàêèå,
÷òî f(δ̃1) = c̄, f(δ̃2) = c, à äëÿ íàáîðà β̃ âûáåðåì óòî÷íåíèÿ τ̃1 è τ̃2 òàê,

÷òîáû


δ1i
δ2i
τ1i
τ2i

 ∈



0
0
0
0

 ,


0
0
1
1

 ,


0
1
0
1

 ,


0
1
1
0

 ,


1
1
1
1

 ,


1
1
0
0

 ,


1
0
1
0

 ,


1
0
0
1


 äëÿ âñåõ

i ∈ {1, . . . , n}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f íà ëþáîì óòî÷íåíèè

íàáîðà β̃ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå c. Òîãäà f


δ̃1

δ̃2

τ̃1

τ̃2

 =


c̄
c
c
c

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò f ∈ L.
Ñëó÷àé f

(
α̃
¯̃α

)
=

(
c
−

)
, ãäå c ∈ {0, 1}, àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

Î÷åâèäíî, ÷òî L ⊂ O2. Äàëåå ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
S− íå ñîäåðæèò êîíñòàíòó 0, T−0 , T−1 , M−, K1, K2, K3, K4 � îòðèöàíèå, K5 �
ýêâèâàëåíòíîñòü. �

Ëåììà 6. Âåðíî, ÷òî O2 ∩ L− = L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå L ⊆ O2 ∩ L− âåðíî â ñèëó ëåììû 5. Äîêàæåì
âêëþ÷åíèåO2∩L− ⊆ L. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íàéäåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f ∈ L−

òàêàÿ, ÷òî f /∈ L, ò. å. f


α̃1

α̃2

α̃3

α̃4

 /∈


0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0 1

, ãäå

α1
i

α2
i

α3
i

α4
i

 ∈



0
0
0
0

 ,


0
0
1
1

 ,


0
1
0
1

 ,


0
1
1
0

 ,


1
1
1
1

 ,


1
1
0
0

 ,


1
0
1
0

 ,


1
0
0
1


, i ∈ {1, . . . , n}.
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Òîãäà ñóïåðïîçèöèåé f ñ ïðîåêöèÿìè, êîíñòàíòàìè 0, 1, îòðèöàíèåì, ñëîæå-
íèåì, ýêâèâàëåíòíîñòüþ, êîòîðûå ïî ëåììå 5 ëåæàò â L−, ïîëó÷èì îäíó èç
ôóíêöèé (0001), (0010), (0100), (1000), (0111), (1011), (1101), (1110), ïðè÷åì,
ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ â f ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èìåííî êîíúþíêöèþ èëè
äèçúþíêöèþ. Èç êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè ñ ïîìîùüþ f− ∈ L− ëåãêî ïîëó-
÷èòü ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùèå L−: e21 ∧ f− = (00−−), e21 ∨ f− = (−− 11).
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî L− ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. �

Ëåììà 7. Âåðíî, ÷òî L− \ L = {f−}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ëåììû 6 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
äëÿ f ∈ L− \ L òàêæå âûïîëíÿåòñÿ f ∈ H2 \O2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f îòëè÷íà

îò f−, ò. å. ñóùåñòâóåò íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî f(α̃) = c ∈ {0, 1}. Òîãäà f
(
α̃

β̃

)
=(

c
−

)
/∈ RL è

(
αi
βi

)
∈
{(

0
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)}
äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, ãäå β̃ �

íàáîð, íà êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè f ðàâíî −. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 5. Âåðíî, ÷òî L− = [{1,⊕, f−}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç L = [{1,⊕}] (ñì., íàïðèìåð, [5]). �

Òåîðåìà 1. Èíòåðâàë =(A,H2) ñîäåðæèò ðîâíî 4 óëüòðàêëîíà, ãäå

A ∈ {M,S,L},
à èìåííî,

H2

O2 A−

A

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè A = M , òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç
ëåìì 1, 2 è èç òîãî, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êëîíîì â O2, à O2 è M−

ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè óëüòðàêëîíàìè ðàíãà 2.
2) Åñëè A = S, òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ëåìì 3, 4 è

èç òîãî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êëîíîì â O2, à O2 è S− ÿâëÿþòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè óëüòðàêëîíàìè ðàíãà 2.

3) Åñëè A = L, òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ëåìì 5, 7 è
èç òîãî, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êëîíîì â O2, à O2 è L− ÿâëÿþòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè óëüòðàêëîíàìè ðàíãà 2. �
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