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Abstract. Multifunctions that can be realized by read-once formulas in
some �nite base are studied. An algorithm for �nding read-once represen-
tations of multifunctions in this base is obtained using the decomposition
method of multifunctions.

Keywords:multifunction, many-valued logic, superposition, base, decom-
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Â òåîðèè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, çàíè-
ìàþùååñÿ èññëåäîâàíèåì ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A è ïðè-
íèìàþùèõ â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A, â òîì ÷èñëå
∅. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé òàêîãî âèäà, êîòîðûå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ìóëüòèôóíêöèÿìè [1, 2, 3], ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìíîæåñòâà
êîíå÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà A (ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìóëüòèôóíêöèè ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íå âñþäó
îïðåäåëåííûå ôóíêöèè, ò. å. ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íå íà âñåõ íàáîðàõ [4].
Â ýòîì ñëó÷àå ïîä íåîïðåäåëåííîñòÿìè â ìóëüòèôóíêöèÿõ ìîæíî ïîíèìàòü
íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà îñíîâíîãî ìíîæåñòâà A, íàïðèìåð, ∅ è ñàìî A.

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ âûðàçèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ìóëüòèôóíêöèè
÷åðåç ìóëüòèôóíêöèè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â [5] ïîëó÷åí êðèòåðèé äåêîì-
ïîçèöèè ìóëüòèôóíêöèé íà {0, 1}, â òîì ÷èñëå ðàçäåëèòåëüíîé äåêîìïîçèöèè,
êîòîðûé îáîáùàåò ðåçóëüòàò Ã.Í. Ïîâàðîâà î ôóíêöèîíàëüíîé ðàçäåëèìîñòè
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áóëåâûõ ôóíêöèé [6] è äàåò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ìóëüòèôóíêöèé
ñ ïîìîùüþ ìóëüòèôóíêöèé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà â
äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ìóëüòèôóíêöèé íà {0, 1} â îäíîì áàçèñíîì ìíîæåñòâå.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäïîøëåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî òåðìèíîëîãèÿ, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ìóëüòèôóíêöèé,
ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîõðàíåíà èç òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðóþ ìîæ-
íî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [7]. Áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
ïåðåìåííûå îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè x, y, u, v, w, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè; êîí-
ñòàíòû îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè α, β, σ, γ, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè; ñèìâîëîì
x̃ îáîçíà÷àåòñÿ íàáîð (x1, . . . , xn); |x̃| � äëèíà íàáîðà x̃.

Ïóñòü |A| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A, 2A � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A,
E2 = {0, 1}. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé:
P ∗2,n = {f |f : En2 → 2E2}, P ∗2 =

⋃
n
P ∗2,n,

P2,n = {f |f ∈ P ∗2,n è |f(α̃)| = 1 äëÿ âñåõ α̃ ∈ En2 }, P2 =
⋃
n
P2,n.

Ôóíêöèè èç P2 íàçûâàþò áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, à èç P
∗
2 � ìóëüòèôóíêöèÿìè

íà E2. Äàëåå ìóëüòèôóíêöèè íà E2 áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ìóëüòèôóíêöèÿìè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)), ãäå f ,

f1, ..., fn ∈ P ∗2 , îïðåäåëÿëà íåêîòîðóþ ìóëüòèôóíêöèþ g(x1, . . . , xm), çàäàäèì
çíà÷åíèÿ ìóëüòèôóíêöèè íà íàáîðàõ èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E2.

Åñëè (α1, . . . , αm) ∈ Em2 , òî ïî îïðåäåëåíèþ

g(α1, . . . , αm) =

{
∅, åñëè fi(α1, . . . , αm) = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . ,m};⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìóëüòèôóíêöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç f(x1, ..., xn) ïîäñòàíîâêîé âìåñòî íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé xi êîíñòàíòû σ ∈ {0, 1}, íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé è îáîçíà÷àåòñÿ fσxi

.
Èíäóêòèâíî ýòî îïðåäåëåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè äîãîâîðèìñÿ äàëåå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êîäè-
ðîâêó: ∅↔ ∗, {0} ↔ 0, {1} ↔ 1, {0, 1} ↔ 2.

Ìóëüòèôóíêöèþ èç P ∗2 óäîáíî çàäàâàòü åå çíà÷åíèÿìè íà äâîè÷íûõ íàáî-
ðàõ, ïðè÷åì âåêòîð çíà÷åíèé ìóëüòèôóíêöèè çàïèñûâàþò â âèäå ñòðîêè èëè
ñòîëáöà, à äâîè÷íûå íàáîðû ñ÷èòàþò çàäàííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàòóðàëüíûì
ïîðÿäêîì. Íàïðèìåð, f = (0 ∗ 21) îçíà÷àåò, ÷òî f(00) = 0, f(01) = ∗, f(10) = 2,
f(11) = 1. Ìóëüòèôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà âñåõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∗,
áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî ∗.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n-ìåñòíûõ ìóëüòèôóíêöèé f è g îïðåäåëèì ìóëüòèôóíê-
öèþ f ∪ g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f ∪ g)(α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn) ∪ g(α1, . . . , αn)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, . . . , αn).
Ìóëüòèôóíêöèÿ f ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà ũ, ṽ, w̃ äîïóñêà-

åò äåêîìïîçèöèþ, åñëè ñóùåñòâóþò ìóëüòèôóíêöèè h è g òàêèå, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ
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(1) f(ũ, ṽ, w̃) = h(ũ, w̃, g(ũ, ṽ)).

Åñëè ũ = ∅, òî òàêàÿ äåêîìïîçèöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèòåëüíîé.
Ðàçìåðíîñòüþ ìóëüòèôóíêöèè f íàçûâàþò ÷èñëî åå ïåðåìåííûõ.
Íàçîâåì ïåðåìåííóþ xi ìóëüòèôóíêöèè f ôèêòèâíîé, åñëè f0xi

= f1xi
, è

ñóùåñòâåííîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ìóëüòèôóíêöèÿ, ó êîòîðîé âñå ïåðåìåííûå ñóùåñòâåííû, íàçûâàåòñÿ ñóùå-

ñòâåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îíà íåñóùåñòâåííà.
Ïóñòü B � ìíîæåñòâî ìóëüòôóíêöèé è X � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàå-

ìûõ ïåðåìåííûìè. Èíäóêöèåé îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà íàä B îò ìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ X:

1) ïåðåìåííàÿ x èç X åñòü òåðì;
2) åñëè ñèìâîëîì f îáîçíà÷àåòñÿ ìóëüòèôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè m, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ B, è Φ1, . . . ,Φm � òåðìû, òî f(Φ1, . . . ,Φm) åñòü òåðì.
Îïðåäåëèì çíà÷åíèå òåðìà Φ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ äàííîãî

òåðìà:
1) åñëè Φ � ïåðåìåííàÿ, òî çíà÷åíèå Φ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ýòîé ïåðå-

ìåííîé;
2) åñëè Φ èìååò âèä f(Φ1, . . . ,Φm) è çíà÷åíèÿ Φ1, . . . ,Φm åñòü σ1, . . . , σm

ñîîòâåòñòâåííî, òî çíà÷åíèå òåðìà Φ åñòü f(σ1, . . . , σm).
Ìóëüòèôóíêöèÿ g ïðåäñòàâèìà òåðìîì Φ(x1, . . . , xn), åñëè ðàçìåðíîñòü g

ðàâíà n è äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, . . . , αn), çàäàþùåãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ,
çíà÷åíèå òåðìà Φ(x1, . . . , xn) ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò ñ
g(α1, . . . , αn).

Òåðì Φ íàçûâàåòñÿ áåñïîâòîðíûì, åñëè êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â íåãî
íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Ìóëüòèôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ áåñïîâòîðíîé â áàçèñíîì ìíîæåñòâå B, åñëè
íàéäåòñÿ áåñïîâòîðíûé òåðì Φ íàä B, ïðåäñòàâëÿþùèé ìóëüòèôóíêöèþ f .

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â [5] ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ïðåäñòàâëåííûé íèæå, êîòîðûé äàåò ìåòîä ïîëó÷å-
íèÿ ïðåäñòàâëåíèé ìóëüòèôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ìóëüòèôóíêöèé ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè. Äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì òåîðåìó 1 ñ äî-
êàçàòåëüñòâîì.

Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîëüíàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ f äîïóñêàåò äåêîìïîçèöèþ ïðè
ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà ũ, ṽ, w̃ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîãî íàáîðà α̃ (|α̃| = |ũ|) ñðåäè âñåõ îñòàòî÷íûõ ìóëüòèôóíêöèé îò f α̃ũ
ïî ïåðåìåííûì ṽ íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ ðàâíà
ëèáî ∗, ëèáî íåêîòîðîé ìóëüòèôóíêöèè f0, ëèáî íåêîòîðîé ìóëüòèôóíêöèè
f1, ëèáî f0 ∪ f1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê ìóëüòèôóíêöèÿ f äîïóñêàåò äåêîì-
ïîçèöèþ, òî f(ũ, ṽ, w̃) = h(ũ, w̃, g(ũ, ṽ)). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ α̃ è β̃ èìååì

f(α̃, β̃, w̃) = h(α̃, w̃, g(α̃, β̃)).

Â ñèëó òîãî, ÷òî g(α̃, β̃) ∈ {0, 1, ∗, 2}, îñòàòî÷íàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ f(α̃, β̃, w̃)
ðàâíà ëèáî ∗, ëèáî h(α̃, w̃, 0), ëèáî h(α̃, w̃, 1), ëèáî ëèáî h(α̃, w̃, 2) = h(α̃, w̃, 0)∪
h(α̃, w̃, 1).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Îïðåäåëèì ìóëüòèôóíêöèè g(ũ, ṽ) è h(ũ, w̃, y). Äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ íàáîðîâ α̃ è β̃

g(α̃, β̃) =


∗, åñëè f(α̃, β̃, w̃) = ∗;
0, åñëè f(α̃, β̃, w̃) = f0(w̃);

1, åñëè f(α̃, β̃, w̃) = f1(w̃);

2, åñëè f(α̃, β̃, w̃) = f0(w̃) ∪ f1(w̃).

h(α̃, w̃, y) =

{
f0(w̃), åñëè y = 0;
f1(w̃), åñëè y = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêèõ ìóëüòèôóíêöèé g è h ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì h(α̃, γ̃, g(α̃, β̃)) ïðè ïðîèçâîëüíûõ α̃, β̃, γ̃.

Åñëè g(α̃, β̃) = ∗, òî h(α̃, γ̃, g(α̃, β̃)) = ∗ = f(α̃, β̃, γ̃).

Åñëè g(α̃, β̃) = 0, òî h(α̃, γ̃, g(α̃, β̃)) = f0(γ̃) = f(α̃, β̃, γ̃).

Åñëè g(α̃, β̃) = 1, òî h(α̃, γ̃, g(α̃, β̃)) = f1(γ̃) = f(α̃, β̃, γ̃).

Åñëè g(α̃, β̃) = 2, òî h(α̃, γ̃, g(α̃, β̃)) = f0(γ̃) ∪ f1(γ̃) = f(α̃, β̃, γ̃).
�

Ñëåäñòâèå 1. (Ðàçäåëèòåëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ) Ïðîèçâîëüíàÿ ìóëüòèôóíê-
öèÿ f äîïóñêàåò ðàçäåëèòåëüíóþ äåêîìïîçèöèþ ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ íà ṽ, w̃ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè âñåõ îñòàòî÷íûõ ìóëü-
òèôóíêöèé îò f ïî ïåðåìåííûì ṽ íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ, ïðè÷åì êàæ-
äàÿ èç íèõ ðàâíà ëèáî ∗, ëèáî íåêîòîðîé ìóëüòèôóíêöèè f0, ëèáî íåêîòîðîé
ìóëüòèôóíêöèè f1, ëèáî f0 ∪ f1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïðè ũ = ∅. �

Áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàåò âîïðîñ íàõîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé äëÿ ìóëüòèôóíêöèé. Â [8] ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ìóëüòèôóíêöèé â áàçèñíîì ìíîæåñòâå B. = {−, ·,∨,⊕, .}, êî-
òîðûé ñèëüíî ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó äàííîãî ìíîæåñòâà, à èìåííî, èñïîëüçóåò
ñâîéñòâà áåñïîâòîðíûõ ìóëüòèôóíêöèé â B.. Ìåòîä ðàçäåëèòåëüíîé äåêîìïî-
çèöèè (ñëåäñòâèå ê òåîðåìå 1) ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê ýòîìó âîïðîñó ñ áîëåå îáùèõ
ïîçèöèé è ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïîñòðîåíèå òàêîãî àëãîðèòìà. Äàëåå â ñòàòüå
ïîëó÷åí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìóëüòèôóíêöèé â
áàçèñíîì ìíîæåñòâå B. = {−, ·,∨,⊕, .} íà îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëèòåëüíîé äå-
êîìïîçèöèè.

Äëÿ ìóëüòèôóíêöèé g1 = (10), g2 = (0111), g3 = (0001), g4 = (0110) áóäåì
èñïîëüçîâàòü òàêæå èõ çàïèñü, ïðèíÿòóþ äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé g1(x) = x̄,
g2(x1, x2) = x1∨x2, g3(x1, x2) = x1 ·x2, g4(x1, x2) = x1⊕x2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
ìóëüòèôóíêöèè g5(x1, x2) = (∗102) áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü x1 . x2.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé, àëãîðèòì íà-
õîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé â B. \ {.} ïîñòðîåí â [7].

Îïèøåì âñå ñóùåñòâåííûå ìóëüòèôóíêöèè ðàçìåðíîñòåé 1 è 2, áåñïîâòîð-
íûå â B.. Óíàðíûõ ìóëüòèôóíêöèé ðîâíî äâå, x è x̄, îáå îíè ÿâëÿþòñÿ áó-
ëåâûìè ôóíêöèÿìè. Áèíàðíûõ ñóùåñòâåííûõ áåñïîâòîðíûõ ìóëüòèôóíêöèé
ðîâíî 18, èç íèõ 10 ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè. Ïåðå÷èñëèì âñå ýòè ìóëü-
òèôóíêöèè, óêàçàâ ïðåäñòàâëÿþùèå èõ òåðìû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â íàøåì
àëãîðèòìå.
f1(x1, x2) = (0001) = x1 · x2,
f2(x1, x2) = (0111) = x1 ∨ x2,
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f3(x1, x2) = (0010) = x1 · x̄2,
f4(x1, x2) = (0100) = x̄1 · x2,
f5(x1, x2) = (0110) = x1 ⊕ x2,
f6(x1, x2) = (1011) = x1 ∨ x̄2,
f7(x1, x2) = (1101) = x̄1 ∨ x2,
f8(x1, x2) = (1000) = x1 ∨ x2,
f9(x1, x2) = (1110) = x1 · x2,
f10(x1, x2) = (1001) = x1 ⊕ x2,
f11(x1, x2) = (∗102) = x1 . x2,
f12(x1, x2) = (02 ∗ 1) = x̄1 . x2,
f13(x1, x2) = (1 ∗ 20) = x1 . x̄2,
f14(x1, x2) = (201∗) = x̄1 . x̄2,
f15(x1, x2) = (∗012) = x2 . x1,
f16(x1, x2) = (0 ∗ 21) = x̄2 . x1,
f17(x1, x2) = (12 ∗ 0) = x2 . x̄1,
f18(x1, x2) = (210∗) = x̄2 . x̄1.
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðå÷èñëåííûõ 18 ìóëüòèôóíêöèé, îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç K. Òîò ôàêò, ÷òî äðóãèõ áåñïîâòîðíûõ ìóëüòèôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò, ñëå-
äóåò èç [7] è ñâîéñòâà

x1 . x2 = x2 . x1.

3. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé

ìóëüòèôóíêöèé â áàçèñíîì ìíîæåñòâå B.

Íà âõîä àëãîðèòìà ïîäàåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ f ðàçìåðíîñòè
áîëüøå, ÷åì 2, çàäàííàÿ â âåêòîðíîì âèäå. Íà âûõîäå àëãîðèòì íàõîäèò áåñ-
ïîâòîðíûé òåðì Φ(x̃), ïðåäñòàâëÿþùèé f , èëè ñîîáùàåò, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ
áåñïîâòîðíîé â áàçèñíîì ìíîæåñòâå B..

Ïóñòü x̃ = {x1, . . . , xn} � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ìóëüòè-
ôóíêöèè f .

I. Âûáèðàåì äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî èç ìíîæåñòâà x̃. Åñëè àëãîðèòì
âûçâàí ðåêóðñèâíî, òî âûáèðàåì ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ðàññìàòðèâàëîñü
íà ïðåäûäóùèõ âûçîâàõ àëãîðèòìà. Åñëè âñå äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà x̃ âûáðàíû, òî ìóëüòèôóíêöèÿ f(x̃) íå ÿâëÿåòñÿ áåñïîâòîðíîé â
áàçèñíîì ìíîæåñòâå B. è àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó.

Åñëè ïîäìíîæåñòâî âûáðàíî, îáîçíà÷èì åãî ṽ = {xi, xj}.
Âû÷èñëÿåì îñòàòî÷íûå ìóëüòèôóíêöèè îò f ïî ṽ è ïî òåîðåìå 1 ñòðîèì

g(ṽ), åñëè ýòî âîçìîæíî, èíà÷å âîçâðàùàåìñÿ íà øàã I.
Åñëè g(ṽ) ïîñòðîåíà, íî g(ṽ) 6∈ K, òî âîçâðàùàåìñÿ íà øàã I, èíà÷å ïåðåõîäèì

íà øàã II.
II. Íàõîäèì ìíîæåñòâî w̃ = x̃\ṽ è çàäàåì ìóëüòèôóíêöèþ h(y, w̃) ïî òåîðåìå

1. Äëÿ ìóëüòèôóíêöèè g(ṽ) íàõîäèì ïðåäñòàâëÿþùèé åå òåðì Ψg(ṽ).
Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì ê ìóëüòèôóíêöèè h(y, w̃), åñëè îíà èìååò ðàçìåðíîñòü

áîëüøå, ÷åì 2. Åñëè ðàçìåðíîñòü ìóëüòèôóíêöèè h ðàâíà 2, òî ïðîâåðÿåì åå
íà ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó K.

Åñëè áåñïîâòîðíûé òåðì Ψh( ˜y, w̃), ïðåäñòàâëÿþùèé ìóëüòèôóíêöèþ h(y, w̃),
íàéäåí, òî òåðì, ïðåäñòàâëÿþùèé ìóëüòèôóíêöèþ f ðàâåí Φ(x̃) = Ψh(Ψg(ṽ), w̃).
Èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó I.
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Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áåñïîâòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìóëüòè-
ôóíêöèé â áàçèñíîì ìíîæåñòâå B. ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ ê òåîðå-
ìå 1. �

Íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïðîâåðèì ðàáîòó àëãîðèòìà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f = (∗ ∗ 11 ∗ 022 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 022 ∗ 022 ∗ 022 ∗ ∗11)

èç ïðèìåðà â ðàáîòå [8].
Ìíîæåñòâî x̃ = {x1, x2, x3, x4, x5}. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f ñóùåñòâåííà.

Âûçîâ àëãîðèòìà 1.

I. Âûáèðàåì ṽ = {x1, x2}. Íàõîäèì îñòàòî÷íûå ìóëüòèôóíêöèè îò f ïî ṽ:
f0 0
x1x2

= (∗ ∗ 11 ∗ 022) = f0; f
0 1
x1x2

= (∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗); f1 0
x1x2

= (∗022 ∗ 022) = f0 ∪ f1;
f1 1
x1x2

= (∗022 ∗ ∗11) = f1.
Òàê êàê g1(ṽ) = (0 ∗ 21) ∈ K, ïåðåõîäèì íà øàã II.
II. Èìååì g1(ṽ) = x̄2 .x1, w̃ = {x3, x4, x5}, h1(y1, w̃) = (∗ ∗ 11 ∗ 022 ∗ 022 ∗ ∗11).
Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì ê ìóëüòèôóíêöèè h1 (âûçîâ àëãîðèòìà 2), ïîëó÷àåì

òåðì Ψh1 = (y1 ⊕ x3) . (x5 . x4).
Â èòîãå Φ = ((x̄2 . x1)⊕ x3) . (x5 . x4).
Âûçîâ àëãîðèòìà 2.

Ìóëüòèôóíêöèÿ h1(y1, x3, x4, x5) = (∗ ∗ 11 ∗ 022 ∗ 022 ∗ ∗11).
I. Âûáèðàåì ṽ = {y1, x3}. Íàõîäèì îñòàòî÷íûå ìóëüòèôóíêöèè îò h1 ïî ṽ:
(h1)0 0

y1x3
= (∗ ∗ 11) = f0; (h1)0 1

y1x3
= (∗022) = f1; (h1)1 0

y1x3
= (∗022) = f1;

(h1)1 1
y1x3

= (∗ ∗ 11) = f0.
Òàê êàê g2(ṽ) = (0110) ∈ K, ïåðåõîäèì íà øàã II.

II. Èìååì g2(ṽ) = y1 ⊕ x3, w̃ = {x4, x5}, h2(y1, w̃) = (∗ ∗ 11 ∗ 022).
Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì ê ìóëüòèôóíêöèè h2 (âûçîâ àëãîðèòìà 3), ïîëó÷àåì

òåðì Ψh2
= y2 . (x5 . x4).

Â èòîãå Ψh1 = (y1 ⊕ x3) . (x5 . x4).
Âûçîâ àëãîðèòìà 3.

Ìóëüòèôóíêöèÿ h2(y2, x4, x5) = (∗ ∗ 11 ∗ 022).
I. Âûáèðàåì ṽ = {y2, x4}. Íàõîäèì îñòàòî÷íûå ìóëüòèôóíêöèè îò h2 ïî ṽ:
(h2)0 0

y2x4
= (∗∗);

(h2)0 1
y2x4

= (10);

(h2)1 0
y2x4

= (∗0);

(h2)1 1
y2x4

= (22).
Òàê êàê óñëîâèÿ òåîðåìû 1 íå âûïîëíÿþòñÿ, âîçâðàùàåìñÿ íà øàã I.
I. Âûáèðàåì ṽ = {y2, x5}. Íàõîäèì îñòàòî÷íûå ìóëüòèôóíêöèè îò h2 ïî ṽ:
(h2)0 0

y2x5
= (∗1); (h2)0 1

y2x5
= (∗1); (h2)1 0

y2x5
= (∗2); (h2)1 1

y2x5
= (02).

Òàê êàê óñëîâèÿ òåîðåìû 1 íå âûïîëíÿþòñÿ, âîçâðàùàåìñÿ íà øàã I.
I. Âûáèðàåì ṽ = {x4, x5}. Íàõîäèì îñòàòî÷íûå ìóëüòèôóíêöèè îò h2 ïî ṽ:
(h2)0 0

x4x5
= (∗∗); (h2)0 1

x4x5
= (∗0) = f0; (h2)1 0

x4x5
= (12) = f1; (h2)1 1

x4x5
= (12) =

f0 ∪ f1.
Òàê êàê g3(ṽ) = (∗012) ∈ K, ïåðåõîäèì íà øàã II.
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II. Èìååì g3(ṽ) = x5 . x4, w̃ = {y2}, h3(y3, w̃) = (∗012).
Òàê êàê h3 ∈ K, òî òåðì Ψh3 = y2 . y3.
Â èòîãå Ψh2 = y2 . (x5 . x4).
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