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Abstract. A su�cient sign of good conditionality (resistance to rounding
errors) of unsaturated quadrature formulas with a weight function from
the Lebesgue space Lp , 1 < p < ∞ on a �nite segment is indicated.
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1. Ââåäåíèå

Ïðàâî ñîâðåìåííîãî êîìïüþòåðà íà ñóùåñòâîâàíèå, åãî ïîëåçíîñòü â íàóêå â
òîì è ñîñòîèò, ÷òî îí ñïîñîáåí îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëåíèÿ ñ îãðîìíîé (ñâûøå 10
Ïôëîïñ) ñêîðîñòüþ. Âìåñòå ñ ýòèì, îêàçàâ â öåëîì ïðîãðåññèðóþùåå âëèÿíèÿ
íà âñþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðàêòèêó, åãî ïîÿâëåíèå íå òîëüêî íå îñëàáèëî, íî è
â êîðíå îáîñòðèëî èíòåðåñ ê ïðîáëåìå äîâåðèÿ êà÷åñòâó ïðîèçâîäèìûõ âû÷èñ-
ëåíèé. È ñâÿçàíî ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ñàìèõ êðèòåðèåâ
îöåíêè êà÷åñòâà âû÷èñëåíèé: íèêàêèå òåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà íå ïîçâîëÿþò
âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè, çàäàííûìè áåñêîíå÷íû-
ìè äðîáÿìè. Ïðè÷èíà ýòîãî ïðèíöèïèàëüíà è íåóñòðàíèìà: ëþáîé öèôðîâîé
(êîìïüþòåðíûé) âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ íå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ àáñîëþò-
íî òî÷íî. Åãî ôóíêöèîíèðîâàíèå âñåãäà ñîïðÿæåíî ñ íåèçáåæíûìè îøèáêà-
ìè îêðóãëåíèé êîìïüþòåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì äåôèöèò
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êâàëèôèöèðîâàííîãî âíèìàíèÿ ê îøèáêàì îêðóãëåíèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïðèåìëåìûå â òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêå, çà÷àñòóþ
îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè êîìïüþòåðíîé [1].
Äåéñòâèòåëüíî, â âîïðîñàõ ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïðèõîäèòñÿ
ñòàëêèâàòüñÿ ñ îäíîâðåìåííûì ðàçðåøåíèåì ñëåäóþùèõ äâóõ ïðîáëåì. Îäíà
ñâÿçàíà ñ âûÿâëåíèåì óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèì íàèáîëåå áûñòðîå óáûâàíèå ê
íóëþ ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, äðóãàÿ � ñ ó÷¼òîì
òîãî ðåàëüíîãî êîíòåêñòà, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ, ò.å. ñ óñòà-
íîâëåíèåì ôàêòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ èì óñòîé÷èâîñòü ê ìàëîñòè îøèáîê îêðóã-
ëåíèé. Óêàçàííîå ïîëîæåíèå âåùåé ñèëüíî ñíèæàåò öåííîñòü ôîðìàëüíûõ, à
ïî ñóòè � âîëþíòàðèñòñêèõ ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìå ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ.

Â ðåçóëüòàòå, ïëàíèðóÿ öèôðîâûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèõîäèòñÿ ïðèìåðÿòü çà÷à-
ñòóþ ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáîâàíèÿ: òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé è îáú¼ì ïåðåðàáàòû-
âàåìîé áèòîâîé èíôîðìàöèè. È âñ¼ ýòî äîëæíî áûòü íàïðÿìóþ ñîãëàñîâàíî
ñ èíôîðìàöèåé îá àïïðîêñèìàöèîííûõ âîçìîæíîñòÿõ êîìïàêòà X ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû íàëè÷èå ó X äîïîëíèòåëüíîé
(ýêñòðàîðäèíàðíîé) ãëàäêîñòè ìîãëî íàáëþäàòüñÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ïî
âåëè÷èíå óáûâàíèÿ ê íóëþ ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Â ýòîé ñâÿçè âïîëíå åñòåñòâåí èíòåðåñ è ê íåêîé �çîëîòîé ñåðåäèíå� èëè,
êàê ýòî ïðèíÿòî â êîìïüþòåðíîé ïðàêòèêå, ê îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëå [2], â êîòîðîé êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþ-
ùåå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé è ìèíèìàëüíûé îáú¼ì ïåðåðàáàòûâàåìîé áèòîâîé
èíôîðìàöèè. Òàê ÷òî òåîðåòè÷åñêè âñåãäà âûãîäíî ïîòðåáîâàòü îò ôîðìóëû
ó÷¼òà íàèáîëüøåé ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè èç X. Íî íå âñÿêèå
êîíñòðóêöèè îïòèìàëüíûõ ôîðìóë ïîäõîäÿò äëÿ ýòîãî: ôîðìóëû, îñíîâàííûå
íà ëîêàëüíûõ ñïîñîáàõ àïïðîêñèìàöèè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, ò.å. èìåþ-
ùèå ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè, äëÿ öèôðîâûõ âû÷èñëåíèé íå ãîäÿòñÿ [1, 3].

È ïîòîìó íàèáîëüøåå âïå÷àòëåíèå íà êîìïüþòåðíóþ ïðàêòèêó ïðîèçâåëè
ïîñëåäñòâèÿ îòêðûòûõ Ê.È. Áàáåíêî íåíàñûùàåìûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë,
îêàçàâøèìèñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, áëèçêèì ê îïòèìàëüíûì, à, ñ äðóãîé, àâòîìà-
òè÷åñêè ïîäñòðàèâàþùèìñÿ ê ëþáûì èìåþùèìñÿ �çàïàñàì� ãëàäêîñòè ïîäûí-
òåãðàëüíûõ ôóíêöèé (ôåíîìåí íåíàñûùàåìîñòè [4]). Âñëåäñòâèå ýòîãî ëþáàÿ
èçáûòî÷íàÿ (ýêñòðàîðäèíàðíàÿ) ãëàäêîñòü ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, ïðåæäå
íàõîäèâøàÿñÿ íà ïåðèôåðèè íàñóùíûõ èíòåðåñîâ öèôðîâûõ âû÷èñëåíèé, ñòà-
íîâèòñÿ èõ àêòèâíûì ïåðñîíàæåì. Ïðè÷¼ì ïèê ýôôåêòèâíîñòè ýòèõ ôîðìóë �
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü � äîñòèãàåòñÿ íà êëàññàõ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ
X. Òåì ñàìûì îäíèì èç êà÷åñòâ, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèì íåíàñûùàåìûå
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó íèõ ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåø-
íîñòè. Òàê ÷òî âûõîä çà êëèøå, ãîñïîäñòâóþùåé â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ïàðàäèãìû, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæåí ëèøü îòðå÷åíèåì îò öåí-
íîñòåé, àññîöèèðîâàííûõ ñ å¼ ñòàòóñ-êâî � ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè.

2. Îñîáåííîñòè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé

Òðóäíîñòè â ðàçðåøåíèè ïðîáëåìû äîâåðèÿ êà÷åñòâó öèôðîâûõ âû÷èñëå-
íèé íà÷èíàþòñÿ óæå ñ ïðèçíàíèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó äèñêðåòíûì è íåïðåðûâ-
íûì. Èìåííî îíî ýòî ðàçëè÷èå íàèáîëåå îò÷åòëèâî è ïðèçíàíî â ñîâðåìåííîì
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öèôðîâîì êîìïüþòåðå. Ïðè ýòîì ëþáàÿ ðàçóìíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ âçãëÿäà íà
ïðîáëåìó êà÷åñòâà (òî÷íîñòè) âû÷èñëåíèé äîëæíà çàâåðøàòüñÿ ðàçúÿñíåíèåì
õàðàêòåðà âîçìîæíîãî ñîñóùåñòâîâàíèè óêàçàííûõ ëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé ïóò¼ì
ïðèíÿòèÿ ñëåäóþùåé ãèïîòåçû: äèñêðåòíîå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íå ïðîòè-
âîïîñòàâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîìó è âûñòóïàåò ëèøü â êà÷åñòâå êîíñòðóêòèâíîãî
ýëåìåíòà, âñêðûâàþùåãî àïïðîêñèìàòèâíûé õàðàêòåð íåïðåðûâíîãî. Ïîïûò-
êà ïîäîáðàòü ýòîìó íàáëþäåíèþ àäåêâàòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó
ñ íåèçáåæíîñòüþ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè, ñïîñîáíîìó
ýôôåêòèâíî ðàçðåøàòü óêàçàííóþ êîëëèçèþ. Òåì ñàìûì, íå óêàçàâ ôóíêöèî-
íàë ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ìû äåëàåì ôàêòè÷åñêè áåññìûñëåííûìè
âñå ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ î äîñòîâåðíîñòè êîíñòðóèðóåìîãî èì ÷èñëîâî-
ãî êîìïüþòåðíîãî îòâåòà. À êîëü òàêîé ôóíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè ïðåäúÿâëåí,
ñîâåðøàåìûå ïîòåðè èíôîðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ åãî âåëè÷èíîé.

Èòàê, îïåðàöèÿ çàìåíû âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ξ êîíå÷íîé äðîáüþ (îêðóãëå-
íèå) ÿâëÿåòñÿ âûíóæäåííîé è íåîáõîäèìîé, è áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè íå îáõî-
äèòñÿ. Êîìïüþòåðíàÿ å¼ ðåàëèçàöèÿ âñåãäà ñâÿçàíà ñ ïðîöåäóðîé �óïàêîâêè�
O : R → M âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ξ èç R â îäèí èç áëèæàéøèõ ê íåìó êîì-
ïüþòåðíûõ îáðàçîâ O(ξ) = [ξ] èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M êîìïüþòåðíûõ ÷è-
ñåë. Äîïóñêàåìàÿ ïðè ýòîì îøèáêà îêðóãëåíèÿ | ξ − [ξ]| âñåãäà ëèìèòèðîâàíà
ñòðóêòóðîé ðàçðÿäíîé ñåòêè êîìïüþòåðà è õàðàêòåðèçóåòñÿ îáû÷íî ïàðîé êîì-
ïüþòåðíûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ ε2 è ε∞, òåñíî ñâÿçàííûõ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñ ïîíÿòèÿìè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà ξ íà äàííîì
êîìïüþòåðå è ìàêñèìàëüíûì êîìïüþòåðíûì ÷èñëîì èç ìíîæåñòâà M ñîîòâåò-
ñòâåííî. È õîòÿ ñóùåñòâóþùèé ïðè¼ì �ìàñêèðîâêè� âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ξ íå
âñòðå÷àåò çàìåòíûõ âîçðàæåíèé ñðåäè áîëüøèíñòâà ïîëüçîâàòåëåé, â åãî îñíî-
âå � î÷åâèäíîå ñìåùåíèå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ξ â ñòîðîíó åãî íåîäíîçíà÷íîñòè
èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, íåîïðåäåëåííîñòè. Çàìåíÿÿ ÷èñëî ξ åãî êîìïüþòåðíûì
èçîáðàæåíèåì [ξ], ìû îòíþäü íå óòâåðæäàåì ñïðàâåäëèâîñòü õîòü êàêîãî-ëèáî
ðàâåíñòâà; ðå÷ü âñåãäà ìîæåò èäòè ëèøü î äâîéíîì íåðàâåíñòâå (ñ èçáûòêîì
èëè ñ íåäîñòàòêîì) [5]. Îòìå÷åííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ðåàëèçóåòñÿ îáû÷íî íà
ïðàêòèêå êàê íåêîå îáùåå óòâåðæäåíèå î íåëîêàëüíîñòè îïåðàòîðà îêðóãëåíèÿ
O : R→M, è ÷àùå âñåãî âûñòóïàåò â ôîðìå ñâîåîáðàçíîãî çàïðåòà: îáðàç íåíó-
ëåâîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ξ 6= 0 ïîä äåéñòâèåì ýòîãî îïåðàòîðà íå èñ÷åçàåò
òàê æå, êàê íå èñ÷åçàåò ñàìî ξ. Ñêàçàííîå â îòíîøåíèè îïåðàöèè îêðóãëåíèÿ
äîìèíèðóåò è â îòíîøåíèè ðåçóëüòàòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðîèçâîäè-
ìûõ íàä êîìïüþòåðíûìè ÷èñëàìè. Ïðè÷¼ì âíåøíåå ñîâïàäåíèå êîìïüþòåðíûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ èõ ìàòåìàòè÷åñêèìè àíàëîãàìè íå äîëæíî ñîçäà-
âàòü èëëþçèé ñåìàíòè÷åñêîãî ñîâïàäåíèÿ èõ ñâîéñòâ: êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà
M êîìïüþòåðíûõ ÷èñåë âëå÷åò ïîòåðþ îïåðàöèîííûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà R
è ïîòîìó M, â îòëè÷èå îò R, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Áîëåå òîãî, îïåðàöèÿ îêðóãëåíèÿ O : R → M ñîïðîâîæäàåòñÿ íå òîëüêî
áåçâîçâðàòíîé ïîòåðåé èíôîðìàöèè, íî îäíîâðåìåííî óæåñòî÷àåò òðåáîâàíèÿ
ê óñòîé÷èâîñòè êîìïüþòåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ê îøèáêàì îêðóã-
ëåíèé [5]. Òàê ÷òî, åñëè ðàíüøå íà ýòàïå �ðó÷íûõ� âû÷èñëåíèé ïðèõîäèëîñü
îïåðèðîâàòü ëèøü ñî øòó÷íûìè êàòåãîðèÿìè �îäíà îïåðàöèÿ � îäíà îøèáêà
îêðóãëåíèÿ�, òî â ñîâðåìåííîì öèôðîâîì êîìïüþòåðå óæå â ñàìîì êîíòåêñòå
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ äîëæíà ðàáîòàòü ïðè
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îñóùåñòâëåíèè âñåãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â öåëîì, êîòîðûé îêàçûâàåò-
ñÿ âîâëå÷åííûì â ñëîæíåéøèå ñâÿçè ñî ìíîãèìè êîìïüþòåðíûìè îïåðàöèÿìè
è ïî ýòîé ïðè÷èíå äîëæåí ôóíêöèîíèðîâàòü â óñòîé÷èâîì âçàèìîäåéñòâèè ñ
íèìè. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåàëüíî êîíòðîëèðîâàòü ïîòåðè èíôîðìàöèè
ïðè ïðîâåäåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ìàøèííûìè ÷èñëàìè, âû÷èñëè-
òåëüíûé àëãîðèòì äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè. Åãî óñòîé÷èâîñòü
ê îøèáêàì îêðóãëåíèé ñïîñîáíà ïðèäàâàòü êîìïüþòåðíûì ÷èñëîâûì îòâåòàì
îïðåäåë¼ííóþ îäíîçíà÷íîñòü. Íàïðîòèâ, íåóñòîé÷èâûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû
ñïîñîáñòâóþò áûñòðîìó íàðàñòàíèþ â âû÷èñëåíèÿõ îøèáîê îêðóãëåíèÿ è, êàê
ñëåäñòâèå, ïðèâîäÿò ê ÀÂÎÑÒàì (àâòîìàòè÷åñêèì îñòàíîâàì) âû÷èñëåíèé.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷¼òàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë íåèçáåæíî âîçíèêàþò îøèáêè, âûçâàííûå òåì, ÷òî âñå (èëè ïî÷òè âñå)
êîìïüþòåðíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ýòèìè ÷èñëàìè âûïîëíÿþòñÿ
ïðèáëèæ¼ííî, äà è ñàìè ÷èñëà õðàíÿòñÿ â êîìïüþòåðå ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ.
Âñ¼ ýòî ïîòðåáîâàëî ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ [5] îñîáåííîñòåé âûïîëíåíèÿ
êîìïüþòåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ∗ = {±,×,÷} íàä âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè ξ, ξ1, ξ2. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ôàêòû îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ
îïåðàöèé èçâëåêàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ãèïîòåç:
|(ξ1∗ξ2)−[ξ1∗ξ2]| ≤ max

(
ε2| ξ1∗ξ2|, 1/ε∞

)
. Ïðè ýòîì âñå êîìïüþòåðíûå àðèôìå-

òè÷åñêèå îïåðàöèè äåòåðìèíèðîâàíû, ò.å. ïîâòîðíîå èõ âûïîëíåíèå íà îäíîì
è òîì æå êîìïüþòåðå è ñ îäíèìè è òåìè æå èñõîäíûìè äàííûìè ïðèâîäèò ê
òîìó æå ñàìîìó ðåçóëüòàòó. Áîëåå òîãî, îíè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ìîíîòîííî-
ñòè ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì òî÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Òàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ÷èñåë [ξ], [ξ1], [ξ2] èç M âåðíû

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: åñëè ξ1 ≥ ξ2, òî
[
ξ1 ∗ ξ

]
≥
[
ξ2 ∗ ξ

]
è
[
ξ ∗ ξ1

]
≥
[
ξ ∗ ξ2

]
.

Òàêèì îáðàçîì â ëþáîé õîðîøî (èëè êîððåêòíî) ïîñòàâëåííîé âû÷èñëèòåëü-
íîé ïðîáëåìå âîïðîñ î òîì, ÷òî ÷åì óïðàâëÿåò (îøèáêè îêðóãëåíèÿ ïðîöåññîì
âû÷èñëåíèé èëè ïðîöåññ âû÷èñëåíèé îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ) àáñîëþòíî íàäó-
ìàí: öèôðîâûõ âû÷èñëåíèé áåç îøèáîê îêðóãëåíèÿ (â àðèôìåòèêå âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë) íå áûâàåò, à îøèáêè îêðóãëåíèÿ áåç öèôðîâûõ âû÷èñëåíèé ïðîñòîå
îòñóòñòâóþò. Â ýòîé ñâÿçè íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
îñîáåííî ÷¼òêî îñîçíà¼òñÿ, ÷òî ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî êîìïüþòåðà
ïðîáëåìû äîëæíû áûòü ïðåæäå âñåãî �õîðîøî� ïîñòàâëåíû, ò.å. óñòîé÷èâû ê
îøèáêàì îêðóãëåíèé. Ïðè÷¼ì ðåàëüíóþ èì �öåíó� æåëàòåëüíî ïðåäâèäåòü âñ¼
æå çàðàíåå [1,5]. Â èòîãå êîìïüþòåðíàÿ ïðàêòèêà îáðåòàåò ÷èñëîâûå êðèòåðèè
�õîðîøåé� îáóñëîâëåííîñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà: â ïðåäåëàõ ðàçóìíîé ìà-
ëîñòè îøèáîê îêðóãëåíèÿ äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ìåõàíèçìû, îáåñïå÷èâàþùèå
ñòàáèëüíîå (èëè óñòîé÷èâîå) åãî ôóíêöèîíèðîâàíèå âïëîòü äî ïîëó÷åíèÿ êî-
íå÷íîãî ÷èñëîâîãî îòâåòà. Ïðè ýòîì êîððåêòíîñòü êîìïüþòåðíîé ïîñòàíîâêè
çàäà÷è îáû÷íî àòòåñòóåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, èìåíóåìîé ÷èñëîì îáóñëîâëåííî-
ñòè [5]; åñëè îíî âåëèêî, òî îò òàêîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ,
ïîòîìó êàê êîíñòðóèðóåìûé êîìïüþòåðíûé ÷èñëîâîé îòâåò íå ìîæåò âíóøàòü
äîâåðèÿ èç-çà ïëîõîé óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà [1].

3. Íåíàñûùàåìîñòü è õîðîøàÿ îáóñëîâëåííîñòü êâàäðàòóðíîé

ôîðìóëû.

Ïðèìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ íåíàñûùàåìûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ÿâëÿ-
åòñÿ ñïîñîáíîñòü àâòîìàòè÷åñêè ïîäñòðàèâàòüñÿ ê ëþáûì åñòåñòâåííûì äëÿ
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çàäà÷è êëàññàì ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóùå-
ñòâóþùèõ â êîìïüþòåðíîé ïðàêòèêå ïðåäñòàâëåíèé òàêàÿ ñïîñîáíîñòü êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû âûãëÿäèò íåñêîëüêî íåîáû÷íî. Âîçíèêàåò òîãäà âîïðîñ, êàê â
óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå íà ïðàêòèêå íåíàñûùàåìûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ?

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó òðàïåöèé:

+1∫
−1

f(t) dt =
1

n

[
f(−1) + 2

n−1∑
k=1

f(−1 + 2k

n
) + f(1)

]
+ ℘n(f). (1)

Îíà òî÷íà íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ è, åñëè ôóíêöèÿ f(t) èìååò îãðàíè÷åííóþ
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ýòîé ôîðìóëû ðàâåí ℘n(f) =
O(n−2). Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî, åñëè f èìååò íà ñàìîì äåëå îãðàíè÷åííóþ ïðî-
èçâîäíóþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð, ïÿòîãî èëè äàæå ñîòîãî, òî ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî â ñëó÷àå ôîðìóëû òðàïåöèé ñàìî ïî ñåáå íèêàê íå âûçûâà-
åò óëó÷øåíèÿ ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f èìååò
ïðîèçâîäíóþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì 2, � ïóñòü îíà áóäåò äàæå àíàëèòè-
÷åñêîé, � âñå ðàâíî ïðè ïðèìåíåíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ôîðìóëû (1),
ìû çàâåäîìî íå ñìîæåì ïîëó÷èòü ëó÷øèé ýôôåêò â ñìûñëå ïîðÿäêà ïðèáëè-
æåíèÿ, ñðàâíèòåëüíî ñ òåì, êîòîðûé èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ
ïðîèçâîäíîé 2-ãî ïîðÿäêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàê áû íè áûëà õîðîøà ôóíê-
öèÿ f , åñëè îíà íå ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà
ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû òðàïåöèé (1) çàâåäîìî íå ìîæåò ñòàòü ëó÷øå, ÷åì
O(n−2). Èíà÷å ãîâîðÿ, âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ôîð-
ìóëû òðàïåöèé (1), �íå ãèáîê� èëè � ñ íàñûùåíèåì. È, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà
òðàïåöèé (1) � íàñûùàåìà.

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå íóæíî ÿñíî âñåãäà îñîçíàâàòü, ÷òî ñàì ïî ñåáå ïîðÿ-
äîê ïðîèçâîäíîé äàåò ïðåäñòàâëåíèå òîëüêî î òîì, êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ ïðè-
áëèæåíèå, åñëè óâåëè÷èâàòü ÷èñëî óçëîâ n â ôîðìóëå (1) äî áåñêîíå÷íîñòè.
Íî â ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ òîëüêî îïðåäåëåí-
íûìè è ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè n. È ïîòîìó äëÿ äåéñòâèòåëüíîé îöåíêè
ïðèáëèæåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì n ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò çíàíèå íå òîëüêî
ïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ, íî è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè f .

Îáðàòèâ íà ýòî âíèìàíèå, ââåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü C ≡ C[I] è C k ≡ C k[I] ( k > 0 � öåëîå) � ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ

íåïðåðûâíûõ è k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå I = [−1, 1]
ôóíêöèé f ; ‖f‖ = max

t∈I
| f(t)| � ÷åáûø�åâñêàÿ íîðìà. Ïóñòü P n ⊂ C � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n−1 (n > 0 � öåëîå),
En(f) = inf

Pn∈P n
‖f − Pn‖ = ‖f − Qn−1‖ � íàèëó÷øåå ÷åáûø�åâñêîå ïðèáëèæå-

íèå ôóíêöèè f ìíîãî÷ëåíîì Qn−1; r(t) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ñóììèðóåìàÿ ñî
ñòåïåíüþ 1 < p < ∞, ò.å. r(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp [I]. Äàëåå, ïóñòü
X � êîìïàêò â C.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì. Íàñêîëüêî ãëóáèíà ïðåäñòàâëåíèé î äèôôåðåíöèàëü-
íîé ïðèðîäå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f ñïîñîáíà âíåñòè íå÷òî ñóùåñòâåííî
íîâîå â ïðîöåäóðó ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà? Áîëåå
òîãî, êàê ñëåäóåò ïîñòóïàòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèè î ãëàäêîñòè ôóíê-
öèè f äîñòàòî÷íî, íî ñàìî å¼ èñïîëüçîâàíèå èëè íåâîçìîæíî èëè, ÷òî ïî÷òè òî
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æå ñàìîå, î÷åíü òðóäî¼ìêî? Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî, íî îòâåòû íà âîïðîñû
ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîñòûìè, åñëè çàðàíåå ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû êîíñòðóê-
öèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû îêàçàëàñü áåç íàñûùåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþùåãî ïðîäóêòèâíîñòü èäåè íåíàñûùàå-
ìîñòè, ïîñòðîèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó, òî÷íóþ íà ïîäïðîñòðàíñòâå àëãåáðà-
è÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Pn ñòåïåíè íå âûøå n− 1, n > 0. Äëÿ ýòîãî ïî ôèêñèðî-
âàííûì è íåñîâïàäàþùèì óçëàì t1, t2, . . . , tn èç I îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí πn(t) =
(t− t1)(t− t2) · · · (t− tn), à çàòåì ïî çíà÷åíèÿì Jf = ( f(t1), . . . , f(tn)) ôóíêöèè
f â ýòèõ óçëàõ ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà:

pn(t; Jf) =

n∑
k=1

f(tk) lnk(t), lnk(t) =
πn(t)

π′n(tk)(t− tk)
, lnk(tj) = δkj . (2)

Âû÷èñëèâ âåñîâûå êîýôôèöèåíòû

ck =

+1∫
−1

r(t) lnk(t) dt =
1

π′n(tk)

+1∫
−1

r(t)
πn(t)

t− tk
dt, k = 1, 2, . . . , n, (3)

ïîñòðîèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó:

+1∫
−1

r(t) f(t) dt =

n∑
k=1

ckf(tk) + ℘n(f), r ∈ Lp[I], f ∈ C[I]. (4)

Çäåñü âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû tk, ck (1 ≤ k ≤ n) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî óçëû
è êîýôôèöèåíòû (âåñà) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4), à âûðàæåíèå

℘n(f) =

+1∫
−1

r(t)f(t) dt−
n∑
k=1

ck f(tk), (5)

õàðàêòåðèçóþùåå òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëà êîíå÷íîé ñóììîé, � ôóíê-
öèîíàë ïîãðåøíîñòè, êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé íà êîìïàêòå X ⊂ C. Óçëû è âå-
ñà çàäàþòñÿ ëèáî ÿâíî, ëèáî êàê èòîã âïîëíå îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âû÷èñëåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ôîðìóëû (4) îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì óáûâàíèÿ ê
íóëþ ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè ℘n(f). Ïðè÷¼ì âûáîð
ôîðìóëû (4) ìîòèâèðóåòñÿ æåëàíèåì äîñòè÷ü íóæíîé òî÷íîñòè ïðè íàèìåíü-
øåì ÷èñëå óçëîâ n.

Êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (4) ñ êîýôôèöèåíòàìè (3) íàçîâ¼ì èíòåðïîëÿöèîí-
íîé ôîðìóëîé (èëè êâàäðàòóðîé); íàçîâ¼ì å¼ ñõîäÿùåéñÿ (èëè äîïóñòèìîé) íà
ýëåìåíòå f èç C, åñëè ℘n(f) → 0 ïðè n → ∞. Ôîðìóëû, íå óäîâëåòâîðÿþùèå
ýòîìó óñëîâèþ íèêîãäà, âèäèìî, íå èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå. Ïðè ýòîì, åñëè
℘n(g) = 0, òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (4) òî÷íà íà g è g èç
ker℘n = {f ∈ C |℘n(f) = 0}.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè f ôóíêöèîíàë ïî-
ãðåøíîñòè ℘n(f) ôîðìóëû (4) â íóëü íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ. Ïîýòîìó âû-
÷èñëåíèå èíòåãðàëà êâàäðàòóðîé (4) âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííî è ñ
êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ, äîñòèãàåìîé ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå óçëîâ n.
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Èòàê, âû÷èñëèòü îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ïðèáëèæ¼ííî � ýòî çíà÷èò, ïðåäú-
ÿâèâ êâàäðàòóðíóþ ñóììó (4) èç êëàññà äîïóñòèìûõ, ïîñòðîèòü çíà÷åíèå èí-
òåãðàëà ñ íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íîñòüþ, èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé |℘n(f)| ôóíê-
öèîíàëà ïîãðåøíîñòè (5).

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ñàì ôàêò ñõîäèìîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4) åù¼ íå
äà¼ò íàì ïðàâî íà ïðèáëèæ¼ííóþ çàìåíó èíòåãðàëà êîíå÷íîé ñóììîé: òðåáóåò-
ñÿ êâàëèôèöèðîâàííàÿ îöåíêà âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè |℘n(f)|, ïîëó÷àþùàÿñÿ
èç-çà ïðåðûâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîöåññà ñóììèðîâàíèÿ. Òàêàÿ îöåíêà ïîçâîëÿ-
åò óáåäèòüñÿ â äîñòàòî÷íîì äëÿ ýòîãî êîëè÷åñòâå ñëàãàåìûõ n â êâàäðàòóðíîé
ñóììå (4). Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèîíàë ℘n(f) óáûâàåò ê íóëþ ñ ðîñòîì n ìåäëåí-
íî, òî òîãäà êîëè÷åñòâî n ñëàãàåìûõ â ñóììå (4), òðåáóåìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøèì è ïîòîìó íåïðèåìëå-
ìûì äëÿ ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé. Âñëåäñòâèå ýòîãî êà÷åñòâî êâàäðàòóðíîé ñóì-
ìû (4) îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ, ñ êîòîðîé ðàñêðûâàþòñÿ çàëîæåííûå â íåé
ïîòåíöèè, âûðàæàåìûå çàêîíîì óáûâàíèÿ ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè ℘n(f) ê
íóëþ ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n. Ïðè÷¼ì ïîðÿäîê óáûâàíèÿ ℘n(f) ê íóëþ çàâè-
ñèò, êàê îò êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé ñàìîé ôîðìóëû (4), òàê è îò íàëè÷èÿ
èíôîðìàöèè î �çàïàñå� ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f .

Âåëè÷èíà ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè ℘n(f) â ñèëó ðàâåíñòâà

℘n(f) ≡
+1∫
−1

r(t) f(t) dt−
n∑
k=1

ck f(tk) =

+1∫
−1

r(t)
[
f(t)−Qn−1(t)

]
dt−

n∑
k=1

ck

[
f(tk)−Qn−1(tk)

]
è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí En(f) ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f îöåíèâàåòñÿ òàê

|℘n(f)| ≤ ‖℘n‖En(f), ‖℘n‖ =
+1∫
−1

| r(t)| dt+
n∑
k=1

| ck|. (6)

Çàìå÷àòåëüíîñòü îöåíêè (6) � â å¼ ôàêòîðèçóåìîñòè â ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ôàêòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñîìíîæèòåëåé ‖℘n‖ è En(f). Ïðè÷¼ì, åñëè ïåðâûé �
‖℘n‖ ñâÿçàí ñ âûáîðîì áàçèñà â Pn, òî âòîðîé � En(f) îò âûáîðà áàçèñà â Pn
íå çàâèñèò è îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ãëàäêîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè f . Îöåíêà (6) â öåëîì ïðàâèëüíî îòðàæàåò âñå îñîáåííîñòè ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà (4), õîòÿ ðîëü êàæäîãî èç
ñîìíîæèòåëåé â í¼ì ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n áóäåò îùóùàòüñÿ ïî-ðàçíîìó.

Èç îöåíêè (6) ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà
(4) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò íå òîëüêî îò âûáîðà óçëîâ, íî è îò ïðèðîäû âåñîâîé
ôóíêöèè r(t). Ïðè÷¼ì íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûìè äëÿ öèôðîâûõ âû÷èñëåíèé
îêàæóòñÿ êàê ðàç òå ôîðìóëû (4), ñóìììà ìîäóëåé âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
êîòîðûõ îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì A, íå çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà n. Â
ñóùíîñòè, îãðàíè÷åííîñòü ìíîæèòåëÿ ‖℘n‖ â îöåíêå (6) è îïðåäåëÿåò ãðàíèöû
ïðàêòè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4).
Òàêèì îáðàçîì, îöåíèâàÿ âåëè÷èíó ‖℘n‖ çàðàíåå ìû ýòèì êàê áû ñòðåìèìñÿ
ïðåäâèäåòü êà÷åñòâî áóäóùèõ öèôðîâûõ âû÷èñëåíèé, ïðåæäå ÷åì îíè áóäóò
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ôàêòè÷åñêè ïðîäåëàíû ïî ôîðìóëàì (4). Ïðè ýòîì ïðåäâàðèòåëüíîå âûÿñíå-
íèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖℘n‖ ≤ A ñ ïîñòîÿííîé
A > 0, íå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà n, íîñèò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð â îöåíêå
îáùåé ïðèãîäíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4) äëÿ ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Âîçíèêàþò, îäíàêî, âîïðîñû. Íàñêîëüêî ñëåäóåò áûòü îñìîòðèòåëüíûì â îò-
áîðå óçëîâ â (4), åñëè èçìåíÿåòñÿ âåñ r(t)? È ìîæíî ëè óçëû â êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëå (4) ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíåíèå îöåíêè ‖℘n‖ ≤ A (A � àáñî-
ëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ), ãàðàíòèðîâàëîñü ñ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì âåñîì r(t)?

Ïîïðîáóåì ñíà÷àëà ðàçîáðàòüñÿ ñ âûáîðîì áàçèñà â ïîäïðîñòðàíñòâå Pn
èëè ÷òî òî æå ñàìîå ñ âûáîðîì óçëîâ íà îòðåçêå I = [−1, 1]. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ó êîòîðûõ ñóììà ìîäóëåé èõ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàñò¼ò íåîãðàíè÷åííî ñ ðîñòîì ÷èñëà èõ óçëîâ n [2]. Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ
ãðàíèöà ðîñòà ýòîé ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ, ñóäÿ ïî îöåíêå

n∑
k=1

| ck| =
n∑
k=1

|
+1∫
−1

r(t) lnk(t) dt| ≤
n∑
k=1

+1∫
−1

| r(t)| | lnk(t)| dt ≤ ‖pn‖
+1∫
−1

| r(t)| dt,

ïîðÿäêîì ðîñòà êîíñòàíò Ëåáåãà ‖pn‖ = maxt∈ I
∑n
k=1 | lnk(t)| ê áåñêîíå÷íî-

ñòè ïðè n → ∞. Çäåñü lnk(t) � ôóíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ëàãðàíæåâîé
èíòåðïîëÿöèè (2), îáðàçóþùèå áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå Pn.

Êîíñòàíòû Ëåáåãà ‖pn‖ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê ðàçáèåíèÿì îòðåçêà I, ò.å.
ê âûáîðó áàçèñà â Pn, êâàëèôèöèðóþùåãî ïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê íåìó
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f , îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé ÷èñåë J : C → Rn, Jf =
(f(t1), . . . , f(tn)), � êîîðäèíàòàìè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f â Pn.

Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îáî âñ¼ì ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ, íàïðèìåð,
èç ðàçáèåíèé îòðåçêà I íóëÿìè ñëåäóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ:

1) ×åáûø�åâà ïåðâîãî ðîäà Tn(t) = cos(n arccos t) : ‖ pn ‖ � lnn (ñì. [3,� 3, 2]);

2) ×åáûø�åâà âòîðîãî ðîäà Un−1(t) = sin (n arccos t)/
√
1− t2 : ‖ pn ‖ � n

(ñì. [6, äîïîëíåíèå IX, ôîðìóëà 3]);
3) (t2 − 1)Un−1(t)): ‖pn‖ � lnn (ñì. [3, � 3, 2])
4) Ëåæàíäðà Pn(t) : ‖ pn ‖ �

√
n (ñì. [6, XIV, � 4])

5) ßêîáè P
(α,β)
n (t), (α, β > −1): ‖pn‖ � nγ+1/2 ïðè γ = max (α, β) > −1/2

(ñì. [6, XIV, � 4 ]);
6) ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà I: ‖ pn ‖ � 2n (ñì. [3, 3, � 3, 2]).
(çäåñü pn � gn îçíà÷àåò ñëàáóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, ò.å. íàëè÷èå äâóõ êîíñòàíò

c1 è c2, 0 < c1 ≤ c2, íå çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà n, è òàêèõ, ÷òî c1 ≤ pn/gn ≤ c2).
Èç ïðèâåä¼ííûõ îöåíîê ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà n õà-

ðàêòåð èçìåíåíèÿ êîíñòàíò Ëåáåãà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â Pn.
Ïðè÷¼ì ïîðÿäîê ðîñòà ‖pn‖, óêàçûâàÿ, â ñèëó òåîðåìû Ìþíöà (ñì. [3]) íà ñòå-
ïåíü �ïåðåïîëíåííîñòè� ñòåïåíí�ûõ áàçèñîâ â Pn, îáíàðóæèâàåò èñòèííóþ èõ
öåííîñòü â ïðîáëåìå ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà èíòåðïîëÿöèîí-
íîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé (4). Òàê ÷òî íà ïðàêòèêå îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå
ñëåäóåò áàçèñàì, íàèáîëåå ñòåñíÿþùèì ðîñò êîíñòàíò Ëåáåãà, ò.å. õàðàêòåðè-
çóåìûì áëèçîñòüþ ‖pn‖ ê àáñîëþòíîé íèæíåé ãðàíèöå (1/8

√
π ) lnn (ñì.[7]).

Êàê âèäèì, íàèáîëåå áëèçêèìè ê íèæíåé ãðàíèöå ðîñòà êîíñòàíò Ëåáåãà
‖ pn‖ ÿâëÿþòñÿ ðàçáèåíèÿ îòðåçêà I íóëÿìè ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ Tn(t) è
(t2 − 1)Un−1(t). Äðóãîé âûáîð ðàçáèåíèé I âåä¼ò ê á�îëüøåìó ðîñòó âåëè÷èí
‖ pn ‖ è òåì ñàìûì ê óõóäøåíèþ ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n îöåíêè (6).
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Ìîæíî ëè ïðåäâèäåòü çàðàíåå, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà (4) îïðåäåëÿåò õîðîøî îáóñëîâëåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ è ñ íåêî-
òîðîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü åãî íàèëó÷øèì îáðàçîì?

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû â òàêóþ ïëîñêîñòü îòâå÷àåò íàñóùíûì ïîòðåáíîñòÿì
âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêè è êàðäèíàëüíî ìåíÿåò âçãëÿä, êàê íà ðîëü èìåþùåé-
ñÿ èíôîðìàöèè î ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, òàê è íà îòáîð óçëîâ â èíòåðïîëÿ-
öèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (4): óçëû, âçÿòûå íàóãàä, äëÿ êîìïüþòåðíûõ
ðàñ÷¼òîâ íå ãîäÿòñÿ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îñòàâëÿÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëî âîçìîæíîñòåé äëÿ êîí-
êðåòíîãî âûáîðà óçëîâ íà îòðåçêå I, âûñòðàèâàåò ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.
Òåîðåìà 1 (ñì. [4]) Åñëè r(t) � ñóììèðóåìàÿ íà îòðåçêå I ôóíêöèÿ è,

êðîìå òîãî, r(t) ïðèíàäëåæèò Lp ( 1 < p < ∞), òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàä-

ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (4), ïîñòðîåííàÿ ïî íóëÿì tk = cos π(2k−1)2n , 1 ≤ k ≤ n

ìíîãî÷ëåíà ×åáûø�åâà Tn(x) = cos
(
n arccosx

)
õîðîøî îáóñëîâëåíà, ò.å. ñóùå-

ñòâóåò àáñîëþòíàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n, êîíñòàíòà A è ‖℘n‖ ≤ A.
Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà êàê ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ê îøèá-
êàì îêðóãëåíèé. Ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò îñóùåñòâëÿåìûõ ïî
ôîðìóëå (4) âû÷èñëåíèé äîëæåí ñëàáî çàâèñåòü îò âàðèàöèè êàê óçëîâ, òàê
è çíà÷åíèé â íèõ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f(t). Â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòû
î ðàñïðîñòðàíåíèè îøèáîê îêðóãëåíèÿ â çàäàíèè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóëàõ ïðåäñòàâëåíû ôðàãìåíòàðíî è î÷åíü ñêóïî. Ïî òðà-
äèöèè è ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà âàðèàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(t) â óçëàõ [1].

Èòàê, ïðèíÿâ ôîðìóëó (4) â êà÷åñòâå ñïîñîáà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà, ìû çíà÷åíèå ÷èñëà å¼ óçëîâ n äîëæíû âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò
òîé òî÷íîñòè ε > 0, ñ êîòîðîé æåëàåì ïîëó÷èòü îòâåò. Ó÷èòûâàÿ ýòî è òî,
÷òî ðåàëüíûå âû÷èñëåíèÿ âñåãäà ïðîèçâîäÿòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ
öèôð, ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ δ > 0 ñëåäóåò çàäàâàòü â óçëàõ è çíà÷åíèÿ
ñàìîé íåïðåðûâíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f . Îöåíêó ñíèçó äîïóñêàåìîé
ïðè ýòîì îøèáêè ïîëó÷èì, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó ïðè-
íÿòûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñîñòîèò â çàìåíå èíòåãðàëà êâàäðàòóðíîé
ñóììîé (4), ìèíèìàëüíî äîïóñêàåìàÿ îøèáêà ôóíêöèè f â óçëàõ íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå âåëè÷èíû En(f), òàê êàê ýòî ñâèäåòåëüñòâîâàëî áû î òîì, ÷òî ïðèíÿ-
òûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè �ïëîõ�: íå ìîæåò áûòü ïîëèíîìèàëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ëó÷øå íàèëó÷øåãî. È, ñòàëî áûòü, çàäà-
âàòü â óçëàõ çíà÷åíèÿ f ñ òî÷íîñòüþ, ìåíüøåé En(f), ïðîñòî íåöåëåñîîáðàçíî.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòîèò ïðèíÿòü δ = En(f), íî òîãäà ε > En(f)

∑n
k=1 | ck|. Èç

ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ÿñíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå (4)
íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåñîâûõ êîýôôèöèåí-
òîâ | ck|, 1 ≤ k ≤ n. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ïðåäïî÷òåíèå ñëåäóåò îòäàâàòü òåì
êâàäðàòóðàì, ó êîòîðûõ âåëè÷èíà

∑n
k=1 | ck| èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Îò-

ñþäà ÿñíî, ÷òî âåëè÷èíà ñóììû
∑n
k=1 | ck | èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ

ïðàêòèêè, èáî â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëÿåò, ñêîëüêî áèòîâ íàì íóæíî óäåð-
æàòü â ïðåäñòàâëåíèè f(tk) â âèäå äâîè÷íîãî ÷èñëà â ôîðìóëå (4). Ïîëó÷åííîå
íåðàâåíñòâî ε > En(f)

∑n
k=1 | ck| ïîçâîëÿåò óæå ðàöèîíàëüíî ðåøàòü âîïðîñ î

òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4).
Â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ýòîé ñóììû ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Òàê, åñ-

ëè âåñ r(t) > 0, òî, â ñèëó óñëîâèÿ 1 ∈ ker℘n, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììû
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k=1 | ck| äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ck â ôîðìóëå (4) ïîëîæè-

òåëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåñ r(t) ñóììèðóåì è íåîòðèöàòåëåí, òî óñëîâèå
1 ∈ ker℘n ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

n∑
k=1

ck =

+1∫
−1

r(t) dt, åñëè r(t) > 0.

Èç êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íàõîäèì, ÷òî ñóììà
∑n
k=1 | ck|

èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ck â
ôîðìóëå (4) ïîëîæèòåëüíû, ò.å. ck > 0, k = 1, 2, . . . , n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

‖℘n‖ = 2
+1∫
−1

r(t) dt. Èòàê, êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñîâû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè ck íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíû äëÿ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷¼òîâ.
Íàïðîòèâ, íàëè÷èå â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (4) îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ ñëóæèò ñåðü¼çíûì ïðåäóïðåæäåíèåì î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü
íàðóøåíèÿ ïðàâèëüíîñòè å¼ ðàáîòû. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ 1 ∈ ker℘n ñëå-
äóåò, ÷òî, åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ck åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî ïðè âñåõ n

çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∑n
k=1 | ck| ≥

+1∫
−1

r(t) dt. Âñëåäñòâèå ýòîãî âå-

ëè÷èíà
∑n
k=1 | ck | ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíîé (è äàæå çàâèñÿùåé îò n), ÷òî

ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì äåôåêòîì èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4).
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîïîëíÿåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, íàñêîëüêî ñëåäóåò

áûòü îñìîòðèòåëüíûì â îòáîðå óçëîâ â èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðå (4).
Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

lim
n→∞

n∑
k=1

| c k | =
+1∫
−1

| r(t) | dt. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K, Kn : C → R îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

Kf =

+1∫
−1

r(t) f(t) dt, Knf =

n∑
k=1

ck f(tk), f ∈ X ⊂ C

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè:

‖K‖ =
+1∫
−1

| r(t)| dt, ‖Kn‖ =
n∑
k=1

| ck|.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, â îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâà â [8], çè-
æäåòñÿ íà òåîðèè ðåãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå [9]. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè âîçìóùåíèå îïåðàòîðà K
ñâÿçûâàåòñÿ ñ ðàâíîìåðíîé (ïî íîðìå) ñõîäèìîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè-
áëèæàþùèõ åãî îïåðàòîðîâ Kn.

Óñòàíîâëåíèå ôàêòà ñõîäèìîñòè Kn ïî íîðìå îáû÷íî âñòðå÷àåò çàòðóäíå-
íèå ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííîå ñ âûÿâëåíèåì óñëîâèé, îáåñïå÷è-
âàþùèõ âûïîëíåíèå ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

‖K −Kn‖ = sup
‖g‖≤1

‖Kg −Kng‖ → 0 ïðè n→∞. (8)
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Çäåñü sup áåð¼òñÿ ïî åäèíè÷íîìó øàðó, ò.å. ïî íåêîìïàêòíîìó â C ìíîæåñòâó.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óêàçàííóþ òðóäíîñòü óäà¼òñÿ ïðåîäîëåòü, îðèåí-

òèðóÿñü íà êëþ÷åâûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Kn}: ðàâíîìåðíóþ îãðà-
íè÷åííîñòü ‖Kn‖ ≤ A è ñèëüíóþ [10] ñõîäèìîñòü ‖Kg −Kng‖ → 0 ïðè n→∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè Kn â G = {g ∈ C | ‖g‖ ≤ 1}
ñëåäóåò, ÷òî çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ

⋃
n≥0Kn(G) êîìïàêòíî. È ïîòîìó, åñëè

ðàâåíñòâî (8) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóþò ε > 0 è íåêîòîðàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {mj} → ∞ òàêèå, ÷òî ‖K − Kmj‖ > ε, òî, ïîñêîëüêó Kn ñõî-
äÿòñÿ ê K ñèëüíî, íàéä¼òñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n i} ⊆ {mj} òàêàÿ, ÷òî
‖K −Kn i‖ → 0 ïðè i → ∞; ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàíåå ñäåëàííûì äî-
ïóùåíèåì.

Íàðÿäó ñ ýòèì èçâåñòíî [9], ÷òî ïðè �ìàëûõ� âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà K, ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ρ(K) = lim

m→∞
‖Km‖1/m ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ôóíêöèåé, ò.å. lim
n→∞

‖Kn‖ ≤ ρ(K) ≤ ‖K‖. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ‖Kn‖ è óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî
‖K‖ ≤ lim

n→∞
‖Kn‖. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ‖K‖ = lim

n→∞
‖Kn‖. �

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÷ðåçâû÷àéíî âàæåí íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó åù¼ äî
íà÷àëà âû÷èñëåíèé ìû äîëæíû áûòü óâåðåíû â òîì, ÷òî â èíòåðïîëÿöèîííîì
êâàäðàòóðíîì ïðîöåññå (4) îøèáêè îêðóãëåíèÿ íå íàêàïëèâàþòñÿ. Òàê êàê èíà-
÷å íåëüçÿ áóäåò ðó÷àòüñÿ, ÷òî ÷èñëîâîé êîìïüþòåðíûé îòâåò êîíñòðóèðóåòñÿ
ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ.
Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü r(t) > 0. Òîãäà èç (7) è óñëîâèÿ 1 ∈ ker℘n èìååì

lim
n→∞

(
n∑
k=1

| ck | −
n∑
k=1

ck

)
= 0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n ïîëîæèòåëüíîñòü
êîýôôèöèåíòîâ ck â èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (4). Ïðè÷¼ì
âêëàä îòðèöàòåëüíûõ ck â ñóììó

∑n
k=1 | ck | áóäåò ïðîèçâîëüíî ìàë äëÿ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé
r(t) íàëè÷èå îòðèöàòåëüíûõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â (4) äåéñòâèòåëüíî ìî-
æåò áûòü, íî ñàì èõ âêëàä â ñóììó

∑n
k=1 | ck | áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì

÷èñëà óçëîâ n, ò.å. âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ck òàêèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûìè àñèìïòîòè÷åñêè.

Èññëåäóåì òåïåðü òàêæå ïîäðîáíî õàðàêòåðèñòèêó En(f) â îöåíêå (6). Ïî-
êàæåì, ÷òî àñèìïòîòèêà çíà÷åíèé En(f) ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà n îáíàðóæèâàåò
çàêîíîìåðíîñòè â óáûâàíèè ê íóëþ âåëè÷èíû |℘n(f)| ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíî-
ñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4) â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè f . Ôóíêöèÿ f ñòàíîâèòñÿ ïðè ýòîì íîñèòåëåì èíôîðìàöèè
î ñõîäèìîñòè êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà (4) íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé èç C[I].

Â ñàìîì äåëå, ðÿä äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå I
ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì èõ âîçìîæíîé àïïðîêñèìàöèè àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè èç Pn. Òàê, êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ÷åáûø�åâñêîãî èíòåð-
ïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f èç C ñîñòîèò â îòûñêàíèè ìíîãî÷ëåíà Qn−1 èç Pn
òàêîãî, ÷òî En(f) = ‖f − Qn−1‖. Ïðè ýòîì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè En(f)
(n > 0) ïðèíàäëåæàò ê ÷èñëó îáúåêòîâ, êîòîðûìè îáëàäàåò ëþáàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ f , è lim

n→∞
En(f) → 0 (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Áîëåå òîãî, ïðè
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ôèêñèðîâàííîì n ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â C ìíîãî÷ëåíîì Qn−1 ñ òî÷íîñòüþ
En(f), òåì áîëåå âûñîêîé, ÷åì âûøå ãëàäêîñòü ñàìîé f (òåîðåìà Äæåêñîíà).
Ïîçèòèâíûé âûâîä èç âñåãî ñêàçàííîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â âîïðîñàõ êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê ôîðìóëàì, ñïîñîá-
íûì ìàêñèìàëüíî ïîëíî ñîõðàíÿòü èíôîðìàöèþ î ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè f , ò.å. êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (4) äîëæíà áûòü òî÷íà íà âîçìîæíî
áîëåå øèðîêîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ Pm ⊆ ker℘n,m ≤ n. Ôóíäàìåíòàëüíîå ïðè
ýòîì çíà÷åíèå èìååò îòêðûòèå Äæåêñîíîì âîçìîæíîñòè ñóùåñòâåííîãî óòî÷-
íåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà è íîâàÿ å¼ ôîðìóëèðîâêà â ôîðìå
íåðàâåíñòâ Äæåêñîíà-Çèíâåëà [11]:

En(f) ≤
π

2
min

0≤k≤n

a k ‖f ( k)‖
n k

, ãäå 1 < a < e, a � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. (8)

Èç íåðàâåíñòâà (8) íàìè áóäóò èçâëå÷åíû ôàêòû, èãðàþùèå îïðåäåëÿþùåå
çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ ôåíîìåíà íåíàñûùàåìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû (4) â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ ÷èñëà å¼ óçëîâ n.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f â (4) ïðèíàäëåæèò ãëàäêîé
øêàëå ïðîñòðàíñòâ ∪ k≥0 C k[I] ( k ≥ 0− öåëîå) è, â ÷àñòíîñòè,

f ∈ C∞[I], f /∈ P n, ‖f‖ = c = G(0) 6= 0, ‖f ( k)‖ ≤ G(k) è lim
k→∞

k
√
G(k) =∞.

Ââåä¼ì ïàðó ôóíêöèé ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà x èç [ 0,∞):

λ(x) =

G(0) ïðè 0 ≤ x < 1,

inf
0≤k≤x

G(k)

x k
ïðè x ≥ 1,

θ(x) =

0, ïðè 0 ≤ x < 1,

max

{
k | 1 ≤ k ≤ x & λ(x) =

G(k)

x k

}
, ïðè x ≥ 1.

Ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

λ(x) = min
0≤k≤x

G(k)

x k
=
G[ θ(x) ]

x θ(x)
è En(f) ≤

π

2
λ
( n
a

)
(1 < a < e < 3). (9)

Óêàçàííûå êëàññû C∞-ãëàäêèõ ôóíêöèé íå ïóñòû: èì ïðèíàäëåæàò èçâåñòíûå
êëàññû Æåâðåÿ, èìåþùèå ìàæîðàíòó G(k) = cAkk αk (c > 0, α ≥ 1, A ≥ 1 �
êîíñòàíòû). Ïðè÷¼ì ôóíêöèè λ(n) è θ(n) ýòèõ êëàññîâ âåäóò ñåáÿ ñ ðîñòîì n:

λ(n) � e−%
α
√
n , θ(n) �

[
% α
√
n
]
, n→∞, % > 0 � êîíñòàíòà. (10)

(çäåñü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, à îòíîøåíèå f(n) � g(n) îçíà÷àåò ñëàáóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü, ò.å. íàëè÷èå äâóõ êîíñòàíò c1 è c2, 0 < c1 ≤ c2, òàêèõ, ÷òî
c1 ≤ f(n)/g(n) ≤ c2).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. (ñì. [4]) Ïðè x ≥ 1 ôóíêöèÿ θ(x) öåëî÷èñëåííà è íåîòðèöà-
òåëüíà, íå óáûâàåò, íåïðåðûâíà ñïðàâà è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè âìåñòå
ñ x. Ôóíêöèÿ λ(x) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò, íåïðåðûâíà ñïðàâà è ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè x → ∞. Ôóíêöèÿ λ(x) òåðïèò ðàçðûâû ñëåâà â òåõ è òîëüêî
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òåõ òî÷êàõ xi, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè θ(x). Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λ(x) = c · e
−

x∫
1

θ(t)

t
dt

e

−
∑

1<r i≤x

|σi|
, x ≥ 1. (11)

Çäåñü σ0 = 0 è σi = lnλ(xi − 0)− lnλ(xi) äëÿ âñåõ i > 0.
Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ λ(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→∞ áûñòðåå ëþáîé

ñòåïåíè x, ò.å. ∀ l ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
x→∞

x lλ(x) = 0.

Ñëåäñòâèå 2. Ôóíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû (4) íà êëàññå C∞-ãëàäêèõ ôóíêöèé îöåíèâàåòñÿ òàêèì ñïîñîáîì

|℘n(f)| ≤
π

2
‖℘n‖λ

(n
a

)
, ‖℘n‖ =

+1∫
−1

| r(t)| dt+
n∑
k=1

| ck| ≤ 2

+1∫
−1

| r(t)| dt (1 < a < 3).

(12)

Òåîðåìà 3 èãðàåò ïåðâîñòåïåííóþ ðîëü â âûÿñíåíèè ñâîéñòâà íåíàñûùà-
åìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4). Ïðîñòîòà çàôèêñèðî-
âàííûõ â íåé ôàêòîâ îáóñëîâëåíà îñîáîé ôîðìîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè (12),
ïîçâîëèâøåé ïîñðåäñòâîì òåîðåìû Äæåêñîíà-Çèíâåëà (9) âìåñòèòü ñåðüåçíóþ
ìûñëü îá ýôôåêòèâíîñòè êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà (4), âçãëÿíóâ íà íàëè÷èå
â í¼ì ýêñòðàîðäèíàðíîãî çàïàñà ãëàäêîñòè ó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f ïîä
îñîáûì �íåíàñûøàåìûì � óãëîì çðåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, íàéòè îöåíêó (12) áû-
ëî áû òðóäíî, åñëè èçíà÷àëüíî íå ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñòðåìëåíèåì ïîñòðîèòü
êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (4), ìàêñèìàëüíî òî÷íóþ íà ïîäïðîñòðàíñòâå ìíîãî-
÷ëåíîâ Pn ⊆ C. Ýòî è ïðèâåëî ê ââåäåíèþ ôóíêöèè θ(n), íàìåðåííî âîáðàâøåé
òîò ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê k = θ(n) ïðîèçâîäíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f ,
íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ, ó÷àñòâóþùèé â îïðåäåëåíèè λ(n) ìèíèìóì. Â ðåçóëü-
òàòå íåëèíåéíûé ìåõàíèçì ó÷¼òà çàïàñà ãëàäêîñòè f â êâàäðàòóðíîì ïðîöåññå
(4) îáúÿñíÿåòñÿ, â ñèëó òåîðåìû 3, îò÷àñòè íàìåðåííîé �õèòðîñòüþ�, äîïóùåí-
íîé íàìè â îïðåäåëåíèè θ(n), îò÷àñòè ñëåäóþùèõ èç íåå ñâîéñòâ λ(n) â (12).
Òàêèì îáðàçîì êâàäðàòóðà (4) â îòëè÷èå îò ôîðìóëû òðàïåöèé (1) îáëàäàåò
çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ: å¼ ïîãðåøíîñòü ℘n(f) çàâèñèò ëèøü îò ãëàäêîñòè
f , è åå âåëè÷èíà |℘n(f)| àâòîìàòè÷åñêè ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n ïðîñëåæèâà-
åò äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f , íàñòðàèâàÿñü ïî
ôàêòè÷åñêîé ãëàäêîñòè f íà îïòèìàëüíóþ äëÿ äàííîãî n îöåíêó ïîãðåøíîñòè
(12). Òàêèì îáðàçîì ðàçëè÷íûå çàïàñû ãëàäêîñòè f ïîðîæäàþò è ðàçëè÷íûå
âîçìîæíîñòè ðàçâèòèÿ êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà (4). Èíûìè ñëîâàìè, êâàäðà-
òóðíàÿ ôîðìóëà (4) â îòëè÷èå îò ôîðìóëû òðàïåöèé (1) îêàçàëàñü �ãèáêîé� â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèé, ò.å. íåíàñûùàåìîé. È, ñòàëî áûòü, îòëè÷èå ôîðìóëû (4)
îò ôîðìóëû òðàïåöèé (1) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîðÿäîê k ñõîäèìîñòè êâàä-
ðàòóðû (4) � ïåðåìåííûé è åãî âåëè÷èíà k = θ(n) ôîðìèðóåòñÿ â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèé àâòîìàòè÷åñêè íà îñíîâå èíôîðìàöèè î çàïàñå ãëàäêîñòè ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì âåëè÷èíà θ(n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóáûâà-
þùóþ ôóíêöèþ ÷èñëà óçëîâ n è ëèøåíà âñÿêîãî êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ âíå
ñâîéñòâ ãëàäêîñòè f . Íî â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿ-
íèé θ(n) îòëè÷àåòñÿ îò ñîâîêóïíîñòè êàêèõ áû òî íè áûëî ïðîèçâîëüíûõ, íî
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çàðàíåå îòîáðàííûõ çíà÷åíèé, êàê ýòî áûâàåò â íàñûùàåìûõ êâàäðàòóðàõ, íà-
áîð âåëè÷èí ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè êîòîðûõ âñåãäà çàðàíåå çàôèêñèðîâàí è â
ñëó÷àå ôîðìóëû òðàïåöèé (1) îí íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ 2. Òàêèì îáðàçîì âî-
ïðåêè ñëîæèâøèìñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå ïðåäñòàâëåíèÿì, èíòåðïîëÿ-
öèîííûé êâàäðàòóðíûé ïðîöåññ (4), ïåðåñòà¼ò áûòü ïàññèâíûì ïîòðåáèòåëåì
èíôîðìàöèè î çàïàñå ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f . Åãî êîíñòðóê-
öèÿ óæå èçíà÷àëüíî ñïîñîáíà âìåùàòü, îáðàçíî ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ, òàê ñêàçàòü, â íåé îäíîé. È ïîòî-
ìó â óñëîâèÿõ ýêñòðàîðäèíàðíîé ãëàäêîñòè f òåîðåìà 3 îáíàðóæèâàåò íîâûé
íåëèíåéíûé ìåõàíèçì ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûì êâàäðà-
òóðíûì ïðîöåññîì (4). Ïðè÷¼ì êàêèì áû íè îêàçàëñÿ ñàì ìåõàíèçì ñòðîãî
ìîíîòîííîãî ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ n óáûâàíèÿ ê íóëþ ôóíêöèîíàëà ïîãðåø-
íîñòè |℘n(f)| íà êëàññå áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ñàì ôàêò åãî ñóùåñòâîâà-
íèÿ óæå íàïîëíÿåò èäåþ íåíàñûùàåìîñòè çíà÷èòåëüíûì äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé
ïðàêòèêè ñîäåðæàíèåì: àêêîìïàíèðóÿ êàæäîìó óçëó, äîáàâëåííîìó â ôîðìó-
ëó (4), íåâåäîìûé äî ýòîãî íåëèíåéíûé ìåõàíèçì ó÷¼òà äèôôåðåíöèàëüíûõ
âîçìîæíîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f îáåñïå÷èâàåò êâàäðàòóðå (4) ñòðî-
ãî ìîíîòîííîå ñ ïåðåìåííûì øàãîì θ(n) âîñõîæäåíèå ïî ñòóïåíÿì òî÷íîñòè ê
êîíñòðóèðóåìîìó ÷èñëîâîìó îòâåòó. Ïðè ýòîì äàæå íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå
â (4) ÷èñëà óçëîâ n â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ íåîòâðàòèìî âåä¼ò ê âîçðàñòàíèþ
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì îäíèì èç íåîæèäàííûõ ñâîéñòâ èíòåð-
ïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4), ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùåé å¼ îò
ôîðìóëû òðàïåöèé (1), ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó íå¼ ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè.
Â ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ñâîéñòâå íåíàñûùàåìîãî êâàäðàòóðíîãî ïðîöåññà
(4) è ñîäåðæèòñÿ òàéíà åãî ýôôåêòèâíîñòè â öèôðîâûõ âû÷èñëåíèÿõ [3].
Çàìå÷àíèå 2. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå ãàóñ-

ñîâñêèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, âõî-
äÿùèõ â �äæåíòåëüìåíñêèé� íàáîð ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ëþáîãî ñîâðåìåííî-
ãî âû÷èñëèòåëÿ-ïðàêòèêà, âûÿâëÿåò íåìàëî çàãàäî÷íûõ ñâîéñòâ è êà÷åñòâ [2],
ïðèâîäÿùèõ ïðè âñåé èõ íåîáúÿñíèìîñòè ñóùåñòâóþùèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ê
ïîñòðîåíèþ îòâåòà âñåãäà ýôôåêòèâíî è ëåãêî. Âïðî÷åì, áûëî áû óäèâèòåëüíî,
åñëè áû âñå îáñòîÿëî íå òàê: íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 ãàóññîâñêèå êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû è ìåòîä áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîñòî íåíàñûùàåìû.

Òàêèì îáðàçîì èíôîðìàöèÿ î C∞-ãëàäêîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f
â (4), ïåðåñòàâ áûòü áåñïîëåçíîé òåîðåòè÷åñêîé òîíêîñòüþ, â ðàìêàõ ñâîéñòâà
íåíàñûùàåìîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà îáðåòàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå äëÿ ïðàê-
òèêè çíà÷åíèå: íèêîãäà ïðåæäå âû÷èñëèòåëü íå îñòàíàâëèâàëñÿ ïåðåä ïðîáëå-
ìîé å¼ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ íóæä ðåàëüíûõ (êîìïüþòåðíûõ) âû÷èñëåíèé.

Êîíå÷íî, íàèáîëåå òðóäíîé â óêàçàííîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èñ-
ëåíèÿ êâàäðàòóðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ck (k = 1, 2, . . . , n). Íå îñòàíàâëèâàÿñü
íà ýòîé ïðîáëåìå ïîäðîáíî, ââèäó å¼ íåòðèâèàëüíîñòè, óêàæåì òîëüêî, ÷òî
ðåêîìåíäàöèè ïî ýòîìó ïîâîäó èìåþòñÿ â ðàáîòå [12].

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîâåä¼ííîå íàìè èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî
åñëè ïðè ïîñòðîåíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì ïîãðåøíîñòè,
ò.å. íàñûùàåìûõ, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ôàêòàìè
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òî îáðàùåíèå ê êîíñòðóèðîâàíèþ íåíàñûùàåìûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íåìåäëåííî äåìîíñòðèðóåò íàñêîëüêî èíàÿ ñèòóàöèÿ
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ñêëàäûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. È ñâÿçàíî ýòî ïðåæäå âñåãî ñ òåì, ÷òî ñîâðå-
ìåííûé êîìïüþòåð � ýòî ëèøü íåîáõîäèìûé, íî äàëåêî íå äîñòàòî÷íûé èí-
ñòðóìåíò äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ äîñòîâåðíîãî êîìïüþòåðíîãî ÷èñëîâîãî îòâåòà:
ðàçðåøèòü ïðîáëåìó äîâåðèÿ êà÷åñòâó êîìïüþòåðíîãî ÷èñëîâîãî îòâåòà ìîæ-
íî ëèøü ñ îïîðîé íà èíòåëëåêòóàëüíûé ðåñóðñ èññëåäóåìîé çàäà÷è. Â ýòîé
ñâÿçè ïîñòðîåíèå êîìïüþòåðíîãî ÷èñëîâîãî îòâåòà ãàðàíòèðîâàííîãî êà÷åñòâà
ñòàíîâèòñÿ çàíÿòèåì â ãîðàçäî á�îëüøåé ñòåïåíè èíòåëëåêòóàëüíûì, íåæåëè
÷èñòî òåõíè÷åñêèì, àïïàðàòíûì.
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