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Abstract. We study linear groups for the presence of elementary

Abelian TI-subgroups of order 4. It is proved that if G = XA, X =
F ∗ (G) be a quasisimple group, A an elementary abelian TI�subgroup
of order 4, then X is not a covering group for Ln (q), where q is odd.
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1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ñâÿçàíû ñ îïèñàíèåì êëàññîâ ãðóïï,
ñîäåðæàùèõ ïîäãðóïïû ñ ðÿäîì îïðåäåë¼ííûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ïëîòíî âëîæåííûå ïîäãðóïïû è TI-
ïîäãðóïïû.

Ïîäãðóïïà H êîíå÷íîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïëîòíî âëîæåííîé â G, åñëè
|H| ÷¼òåí, à |H ∩Hg| íå÷¼òåí äëÿ ëþáîãî g ∈ G−NG (H).

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé, åñëè A ∩ Ag = 1 äëÿ
ëþáîãî g ∈ G−NG (A).

Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíî âëîæåííàÿ 2-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé.
Èññëåäîâàíèå ïëîòíî âëîæåííûõ ïîäãðóïï íà÷àëîñü ñ ðàáîòû Ì. Ñóäçóêè

[8], ãäå áûëè îïèñàíû ãðóïïû, â êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ TI-
ïîäãðóïïîé. Ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí
H. Áåíäåðîì, êîòîðûé â [2] îïèñàë ãðóïïû ñ ñèëüíî âëîæåííîé ïîäãðóïïîé.
Ì. Àøáàõåðîì â [1] èçó÷àëèñü ïëîòíî âëîæåííûå ïîäãðóïïû êîðíåâîãî òèïà.
Ïðè ýòîì îñòàëèñü íåèññëåäîâàííûìè ñëó÷àè, êîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ýòîé ãðóïïû ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà èëè ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ èíâîëþöèþ.
Ââèäó òîãî, ÷òî â èçâåñòíûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ, ñîäåðæàùèõ ïëîòíî âëîæåí-
íóþ ïîäãðóïïó, ýòà ïîäãðóïïà îêàçûâàåòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ 2-ãðóïïîé,
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îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ãðóïï, ñîäåðæàùèõ 2-ïîäãðóïïó, ÿâ-
ëÿþùóþñÿ TI-ïîäãðóïïîé. Îïèñàíèþ òàêèõ ãðóïï ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû
Ô.Òèììåñôåëüäà è åãî ñîàâòîðîâ [5], [9], [10].

À.À. Ìàõíåâûì â [6] áûë èçó÷åí ñëó÷àé ïëîòíî âëîæåííîé ïîäãðóïïû êîðíå-
âîãî òèïà ñ íåýëåìåíòàðíîé öèêëè÷åñêîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé A ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñëàáîå çàìûêàíèå èíâîëþöèè èç A â ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé ãðóïïîé. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ïëîòíî âëîæåííûõ ïîä-
ãðóïï ñ íåýëåìåíòàðíîé öèêëè÷åñêîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ýòà ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 4. Èì æå â [7] áûë
ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ TI-ïîäãðóïï:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 2-ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé êîíå÷íîé ãðóïïû G
è G0 =

〈
AG
〉
. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé èëè ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.
(2) [A,Ag] = 1 äëÿ ëþáîãî g ∈ G−N(A).
(3)

〈
AG0

〉 ∼= L2 (2n) , Sz (2n) , U3 (2n) èëè SU3 (2n), A ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé

2-ïîäãðóïïîé â
〈
AG0

〉
.

(4) A ñîäåðæèò ïîäãðóïïó A0 èíäåêñà 2, êîòîðàÿ èíâåðòèðóåòñÿ ýëåìåí-
òîì x èç A− A0, V =

〈
AG

0

〉
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé è G0 = G0/V

ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì íå÷¼òíûõ òðàíñïîçèöèé x̄G.

(5) A ∼= Q8 × E2n èëè A àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 4, ãðóïïà
〈

Ω (A)
G
〉
ýëå-

ìåíòàðíàÿ, è, äëÿ ìíîæåñòâà D ýëåìåíòîâ èç G ñîïðÿæ¼ííûõ ñ ýëå-
ìåíòàìè èç A− V , D̄ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êîðíåâûõ èíâîëþöèé â
G0 = G/V .

(6) A ∼= Z4 × Z4 è
〈
AG0

〉 ∼= L3(4) èëè SL3(4).

(7) A ∼= Q8 è
〈
AG0

〉 ∼= G2(2), G2(3),M10,M11,M12 èëè
〈
AG0

〉
ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôíûì îáðàçîì óíèâåðñàëüíîé ãðóïïû Øåâàëëå G∗ íàä ïîëåì èç

òð¼õ ýëåìåíòîâ, è A åñòü îáðàç O2′(K), ãäå K ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîäãðóïïîé G∗, ïðåäñòàâëåííîé äëèííûìè êîðíÿìè;

〈
AG0

〉
=

G∗, åñëè G∗ - îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøåé, ÷åì 4.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíåå èñññëåäîâàíû ñëó÷àè, êîãäà ýòà ïîä-
ãðóïïà ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà èëè öèöèêëè÷åñêàÿ. Â äàëüíåéøåì öèêëè÷åñêèé
ñëó÷àé èññëåäîâàëñÿ À.À. Ìàõí¼âûì è Í.Ä. Çþëÿðêèíîé â ðàáîòàõ [11], [12],
[13]. Â ÷àñòíîñòè, â [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ TI-ïîäãðóïïà íîðìà-
ëèçóåò ëþáóþ êîìïîíåíòó (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ).

Â äàííîé ðàáîòå àâòîðû èññëåäóþò ëèíåéíûå ãðóïïû íà ïðåäìåò íàëè÷èÿ â
íèõ ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ TI-ïîäãðóïï ïîðÿäêà 4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G = XA, X = F ∗ (G) êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà, A ýëåìåí-
òàðíàÿ àáåëåâà TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4. Òîãäà X íå ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùåé
ãðóïïîé äëÿ Ln (q), ãäå q íå÷¼òíî.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ∼= Z2 × Z2 = {e, a0, b0, a0b0} � TI-
ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G.

Ëåììà 1. Ïóñòü x ýëåìåíò íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà èç CG (a0). Òîãäà x ∈ CG (A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |x| = 2n + 1. Òàê êàê A ÿâëÿåòÿ TI-ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G, òî x ∈ NG (A). Åñëè x /∈ CG (A), òî ax0 = a0, b

x
0 = a0b0, (a0b0)

x
= b0.

Òîãäà

b0 = bx
2n+1

0 =
(
bx

2n

0

)x
= bx0 = a0b0.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, ñëåäóåò, ÷òî x ∈ CG (A).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ñîäåðæèò ýëå-

ìåíòàðíóþ àáåëåâó TI-ïîäãðóïïó A ïîðÿäêà 4, òî A íîðìàëèçóåò ëþáóþ êîì-
ïîíåíòó èç G, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü A ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 êîíå÷íîé
ãðóïïû G, L êîìïîíåíòà èç G, òîãäà A ≤ NG (L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé, òî A íîðìàëüíà â
öåíòðàëèçàòîðå ëþáîãî íå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èç A.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ CG (a). Òîãäà äëÿ a ∈ A, a 6= e, èìååì a = ax ∈ Ax∩A,
ñëåäîâàòåëüíî, Ax = A è AE CG (a).

Ïóñòü G êîíòðïðèìåð íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ê ëåììå.
Òîãäà

〈
LA
〉

= L · La0 · Lb0 · La0b0 ≤ G è G =
〈
LA
〉
·A.

Ñëó÷àé 1.
〈
LA
〉

= L× La0 × Lb0 × La0b0 .

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: L = L1, La0 = L2, Lb0 = L3, La0b0 =
L4,H1,2 = {lla0 |l ∈ L1, l

a0 ∈ L2} ,H3,4 =
{
lb0 la0b0

∣∣lb0 ∈ L3, l
a0b0 ∈ L4

}
. Äëÿ äèà-

ãîíàëè H1,2 = {lla0 |l ∈ L1, l
a0 ∈ L2} âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (lla0)

a0 = la0 l =
lla0 , ïîýòîìó H1,2 ≤ NG (A). Òàê êàê H1,2 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè íå÷¼òíîãî

ïîðÿäêà, òî, ïî ëåììå 1, ïîëó÷èì, ÷òî H1,2 ≤ CG (A) è Hb0
1,2 = H3,4. Òîãäà

H1,2 = H3,4 è G = (L1L2) ·A.
Äîïóñòèì L1 6= L2 è L1L2 = L1×L2. Çàìåòèì, ÷òî ll

a0 ∈ CG (A). Íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a0 è b0 ïåðåñòàâëÿþò êîìïîíåíòû L1 è L2, à
(a0b0) èõ íîðìàëèçóåò. Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî l ∈ L1 áóäåì èìåòü la0b0 ∈ L1 è äëÿ

ëþáîãî la0 ∈ L2 áóäåì èìåòü (la0)
a0b0 ∈ L2.

Îáîçíà÷èì la0b0 = l1 ∈ L1, (la0)
a0b0 = l2 ∈ L2. Òîãäà (lla0)

a0b0 = lla0 =

la0b0(la0)
a0b0 = l1l2, ñëåäîâàòåëüíî, l = l1, la0 = l2, a0b0 ∈ CG(L1) è L1 ≤

NG(A). Ýëåìåíòû íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, ïî ëåììå 1, öåíòðàëèçóþò A, ñëåäîâà-
òåëüíî, L1 = L2, G = L1 ·A è A ≤ NG(L1).

Ñëó÷àé 2.
〈
LA
〉

= L·La0 ·Lb0 ·La0b0 = L1·L2·L3·L4 � öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå.
Êàê â ñëó÷àå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òîH1,2 = {lla0 | l ∈ L1, l

a0 ∈ L2}
öåíòðàëèçóåò A. Èç ÷åãî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî H1,2 = H3,4 è G = (L1L2) ·A.
Äîïóñòèì, ÷òî L1 6= L2. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ll

a0 ∈ CG (A) , òî åñòü, äèàãî-
íàëü öåíòðàëèçóåò ëþáîé ýëåìåíò x ∈ A. Òàê êàê A � CG (L1), òî äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî p, äåëÿùåãî |L1|, è äëÿ ëþáîãî x ∈ A, x 6= e, ñóùåñòâóåò p-ýëåìåíò h,
òàêîé, ÷òî h /∈ CG (x). Äëÿ íåãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, (hha0)

x
= hha0 , à ñ äðóãîé,

(hha0)
x

= hx (ha0)
x
. Îòñþäà hha0 = hx (ha0)

x
. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå L1 · L2

öåíòðàëüíîå, òî

{
hx = hz

(ha0)
x

= z−1ha0
. Ñëåäîâàòåëüíî, z ÿâëÿåòñÿ íå åäèíè÷íûì

p-ýëåìåíòîì èç öåíòðà. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê öåíòðà äåëèòñÿ íà p. Òîãäà, â
ñèëó âûáîðà p, ïîðÿäîê öåíòðà äåëèòñÿ íà âñå ïðîñòûå äåëèòåëè |L1|. Öåíòðû
êâàçèïðîñòûõ ãðóïï è èõ ïîðÿäêè ïîëíîñòüþ îïèñàíû â [3] è òàêèõ ãðóïï íåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, L1 = L2, G = L1 ·A è A ≤ NG(L1).
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Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ãðóïï, ñîäåðæàùèõ êîìïîíåíòû,

âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ãðóïï âèäà G = F ∗(G) ·A, ãäå F ∗(G) êâàçèïðîñòàÿ
ãðóïïà.

3. Ëèíåéíûå ãðóïïû

Ââèäó òîãî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ãðóïïûØåâàëëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñâåäåíèÿ îá èí-
âîëþöèÿõ è ïîëóèíâîëþöèÿõ â òàêèõ ãðóïïàõ.

Ïóñòü V âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì k = GF (q), q

íå÷åòíî, Ỹ = GLn (k) è Y ≤ Ỹ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iv òîæäåñòâåííûé àâòî-
ìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà V, à ÷åðåç γIv (γ ∈ k∗) àâòîìîðôèçì, ïðè êîòîðîì
êàæäûé âåêòîð èç V óìíîæàåòñÿ íà γ. Íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ω èç Y , äëÿ
êîòîðûõ ω2 = γIv, íàçûâàþòñÿ ïîëóèíâîëþöèÿìè. ßñíî, ÷òî èíâîëþöèè èç Y
� ýòî ïîëóèíâîëþöèè. Ïîëóèíâîëþöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ èíâîëþöèÿìè, íàçûâà-
þòñÿ èñòèííûìè.

Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3A èç [4], êàæäîé èíâîëþöèè ω ∈ Y ñîîòâåòñòâóþò
äâà ïîäïðîñòðàíñòâà V +

ω è V −ω èç V :

V +
ω = V (ω) = {v ∈ V | ω (v) = v} , V −ω = [V, ω] = {v ∈ V |ω (v) = −v} .

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå V = V +
ω

⊕
V −ω , è òèï èíâîëþöèè ω îïðåäåëÿåò-

ñÿ êàê dimV −ω . Äëÿ èíâîëþöèè ω òèïà m áàçèñ â V íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì,
åñëè â íåì ïåðâûå n−m âåêòîðîâ âûáðàíû èç V +

ω , à ïîñëåäíèå m âåêòîðîâ èç
V −ω .

Ïóñòü òåïåðü ω ∈ Y èñòèííàÿ ïîëóèíâîëþöèÿ è ω2 = γIv. Åñëè γ = β2 äëÿ
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà β èç k, òî ω = βIvω1, ãäå ω1 èíâîëþöèÿ èç Ỹ . Îïðåäåëèì
â ýòîì ñëó÷àå òèï ω êàê ìèíèìóì èç òèïîâ äâóõ èíâîëþöèé ω1 è −Ivω1. Ñòàí-
äàðòíûé áàçèñ äëÿ ω îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòàíäàðòíûé áàçèñ òîé èç èíâîëþöèé
ω1 èëè −Ivω1, òèï êîòîðîé ìèíèìàëåí. Åñëè γ /∈ (k∗)

2
, òî òèï äëÿ ω ñ÷èòàåòñÿ

ðàâíûì 0.
×åðåçX∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ðàñøèðåíèé ãðóïïûX, ÷òî äëÿ ëþáîé

ãðóïïû X̃ èç X∗ ëþáîé ýëåìåíò èç X̃−X èíäóöèðóåò íà X âíåøíèé âíóòðåííå-
äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì.

Ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 íà ÷åòûðå ëåììû.
Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå, G = XA, X = F ∗ (G) ÷àñòíîå SLn(q),

n ≥ 2, q íå÷¼òíî.

Ëåììà 3. Ñëó÷àé G ∈ X∗ ïðè n ≥ 3 íåâîçìîæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà TI-ïîäãðóïïà A ≤ G. Òîãäà

A E CG(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A, a 6= e. Êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ èíâîëþöèé â
÷àñòíîì SLn (q) îïèñàíû â [4]. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(1) a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè u òèïà m,
(2) a0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëóèíâîëþöèè u òèïà 0.

Ñëó÷àé 1.
Ïóñòü a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè u òèïà m, êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

èìååò âèä: u (ei) = ei ïðè 1 ≤ i ≤ n−m, u (ei) = −ei ïðè n−m+1 ≤ i ≤ n. Åñëè
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m 6= n
2 èëè ÷àñòíîå áåð¼òñÿ ïî öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïå íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, òî

SLn−m (q)︸ ︷︷ ︸
L1

×SLm (q)︸ ︷︷ ︸
L2

≤ CGLn(q) (a0) ,

L1 è L2 íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â öåíòðàëèçàòîðå èíâîëþöèè a0. Åñëè m > 2
è n − m > 2, q 6= 3, òî L1 è L2 êîìïîíåíòû. Òàê êàê A E CG(a0), òî A
öåíòðàëèçóåò L1 è L2. Òàêèì îáðàçîì, a0 ∈ CGLn(q) (L1) è a0 ∈ CGLn(q) (L2).
Ñëåäîâàòåëüíî, a0 â ñòàíäàðòíîì áàçèñå èìååò âèä: a0 (ei) = αei ïðè 1 ≤ i ≤
n−m, a0 (ei) = −αei ïðè n−m+1 ≤ i ≤ n. Àíàëîãè÷íî, òàê êàê b0 ∈ CGLn(q) (L1)
è b0 ∈ CGLn(q) (L2), òî b0 â ñòàíäàðòíîì áàçèñå èìååò âèä: b0 (ei) = γei ïðè
1 ≤ i ≤ n − m, b0 (ei) = −γei ïðè n − m + 1 ≤ i ≤ n. Òîãäà a0b0 ∈ Z (G)
è A E CG (a0b0) = G. Íî Z (G) öèêëè÷åñêèé è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ
àáåëåâûõ ïîäãðóïï.

Ïóñòü òåïåðü m = n
2 , X = SLn(q)/Z1, ïîðÿäîê Z1 ÷¼òåí.

Ïî ðàçäåëó 3À èç [4] ïîëíûé ïðîîáðàç CGLn(q)/Z1
(a0) â GLn(q) ïðè åñòåñòâåí-

íîì ãîìîìîðôèçìå ñîäåðæèò ïîäãðóïïó:

(SLn−m (q)︸ ︷︷ ︸
L1

×SLm (q)︸ ︷︷ ︸
L2

) · 〈τ〉 .

Åñëè m > 2 è q 6= 3, òî L1 è L2 êîìïîíåíòû. Èíâîëþöèÿ τ , êîòîðàÿ â ñòàíäàðò-
íîì áàçèñå èìååò âèä: τ (ei) = em+i, τ (em+i) = ei ïðè 1 ≤ i ≤ m, ïåðåñòàâëÿåò
L1 è L2. Ïîäãðóïïà A E CG (a0) öåíòðàëèçóåò L1 è L2. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ m 6= n

2 , òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî A ïîäãðóïïà öåíòðà G, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Åñëè m = 1 èëè n−m = 1, òî äàííàÿ ñèòóàöèÿ ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïðè m = 2 è q = 3 â öåíòðàëèçàòîðå èíâîëþöèè ñîäåðæèòñÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ SL2 (3). Â ýòîì ñëó÷àå, ïî ëåììå 1, îíà öåíòðàëèçóåòñÿ
ïîäãðóïïîé A, òàê êàê ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü a0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëóèíâîëþöèè u òèïà 0 èç GLn(q). Òîãäà

u2 = γIV äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ k∗ − (k∗)
2
, n = 2m. Â äàííîì ñëó÷àå U = 〈Z, u〉

� öèêëè÷åñêàÿ è CG (U) = CG(u) ∼= GLm

(
q2
)
. Òîãäà èç [4] ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíò x ∈ GLn(q) = G, èìåþùèé â ñòàíäàðòíîì áàçèñå âèä: x (ei) =
em+i, x (em+i) = −ei ïðè 1 ≤ i ≤ m, det (x) = (−1)

m
, |x| = 2, ux = −u,

òàêîé, ÷òî

CGLn(q)/Z (u) =
(
GLm

(
q2
)
/Z
)
· 〈x〉 ,

ãäå x èíäóöèðóåò ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2 íà GLm

(
q2
)
/Z. Òîãäà â

öåíòðàëèçàòîðå èíâîëþöèè a0 åñòü êîìïîíåíòà L ∼= SLm

(
q2
)
. Ïîäãðóïïà A

öåíòðàëèçóåò L, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê CX(L) öèêëè÷åñêèé.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ñëó÷àé G ∈ X∗ ïðè n = 2, q ≥ 5 íåâîçìîæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1) Äîïóñòèì A = {e, a0, b0, a0b0} ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G è G ∈
X∗, G = GL2(q), q ≥ 5. Âñå èíâîëþöèè èç A ñîîòâåòñòâóþò èíâîëþöèÿì
òèïà 1 èç GL2(q). Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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a0 =

(
1 0
0 −1

)
, b0 =

(
−1 0
0 1

)
, è a0b0 =

(
−1 0
0 −1

)
∈ Z (G). Òî åñòü

A E CG (a0b0) = Z (G). Ïðîòèâîðå÷èå.
(2) Â A åñòü ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëóèíâîëþöèè òèïà 0. Ðàññìîò-

ðèì G = GL2(q)/Z1, ãäå |Z1| ÷¼òåí.

Ïóñòü a0 =

(
0 1
γ 0

)
, γ /∈ k2, q ≥ 5, òîãäà

b0 ∈ CG (a0) =

{
e,

(
α β
γβ α

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
α −β
γβ −α

)}
,

α, β, γ ∈ Fq.
Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî

b0 =

(
1 0
0 −1

)
, a0b0 =

(
0 −1
γ 0

)
(èëè íàîáîðîò).

Ïóñòü s1 =

(
α β
γβ α

)
∈ CGL2(q)/Z1

(a0), òîãäà

bs10 =
1

α2 − γβ2

(
α2 + γβ2 2αβ
−2αβγ −α2 − γβ2

)
.

Íàïðèìåð, ïðè α = 1, β = 2 bs10 /∈ A. Òî åñòü A 5 CG (a0) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, A íå ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Ñëó÷àé G /∈ X∗ ïðè n ≥ 3 íåâîçìîæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2, τ � èíâåðñíî-òðàíñïîíè-

ðóþùèé àâòîìîðôèçì. Êàê ïîêàçàíî â ëåììå 4.27 [4], âñå àâòîìîðôèçìû ïî-
ðÿäêà 2 âèäà gϕ, ãäå g èíäóöèðóåò âíóòðåííèé äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì,
ñîïðÿæåíû â G ñ ïîëåâûì àâòîìîðôèçìîì ϕ ïîðÿäêà 2, à âñå àâòîìîðôèç-
ìû ïîðÿäêà 2 âèäà gϕτ ñîïðÿæåíû ñ ϕτ , äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå
âàðèàíòû:

(1) Åñëè a0 = ϕ ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2, òîãäà èç [4] CX(a0) ñî-
äåðæèò êîìïîíåíòó L, èçîìîðôíóþ ÷àñòíîìó SLn(q0), ãäå q = q20 . Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2 ïîäãðóïïà A öåíòðàëèçóåò L, òî åñòü A ≤ CG (L) =
Z(L) 〈ϕ〉, ãäå Z(L) öèêëè÷åñêèé. Ïóñòü b0 ∈ Z(L), òîãäà CG (b0) = XA
è b0 ∈ Z (G), ñëåäîâàòåëüíî, A íå ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé â G.

(2) Åñëè a0 = ϕτ ãðàôîâî-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2, òîãäà ïî ëåììå
4.27 èç [4] CX(a0) ñîäåðæèò êîìïîíåíòó L, èçîìîðôíóþ SUn(q0), ãäå
q = q20 è, àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1, A íå ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé.

(3) Åñëè ïîäãðóïïà A èìååò âèä A = {e; g; g1τ, gg1τ}, g ñîîòâåòñòâóåò èíâî-
ëþöèè èëè ïîëóèíâîëþöèè èç GLn(q) è q ≥ 5, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ýëåìåíò g ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî m ≥ 2. Òîãäà

SLn−m(q)× SLm(q) ≤ CGLn(q)(g)

Ýëåìåíò g1τ öåíòðàëèçóåò êîìïîíåíòó SLm(q), τ öåíòðàëèçóåò ýëå-
ìåíò g è, ñëåäîâàòåëüíî, g1 òàêæå öåíòðàëèçóåò g. Ïðè ýòîì g1 =(
An−m 0

0 Bm

)
. Ýëåìåíò Bτ öåíòðàëèçóåò êîìïîíåíòó SLm(q), ÷òî



ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÀÁÅËÅÂÛ TI-ÏÎÄÃÐÓÏÏÛ ÏÎÐßÄÊÀ 4 Â ËÈÍÅÉÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ 7

íåâîçìîæíî, òàê êàê B èíäóöèðóåò íà SLm(q) âíóòðåííèé äèàãîíàëü-
íûé àâòîìîðôèçì, à τ � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì.

Ñëó÷àé 2. Ýëåìåíò g ñîîòâåòñòâóåò ïîëóèíâîëþöèè òèïà 0, n =
2m. Òîãäà äåéñòâèå g â ñòàíäàðòíîì áàçèñå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè: g (ei) = em+i, g (em+i) = γei, 1 ≤ i ≤ m, γ � íå êâàäðàò â GF (q),
X = SLn(q)/Z ′, öåíòðàëüíàÿ ïîäãðóïïà Z ′ ñîäåðæèò ýëåìåíò γI. Â
ýòîì ñëó÷àå CG(g) ñîäåðæèò êîìïîíåíòó, èçîìîðôíóþ SLm

(
q2
)
, êîòî-

ðàÿ öåíòðàëèçóåòñÿ ïîäãðóïïîé A. Íî å¼ öåíòðàëèçàòîð öèêëè÷åñêèé
è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Åñëè q = 3, òî ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ 1, ìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðè n ≥ 5. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m ≥ 3, òîãäà SLm(3) êîìïîíåíòà
â öåíòðàëèçàòîðå èíâîëþöèè g. Îñòàþòñÿ ñëó÷àè n = 3; 4.

Ïðè n = 3,m = 2 ýëåìåíò g =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.
CGL3(3)(g) =

{(
α 0
0 A

)∣∣∣∣A ∈ GL2(3)

}
.

Òàê êàê ýëåìåíòû g1τ è τ öåíòðàëèçóþò g, òî g1 ∈ CGL3(3)(g).

Â CGL3(3)(g) åñòü ïîäãðóïïà H =

{(
1 0
0 B

)∣∣∣∣B ∈ SL2(3)

}
, êîòîðàÿ ïî-

ðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â
öåíòðàëèçàòîðå ýëåìåíòà g1τ . Òàê êàê Aτ öåíòðàëèçóåò ãðóïïó SL2(3),

ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî A =

(
0 −1
1 0

)
èëè A =

(
0 1
−1 0

)
. Òîãäà g1τ =

α 0 0
0 0 −1
0 1 0

 τ , (g1τ)
2
èíâîëþöèÿ è,

ñëåäîâàòåëüíî, g1τ /∈ A, òàê êàê èìååò ïîðÿäîê 4.
Â ñëó÷àå n = 4 ýëåìåíò g ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïàm, ãäåm = 3

èëè m = 2. Ïðè m = 3 ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ 1. Åñëè m = 2,
òîãäà

A =

e;


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ;


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 τ ;


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 τ

 .

Âîçüì¼ì ýëåìåíò y =


0 1 1 1
1 −1 0 −1
1 0 −1 0
1 −1 0 1

 ∈ CGL4(3)(g1τ). Òîãäà gy =


0 0 1 0
0 0 1 1
1 0 0 0
−1 1 0 0

 /∈ A è, ñëåäîâàòåëüíî, A íå TI-ïîäãðóïïà.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ñëó÷àé G /∈ X∗ ïðè n = 2 íåâîçìîæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïóñòü G = GL2(q), a0 = ϕ ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2, òîãäà q = q20 .
CGL2(q20) (a0) ∼= GL2 (q0). Åñëè q0 ≥ 5, òî GL2 (q0) êîìïîíåíòà. Ïîäãðóïïà A

å¼ öåíòðàëèçóåò, íî Z(G) öèêëè÷åñêèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà
íå ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ TI-ïîäãðóïï ïîðÿäêà 4. Äàëåå
q0 = 3.

(1) A = {e, g, ϕ, gϕ}, ãäå g èíâîëþöèÿ èç GL2(9). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ýëå-

ìåíò g â CPGL2(q) (ϕ) ñîïðÿæ¼í ëèáî ñ g1 =

(
1 0
0 −1

)
, ëèáî ñ g2 =(

0 −1
1 0

)
, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g = g1 èëè g = g2. Âîçüì¼ì ýëå-

ìåíò b =

(
1 1
0 1

)
èç CG(ϕ). Òîãäà gb1 =

(
1 2
0 −1

)
/∈ A è gb2 =(

−1 −2
1 1

)
/∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, A íå TI-ïîäãðóïïà.

(2) A = {e, gτ, ϕ, gϕτ}, τ ∈ CG̃ (ϕ) ãäå G̃ = Aut GL2

(
q20
)
. Íåïîñðåäñòâåí-

íûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýëåìåíòó g ñîîòâåòñòâóåò 10 ñìåæíûõ
êëàññîâ â PGL2(9), êîòîðûå, ñ ó÷¼òîì ñîïðÿæåíèÿ, ðàçáèâàþòñÿ íà 5
êëàññîâ. Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ ìîæíî âûáðàòü:

g1 =

(
1 0
0 1

)
; g2 =

(
1 0
0 −1

)
; g3 =

(
0 1
1 1

)
;

g4 =

(
0 1
1 −1

)
; g5 =

(
0 1
−1 0

)
.

Âîçüì¼ì ýëåìåíò b =

(
1 1
0 1

)
èç CG(ϕ). Äëÿ íåãî ïîëó÷àåì:

(g1τ)
b ∼ g5τ /∈ A; (g2τ)

b
= g4τ /∈ A;

(g3τ)
b

= −g2τ /∈ A; (g4τ)
b

= −g3τ /∈ A.
Åñëè â êà÷åñòâå ýëåìåíòà g âûáðàí g5, òî ðàññìîòðèì ýëåìåíò y ∈

CGL2(9)(g5τ) = SL2(9), èìåþùèé âèä, y =

(
0 1
−1 p

)
, ãäå p êîðåíü íåïðè-

âîäèìîãî íàä F3 ìíîãî÷ëåíà f (x) = x2 + 1. Òîãäà ϕy =

(
1 2p
0 1

)
ϕ /∈ A.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ, A íå ÿâëÿåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
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