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ÍÅÊÎÍÃÐÓÅÍÒÍÛÕ ÏÎÃÐÓÆÅÍÈÉ Â R3

È.Õ. ÑÀÁÈÒÎÂ

Abstract. We present a description of metrics of revolution immersible
in R3 by a discontinuum set of non-congruent isometric surfaces.

Keywords: metric, isometric immersion, surface of revolution, equation,
set of solutions.

1. Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè/íååäèíñòâåííîñòè èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ
äàííîé ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ âîïðîñîâ ìåò-
ðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè èìååò ðàçíûå
ïîñòàíîâêè â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé íà êëàññ ïîãðóæåíèé. Â ÷àñòíîñòè,
ìîæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâî èñêîìûõ èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé ñî-
ñòàâëÿëî íåïðåðûâíîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ñåìåéñòâî. Òîãäà ãî-
âîðÿò î âîçìîæíîñòè èçãèáàíèÿ ïîâåðõíîñòè, ïîíèìàÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ íåêî-
òîðîå ðàññìàòðèâàåìîå èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå äàííîé ìåòðèêè (à èíîãäà
ïðîñòî áåðåòñÿ íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü è èùåòñÿ åå íåïðåðûâíàÿ äå-
ôîðìàöèÿ ñ ñîõðàíåíèåì ìåòðèêè � â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ äàííîé ìåòðèêè îòïàäàåò). Ïîâåðõíîñòè, ïîëó-
÷àåìûå äðóã èç äðóãà äåôîðìàöèåé èçãèáàíèÿ, íàçûâàþòñÿ íàëîæèìûìè.

Ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû äâóõ èçîìåòðè÷åñêèõ ïî-
ãðóæåíèé äàííîé ìåòðèêè èëè âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè åùå îäíîé ïîâåðõíîñòè,
èçîìåòðè÷íîé äàííîé ïîâåðõíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î âîïðîñå îäíîçíà÷-
íîé îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàìîé ïîâåðõíîñòè åå ìåòðèêîé èëè î äèñêðåò-
íîé èçîìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèè, êîãäà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äðóãàÿ èçîìåò-
ðè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé åå íåïðåðûâíîé èçîìåòðè÷åñêîé
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äåôîðìàöèåé. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ âñåõ âè-
äîâ èçîìåòðè÷åñêèõ äåôîðìàöèé óïîòðåáëÿëñÿ îáùèé òåðìèí "èçãèáàíèå ñåé-
÷àñ ïðåäïî÷èòàþò ãîâîðèòü "èçãèáàíèå èìåÿ â âèäó íåïðåðûâíóþ èçîìåòðè-
÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, è ãîâîðèòü îá èçîìåòðè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè, èìåÿ â
âèäó äèñêðåòíóþ èçîìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ. Íî ñåìåéñòâî èçîìåòðè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîëó÷åíà èç äàííîé ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûì
äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ñàìî ìîæåò è íå áûòü äèñêðåòíûì, â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî åãî ýëåìåíòû íå îáÿçàòåëüíî áóäóò èçîëèðîâàííûìè òî÷êàìè ýòîãî ìíî-
æåñòâà. Ïîýòîìó, èìåÿ â âèäó òîëüêî ôàêò îòñóòñòâèÿ äåôîðìàöèè èçãèáàíèÿ,
ãîâîðÿò î ìíîæåñòâå íåíàëîæèìûõ èçîìåòðè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé, à êàêîå îíî,
äèñêðåòíîå èëè íåò, ýòî óòî÷íÿåòñÿ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.. Îäíîé èç
ñàìûõ èíòåðåñíûõ çàäà÷ òåîðèè èçãèáàíèé ÿâëÿåòñÿ äî ñèõ ïîð íå äîêàçàííàÿ
è íå îïðîâåðãíóòàÿ ãèïîòåçà Ýéëåðà î íåèçãèáàåìîñòè êîìïàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè (áåç êðàÿ). Â åãî âðåìåíà åùå íå áûëî óòî÷íåíèÿ, î êàêèõ èçîìåòðè÷åñêèõ
äåôîðìàöèÿõ èäåò ðå÷ü. Íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ ñòàëà î÷åâèäíîé ïîñëå ïî-
ñòðîåíèÿ â 1977 ã. ïðèìåðà èçãèáàåìîãî çàìêíóòîãî ìíîãîãðàííèêà áåç ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé. Â 1989 áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâàõ êîìïàêòíûõ
ïîâåðõíîñòåé [1], â êîòîðîì â îêðåñòíîñòè êàæäîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâîâàëà
èçîìåòðè÷íàÿ åé ïîâåðõíîñòü, è òåì ñàìûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçó Ýé-
ëåðà íàäî èññëåäîâàòü â êëàññå èçãèáàíèé, òàê êàê â êëàññå íåíàëîæèìûõ èëè
äèñêðåòíûõ èçîìåòðè÷åñêèõ äåôîðìàöèé îíà íåâåðíà. Â òîé æå ðàáîòå [1] áåç
ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî ïðèâåäåíî óòâåðæäåíèå, ÷òî ïðåäëîæåííûé
ìåòîä ïðèãîäåí òàêæå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà íåíàëîæèìûõ èçîìåòðè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé ìîùíîñòè êîíòèíóóìà. Â 2002 ã. â ðàáîòå [2] äàíî ïîäðîáíîå åãî
äîêàçàòåëüñòâî ñ óòî÷íåíèåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåíàëîæèìûõ èçîìåòðè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé ìîæåò èìåòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ëþáîãî çàìêíóòîãî íèãäå
íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçêå, â òîì ÷èñëå è ïîëîæèòåëüíîé ìåðû1.

Ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü òîò æå ðåçóëüòàò èç [1] è [2] íå êàê ñâîéñòâî ïîâåðõ-
íîñòè, à êàê ñâîéñòâî ïîãðóæàåìîé ìåòðèêè.
2. Äîêàæåì òåîðåìó

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ìåòðèêè, êîòîðûå ìîæíî èçîìåòðè÷åñêè ïîãðó-
çèòü â R3 â âèäå äèñêîíòèíóóìà íåíàëîæèìûõ ïîâåðõíîñòåé ãëàäêîñòè C∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìåòðèêà âðàùåíèÿ

(1) ds2 = Λ2(ρ)(dξ2 + dη2), ρ2 = ξ2 + η2

çàäàíà â îáëàñòè D= : 0 ≤ ρ < ∞ (ìû ñðàçó èùåì êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü
ðîäà 0; ìîæíî áûëî áû íàéòè, êàê â [2], ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êàê ïîâåðõíîñòü
âðàùåíèÿ è ê íåé ãëàäêî ïðèêëåèòü ëþáóþ íåïîäâèæíóþ ïîâåðõíîñòü, ÷òîáû
ïîëó÷èëàñü ïîâåðõíîñòü ëþáîãî æåëàòåëüíîãî ðîäà). Òðåáîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè
ìåòðèêè â äðóãîì ïîëþñå ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó Λ(∞) = 0. Èçîìåòðè÷åñêîå
ïîãðóæåíèå ìåòðèêè (1) â R3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

(2) x = ρΛ(ρ) cosϕ, y = ρΛ(ρ) sinϕ, z = g(ρ),

1Êàê êðèòè÷åñêîå çàìå÷àíèå îòìåòèì, ÷òî 1) ïðèâåäåííîå íà ñòð. 888 â ðóññêîì îðèãèíàëå
ñëîâî "bending"íàäî çàìåíèòü íà "bendable"; 2) ê óïîìèíàåìîé íà òîé æå ñòð. 888 ðàáîòå [14]
è èñïîëüçîâàííîìó îòòóäà ðåçóëüòàòó Ð. Êîííåëëè íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ (âîçìîæíî,
Êîííåëëè ñîîáùàë àâòîðàì íåêîòîðûå ñâîè ñîîáðàæåíèÿ ïî òåìå âîïðîñà).
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ãäå ôóíêöèÿ g(ρ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

(3) g′2(ρ) = −ρΛ′(ρ)(2Λ(ρ) + ρΛ′(ρ)).

Ïóñòü çíà÷åíèå ρ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñó (0, 0, 0). Â ýòîé òî÷êå òðåáîâàíèå
ãëàäêîñòè ìåòðèêè (1) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ Λ′(0) = 0, à â îêðåñòíîñòè ïîëþñà
äîëæíî áûòü Λ′(ρ) ≤ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
ïîëþñà âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî Λ′(ρ) < 0 è ÷òî òàì

g′(ρ) =
√
−ρΛ′(ρ)(2Λ(ρ) + ρΛ′(ρ)), g(ρ) =

∫ ρ

0

√
−tΛ′(t)(2Λ(t) + tΛ′(t))dt.

À äàëüøå ïóñòü ïîÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ρ, â êîòîðûõ g′(ρ) = 0. Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî Λ(ρ) êëàññà C∞. Ïðîèçâîäíàÿ Λ′(ρ) íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé, èíà-
÷å ïîëó÷èòñÿ g′2 < 0, çíà÷èò, âñþäó Λ′(ρ) ≤ 0, è ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
Λ óáûâàåò îò Λ(0) äî Λ(∞) (ïðè÷åì Λ(R) = 0, åñëè R = ∞). Íóëè ôóíêöèè
ρΛ′(ρ)(2Λ(ρ)+ρΛ′(ρ)) çàïîëíÿþò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è íà êàæäîì èíòåðâàëå,
ãäå g′2(ρ) > 0, ìû ìîæåì âûáèðàòü çíà÷åíèå g′(ρ) > 0 èëè g′(ρ) < 0, òåì ñà-
ìûì ïîëó÷àÿ ðàçíûå ïîâåðõíîñòè ñ îäèíàêîâîé ìåòðèêîé. Òàê êàê ïîñòðîåíèå
C∞-ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ îáðàùåíèåì â íóëü â êîíöåâûõ òî÷êàõ ñ÷åòíîãî ÷èñëà
èíòåðâàëîâ îáùåèçâåñòíî, òî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîñòðîåííûå ôóíêöèè
Λ(ρ) äàäóò ìåòðèêè, ðåàëèçóåìûå äèñêîíòèíóóìîì íåíàëîæèìûõ èçîìåòðè÷-
íûõ ïîâåðõíîñòåé. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 1. Â óðàâíåíèè (1) ïàðàìåòð ρ íå èãðàåò ðîëü ðàññòîÿíèÿ äî îñè
âðàùåíèÿ, ïîýòîìó íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ìåðèäèàí èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Òî÷êè, ãäå g′(ρ) = 0, ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì, ãäå ìåðèäè-
àí ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååò êàñàòåëüíóþ, îðòîãîíàëüíóþ ê îñè âðàùå-
íèÿ, � îñè Oz. À íàëè÷èå òàêîé êàñàòåëüíîé ïðèâîäèò ê æåñòêîñòè 2-ãî
ïîðÿäêà ñêîëü óãîäíî óçêîãî ïîÿñà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàëëåëüþ [3]. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ íåèçãèáàåìûìè â êëàñ-
ñå àíàëèòè÷åñêèõ ïî ïàðàìåòðó äåôîðìàöèé, ò.å. ýòè ïîâåðõíîñòè äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ íåíàëîæèìûìè.

Çàìå÷àíèå 3. Ãèïîòåçà Ýéëåðà âåðíà äëÿ âñåõ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé,
æåñòêèõ îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé 1-ãî èëè 2-ãî ïîðÿä-
êîâ, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî àíàëèòè÷åñêèå ïî ïà-
ðàìåòðó èçãèáàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â òàêîé ïîñòàíîâêå ãèïîòåçà âåðíà äëÿ
âñåõ òîðîîáðàçíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, òàê êàê îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì
æåñòêîñòè 2-ãî ïîðÿäêà ïðè î÷åíü øèðîêèõ óñëîâèÿõ íà ìåðèäèàí.

.
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