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ÎÁ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÑÒÈ p-ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ

ÔÓÍÊÖÈÉ Â R2

À.Ñ. ÐÎÌÀÍÎÂ

Abstract. We consider the question of the relationship between p-
harmonic functions and extremal functions for p-capacity in R2.

Keywords: Sobolev spaces, p-harmonic functions, capacity, extremal
functions.

Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î âçàèìîñâÿçè p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è ýêñòðå-
ìàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ âàðèàöèîííîé p-¼ìêîñòè â îáëàñòÿõ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà R2.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû êîíòèíóóìîâ K0 è K1,
ïðèíàäëåæàùèõ çàìûêàíèþ îáëàñòè G ⊂ R2, ôóíêöèÿ u ìèíèìèçèðóåò çíà-
÷åíèå p-èíòåãðàëà Äèðèõëå è ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
ðåøåíèåì p-óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïîñêîëüêó âñþäó â îáëàñòè 0 ≤ u(x) ≤ 1 è
êâàçèâñþäó u|K0

= 0, u|K1
= 1, òî, êîíå÷íî, íå âñÿêàÿ p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ p-ýêñòðåìàëüíîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ w = a u + b (a, b ∈ R) ìèíèìèçèðóåò çíà÷åíèå

p-èíòåãðàëà Äèðèõëå äëÿ êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, ðàâíûõ b íà ìíîæå-
ñòâå K0 è ðàâíûõ a + b íà ìíîæåñòâå K1. Ôóíêöèè òàêîãî âèäà òîæå ìîæíî
ñ÷èòàòü p-ýêñòðåìàëüíûìè.

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G ⊂ R2, òî ó âñÿêîé

òî÷êè ξ ∈ G, â êîòîðîé ∇u(ξ) 6= 0, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü Ω è òàêèå
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êîíòèíóóìû K0,K1 ⊂ Ω, ÷òî ôóíêöèÿ w = u|Ω ïðåäñòàâèìà â âèäå w = a ũ+b,
ãäå ôóíêöèÿ ũ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â Ω äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû (K0,K1).

1. Î p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

Ïðè 1 < p < ∞ ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G ⊂ R2,
åñëè u ∈W 1

p,loc(G) è ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì p-óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ò.å.∫∫
G

(
|∇u|p−2∇u,∇ϕ

)
dx dy = 0

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (G).
Câîéñòâà p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòî-

ðàìè, îòìåòèì ëèøü íóæíûå íàì ñâîéñòâà.
Ïðè 1 < p <∞, ñîãëàñíî ðàáîòå [1], p-ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè G ôóíêöèÿ u

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â G,

u ∈ Ck,αloc (G) ∩W k+2
q,loc(G),

ãäå öåëîå k ≥ 1, ïîêàçàòåëü α ∈ (0, 1] è

k + α ≥ 1

6

(
7 +

1

p− 1
+

√
1 +

14

p− 1
+

1

(p− 1)2

)
, 1 ≤ q < 2

2− α
.

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u ïðè âñåõ 1 < p < ∞
ïðèíàäëåæèò êëàññó C1,α

loc (G), ãäå α > 1/3, ïðè 1 < p < 2 ôóíêöèÿ u ∈ C2,β
loc (G),

ãäå β > 0.
Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòëè÷íîé îò ïîñòî-

ÿííîé p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

Z = {(x, y) ∈ G | ∇u(x, y) = 0}
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, ò.å. åãî òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè â îáëàñòè G,
ïðè ýòîì u ∈ C∞(G \ Z).

Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò êðóã B ⊂ G, â êîòîðîì |∇u| > α > 0 è ôóíêöèÿ
u ∈ C∞(B).

Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (B)∫∫
B

div
(
|∇u|p−2∇u

)
· ϕdx dy = −

∫∫
B

(
|∇u|p−2∇u,∇ϕ

)
dx dy = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå äþ Áóà-Ðåéìîíà

div
(
|∇u|p−2∇u

)
= 0

â êðóãå B.

2. Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì p-ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè G ôóíêöèþ u è êðóã B ⊂ G, â
êîòîðîì u ∈ C∞(B), |∇u| > α > 0 è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

div
(
|∇u|p−2∇u

)
= 0.

Îïðåäåëèì â êðóãå B âåêòîðíîå ïîëå V óñëîâèåì

V = |∇u|p−2

(
−∂u
∂y
,
∂u

∂x

)
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è äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ðàâåíñòâîì

ω = |∇u|p−2

(
−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

)
.

Ïîñêîëüêó

dω =
∂u

∂y

(
−|∇u|p−2 ∂u

∂y
dy ∧ dx

)
+
∂u

∂x

(
|∇u|p−2 ∂u

∂y
dx ∧ dy

)
=

div
(
|∇u|p−2∇u

)
dx ∧ dy = 0,

òî ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé è ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå ω ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â
êðóãå B. Ñëåäîâàòåëüíî ó äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω â êðóãå B ñóùåñòâóåò
ïåðâîîáðàçíàÿ, ò.å. òàêàÿ ôóíêöèÿ w, ÷òî dw = ω è ∇w = V.

Åñëè îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è îäíîñâÿçíîé, à ñóùåñòâîâàíèå ïåð-
âîîáðàçíîé ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, òî ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàí-
ñòâó Ñîáîëåâà ôóíêöèÿ w, äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó ∇w = V, ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà âî âñåé îáëàñòè G.

Âåêòîðíîå ïîëå V = |∇u|p−2

(
−∂u
∂y
,
∂u

∂x

)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îáëàñòè

G \ Z. Ïîñêîëüêó |V| = |∇u|p−1, òî ïîëàãàÿ |V(z)| = 0 â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
ôóíêöèè u (z ∈ Z), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ïîëåV íåïðåðûâíûì âî âñåé îáëàñòè G.

Èç ðàâåíñòâà |V|p′ = |∇u|p, ãäå 1
p + 1

p′ = 1, ñëåäóåò, ÷òî |V| ∈ Lp′,loc.
Íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì â îáëàñòè G, åñëè åãî

öèðêóëÿöèÿ âäîëü ëþáîãî ïðîñòîãî çàìêíóòîãî ëèïøèöåâà êîíòóðà, ëåæàùå-
ãî â G, ðàâíà íóëþ. Êàê îòìå÷åíî â [3], íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðÿòü äàííîå
ñâîéñòâî äëÿ âñåõ ëèïøèöåâûõ êîíòóðîâ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî íó-
ëþ öèðêóëÿöèè âäîëü êîíòóðîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì
îñÿì îòðåçêîâ.

Ëåììà 2.1. Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ V âäîëü ëþáîé ïðîñòîé çà-
ìêíóòîé ëîìàíîé L ⊂ G, îáðàçîâàííîé ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì
îòðåçêàìè, ðàâíà íóëþ.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 1.2 ðà-
áîòû [4], êîòîðàÿ ôîðìàëüíî áûëà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ p-ýêñòðåìàëüíîé ôóíê-
öèè, íî â äîêàçàòåëüñòâå ðåàëüíî èñïîëüçîâàëàñü ëèøü p-ãàðìîíè÷íîñòü ôóíê-
öèè u.

Áåçâèõðåâîå âåêòîðíîå ïîëå V èìååò ïîòåíöèàë â ñìûñëå ðàáîòû [3], ò.å.
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ v, ÷òî

v(b)− v(a) =

∫
γ

(V, ~τ) dl

äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b ∈ G è äëÿ ïî÷òè âñåõ ëèïøèöåâûõ êðèâûõ γ, ñîåäèíÿþ-
ùèõ òî÷êó a ñ òî÷êîé b. Çäåñü ñèìâîëîì ~τ îáîçíà÷åí êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðè-
âîé γ, à âûðàæåíèå ¾äëÿ ïî÷òè âñåõ ëèïøèöåâûõ êðèâûõ¿ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî
íóëþ p′-ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ñîãëàñíî ðàáîòå [3] ôóíêöèÿ v áóäåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ïî÷òè âñåõ
ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, è ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè G áóäóò
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ñóùåñòâîâàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂v

∂x
= −|∇u|p−2 ∂u

∂y
,

∂v

∂y
= |∇u|p−2 ∂u

∂x
,

ò.å. ∇v = V ïî÷òè âñþäó â G.
Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂v
∂y

= |∇u|p−2 ∂u
∂x

∂v
∂x

= −|∇u|p−2 ∂u
∂y
,

êîòîðàÿ ïðè p = 2 ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó Êîøè-Ðèìàíà. Ïðè ýòîì ∇v ⊥ ∇u
è |∇v|p′ = |∇u|p.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊂ G∫∫
K

|∇v|p
′
dx dy =

∫∫
K

|∇u|p dx dy <∞,

òî ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà L1
p′,loc(G). Êàê áûëî ðàíåå

îòìå÷åíî, ôóíêöèÿ u ∈ C1,α
loc (G), ïîýòîìó |∇u| è |∇v| = |∇u|p−1 îãðàíè÷åíû íà

êîìïàêòå K. Ñëåäîâàòåëüíî v ∈W 1
p′,loc(G).

Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ C∞0 (G). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíê-
öèè u äèñêðåòíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäîáëàñòü Ω ⊂ G è òàêîå çíà÷åíèå
r0 > 0, ÷òî suppϕ ⊂ Ω è B(zk, r0) ⊂ Ω äëÿ âñåõ zk ∈ Z ∩ Ω (Z ∩ ∂Ω = ∅).

Ïóñòü Cr,k = ∂B(zk, r) è W = |∇v|p′−2∇v.
Ïðè âñåõ 0 < r < r0 â îáëàñòè

Ωr = Ω \
⋃
k

B(zk, r)

ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C∞(Ωr). Ïîýòîìó â îáëàñòè Ωr

divW = div
(
|∇v|p

′−2∇v
)

= div

(
−∂u
∂y
,
∂u

∂x

)
= 0.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ îãðàíè÷åíà (|ϕ| ≤M <∞) è |∇v|p′−1 = |∇u|, òî∣∣∣∣∣∣∣ limr→0

∫
Cr,k

(ϕW, ~n) dl

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M lim
r→0

∫
Cr,k

|∇u| dl→ 0 ïðè r → 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà∫
∂Ωr

(ϕW, ~n) dl =

∫∫
Ωr

ϕ divW dxdy +

∫∫
Ωr

(W,∇ϕ) dxdy.

Ó÷èòûâàÿ ôèíèòíîñòü ôóíêöèè ϕ è ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè ïîëÿ W,
ïîëó÷àåì∫∫
G

(
|∇v|p

′−2∇v,∇ϕ
)
dx dy =

∫∫
Ω

(W,∇ϕ) dxdy = lim
r→0

∫∫
Ωr

(W,∇ϕ) dxdy =

lim
r→0

∑
k

∫
Cr,k

(ϕW, ~n) dl = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ p′-ãàðìîíè÷åñêîé.
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3. Âàðèàöèîííàÿ p-¼ìêîñòü

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G ⊂ R2 è äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîì-
ïàêòà K0,K1 ⊂ G. Êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé äëÿ ïàðû ìíîæåñòâ (K0,K1)
îïðåäåëèì óñëîâèåì

D(K0,K1, G) = {u ∈ L1
p(G) ∩ C(G ∪K0 ∪K1) | u|K0

= 0, u|K1
= 1},

à ïðè 1 < p <∞ ñîîòâåòñòâóþùóþ p-¼ìêîñòü îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

capp(K0,K1, G) = inf
u∈D(K0,K1,G)

∫
G

∫
|∇u|p dx dy.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u0 ∈ D(K0,K1, G) òàêàÿ,
÷òî

capp(K0,K1, G) =

∫
G

∫
|∇u0|p dx dy.

Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé
è ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp ïðè p > 1 [5].

Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ p-èíòåãðàëà Äèðèõëå
ïîíèìàåìîãî â äàííîì ñëó÷àå â ñëàáîì ñìûñëå:∫∫

G

(
|∇u0|p−2∇u0,∇ϕ

)
dx dy = 0

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (G). Ïîñêîëüêó ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðà-
íè÷åíà [5], òî îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 1

p (G) è ÿâëÿåòñÿ
p-ãàðìîíè÷åñêîé.

Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà p-ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó,
â [4, 5].

4. Ëîêàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíîñòü p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì îòëè÷íóþ îò ïîñòîÿííîé p-ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè G ⊂ R2

ôóíêöèþ u. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè u äèñêðåòíî, òî
äëÿ âñÿêîé òî÷êè ξ ∈ G \Z ñóùåñòâóåò òàêîé êðóã B = B(ξ, r), ÷òî u ∈ C∞(B)
è |∇u(z)| > α > 0 ïðè z ∈ B.

Ñèìâîëîì v îáîçíà÷èì p′-ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèè u
â êðóãå B.

Îòîáðàæåíèå Φ : B → R2 îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì Φ(x, y) = (u(x, y), v(x, y)).
ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ â êðóãå B, ïîñêîëüêó

J(Φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |∇u|p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

−∂u
∂y

∂u
∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |∇u|p > αp > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì â êðóãå B. Ðàñ-
ñìîòðèì ñîäåðæàùèé òî÷êó Φ(ξ) ïðÿìîóãîëüíèê P ⊂ Φ(B) ñî ñòîðîíàìè ïà-
ðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì OU è OV. Ïðîîáðàçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P
áóäåò îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèé u è v.
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Îêðåñòíîñòü òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü ÷åòûðåõñòîðîííèêîì, à ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãðàíè÷íûå äóãè åãî �ñòîðîíàìè�.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ t0 < t1 è s0 < s1 òàêîâû, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ Ut0 , Ut1 , Vs0 , Vs1
îãðàíè÷èâàþò ÷åòûðåõñòîðîííèê D? ⊂ G, â êîòîðîì �ñòîðîíû� Fi ÿâëÿþòñÿ
äóãàìè ëèíèé óðîâíÿ Uti , à �ñòîðîíû� Ei ÿâëÿþòñÿ äóãàìè ëèíèé óðîâíÿ Vsi .
Ïîëîæèì t1 − t0 = ∆, s1 − s0 = δ. Ïî òåîðåìå Ñàðäà ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈
(t0, t1) ëèíèÿ óðîâíÿ Ut ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé è êàñàòåëüíûé ê íåé âåêòîð ~τ
ïàðàëëåëåí ãðàäèåíòó ôóíêöèè v, ïîýòîìó

δ =

∫
Ut

(∇v, ~τ) dl =

∫
Ut

|∇u|p−1 dl.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ëèíèÿì óðîâíÿ [6] ïîëó÷àåì∫∫
D

|∇u|p dx dy =

t1∫
t0

∫
Ut

|∇u|p−1 dl

 dt = δ ·∆,

∫∫
D

|∇v|p
′
dx dy =

∫∫
D

|∇u|p dx dy = δ ·∆.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ũ è ṽ, îïðåäåëÿåìûå â îáëàñòè D ðàâåíñòâàìè

ũ =
u− t0

∆
, ṽ =

v − s0

δ
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ũ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (F0, F1), à ôóíêöèÿ ṽ
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (E0, E1), òî

‖ũ
∣∣L1
p(D)‖ ≥ [capp(F0, F1)]1/p, ‖ṽ

∣∣L1
p′(D)‖ ≥ [capp′(E0, E1)]1/p

′
. (3.1)

Ïðè ýòîì

‖ũ
∣∣L1
p(D)‖ · ‖ṽ

∣∣L1
p′(D)‖ =

1

∆
‖u
∣∣L1
p(D)‖ · 1

δ
‖v
∣∣L1
p′(D)‖ =

(δ∆)1/p(δ∆)1/p′

δ∆
= 1. (3.2)

Ïîñêîëüêó äëÿ ïàð �ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí� ÷åòûðåõñòîðîííèêà âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî [4, 7]

[capp(F0, F1)]1/p · [capp′(E0, E1)]1/p
′

= 1, (3.3)

òî èç íåðàâåíñòâ (3.1) è ðàâåíñòâ (3.2), (3.3) ñëåäóåò, ÷òî

‖ũ
∣∣L1
p(D)‖p = capp(F0, F1), ‖ṽ

∣∣L1
p′(D)‖p

′
= capp′(E0, E1).

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, ũ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèåé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1), à ṽ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèåé äëÿ p′-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (E0, E1).

Òàêèì îáðàçîì â îêðåñòíîñòè âñÿêîé òî÷êè ξ ∈ G \ Z ñóùåñòâóåò ÷åòû-
ðåõñòîðîííèê D?, â êîòîðîì p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u ïðåäñòàâèìà â âèäå
u = aũ+b, ãäå ôóíêöèÿ ũ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí�
÷åòûðåõñòîðîííèêà. Â ÷åòûðåõñòîðîííèêå D? ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ýêñòðåìàëüíîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ âñÿêîé ïîäîáëàñòè Ω ⊂ D è âñÿêîé
îòëè÷íîé îò íóëÿ ôóíêöèè h ∈ C∞0 (Ω)

‖u
∣∣L1
p(Ω)‖ < ‖u+ h

∣∣L1
p(Ω)‖.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ ũ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïà-
ðû �ñòîðîí� (F0, F1), òîãäà ôóíêöèÿ w, ðàâíàÿ ũ+ h/a â Ω è ðàâíàÿ ũ â D? \Ω
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (F0, F1), ïîýòîìó

‖ũ
∣∣L1
p(Ω)‖ ≤ ‖ũ+ h/a

∣∣L1
p(Ω)‖.

Îäíàêî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, ðàâåíñòâî ìîæåò âû-
ïîëíÿòüñÿ ëèøü ïðè h ≡ 0.Ëîêàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíîñòü p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè u ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà u = aũ+ b.

Îòìåòèì ðàçëè÷èå ìåæäó p-ãàðìîíè÷íîñòüþ è p-ýêñòðåìàëüíîñòüþ. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷åòûðåõñòîðîííèê G? è ýêñòðåìàëüíóþ äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòî-
ðîí� (F0, F1) ôóíêöèþ u. Ïóñòü îäíîñâÿçíàÿ ïîäîáëàñòü D ⊂ G òàêîâà, ÷òî
F0, F1 ⊂ ∂D è m2(G \ D) > 0. Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé â îáëà-
ñòè G, à åå ñóæåíèå w = u|D áóäåò p-ãàðìîíè÷åñêîé â D. Ïðè ýòîì, â îáùåì
ñëó÷àå, ôóíêöèÿ w óæå íå áóäåò p-ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû (F0, F1) â D.

Ïðîùå âñåãî ýòî ïîêàçàòü íà ïðèìåðå ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê

P = {(x, y) ∈ R2
∣∣0 < x < a, 0 < y < b}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F0 íèæíåå îñíîâàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà, à ÷åðåç F1 âåðõíåå
îñíîâàíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïàðû
(F0, F1) â ïðÿìîóãîëüíèêå P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé u(x, y) = y/b.

Åñëè ïîäîáëàñòü D ⊂ P òàêîâà, ÷òî F0, F1 ⊂ ∂D è m2(P \D) > 0, òî ñå÷åíèÿ
îáëàñòè D ïðÿìûìè y = C (0 < C < b) èìåþò ðàçëè÷íóþ äëèíó. Ïîýòîìó∫

Ut∩D

|∇u|p−1 dl =

∫
Ut∩D

dl

bp−1
6= const,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè ôóíêöèè u â îáëàñòè D, ïîñêîëüêó õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè [4] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî∫

Ut∩D

|∇u|p−1 dl = capp(F0, F1, D).

Ïðè ýòîì ñóæåíèå ôóíêöèè u íà ïðÿìîóãîëüíèê

P ∗ = {(x, y) ∈ R2
∣∣0 < c < x < d < a, 0 < y < b}

áóäåò ýêñòðåìàëüíîé â P ∗ äëÿ ïàðû (F ∗0 , F
∗
1 ), ãäå F ∗i - îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëü-

íèêà P ∗.

Äëÿ ÷åòûðåõñòîðîííèêîâ îáùåãî âèäà ñèòóàöèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íàÿ. Åñëè
ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1) ÷åòû-
ðåõñòîðîííèêà G?, òî åå ñóæåíèå íà ÷åòûðåõñòîðîííèêD? ⊂ G?, îãðàíè÷åííûé
ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèé u è v, áóäåò ëèíåéíûì îáðàçîì âûðàæàòüñÿ ÷åðåç
p-ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ ïàðû �ñòîðîí� ÷åòûðåõñòîðîííèêà D? [4].



1022 À.Ñ. ÐÎÌÀÍÎÂ

References

[1] T. Iwaniec, J.J. Manfredi, Regularity p-harmonic functions on the plane, Rev. Mat. Iberoam.,
5:1-2, (1989), 1�19. Zbl 0805.31003

[2] J.J. Manfredi, p-harmonic functions in the plane, Proc. AMS, 103:2, (1988), 473�479. Zbl
0658.35041

[3] B. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta math., 98:3-4, (1957), 171�219.
Zbl 0079.27703

[4] A.S. Romanov Mappings related to extremal functions for p-capacity, Sib. �Electron. Mat.
Izv., 16, (2019), 1295�1311. Zbl 1431.30024

[5] V.M. Gold'shtein, Yu.G. Reshetnyak, Quasiconformal mappings and Sobolev spaces, Kluwer
Academic Publishers Group, Dordrecht etc., 1990. Zbl 0687.30001

[6] V.G. Maz'ya, Sobolev Spaces, Springer-Verlag, Berlin etc., 1985. Zbl 0692.46023
[7] V.A. Shlyk, Capacity of a condenser and modulus of a family of separating surfaces, J. Sov.

Math., 59:6 (1992), 1240�1248. Zbl 0783.31006

Romanov Alexandr Sergeevich,

Sobolev Institute of Mathematics,

4, Koptyuga ave.,

Novosibirsk, 630090, Russia

Email address: asrom@math.nsc.ru


