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Ñ.Â. ÂÀÐÀÊÑÈÍ

Abstract. We consider varieties of m-groups generated by simple non-
o-approximable m-groups. It is proved that they coincide either with the
variety of normal-valued m-groups, or with the variety of all m-groups.
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Ïîíÿòèå m-ãðóïïû áûëî ââåäåíî Ì.Æèðàäå è Þ.Ðàõóíåêîì â ðàáîòå [1].
Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîíîòîííî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïîé (m-ãðóïïîé) íàçûâàåò-
ñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà G ñèãíàòóðû m = 〈·, e,−1 ,∨,∧, ϕ〉, ãäå ñèñòåìà
〈G, ·, e,−1 ,∨,∧〉 ÿâëÿåòñÿ `-ãðóïïîé è îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ ϕ åñòü àâòîìîð-
ôèçì âòîðîãî ïîðÿäêà ãðóïïû 〈G, ·, e,−1 〉 è àíòèèçîìîðôèçì ðåøåòêè 〈G,∨,∧〉,
ò.å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ϕ(ϕ(x)) = x

ϕ(x ∨ y) = ϕ(x) ∧ ϕ(y), ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∨ ϕ(y).

Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàöèþ ϕ áóäåì íàçûâàòü ðåâåðñèâíûì àâòîìîðôèçìîì
è çàïèñûâàòü m-ãðóïïó G ñ ôèêñèðîâàííûì ðåâåðñèâíûì àâòîìîðôèçìîì ϕ
êàê ïàðó (G,ϕ).

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ `-ãðóïï ñîîòâåòñòâóþò ïðèíÿòûì â êíè-
ãå Â.Ì.Êîïûòîâà è Í.ß. Ìåäâåäåâà [2]. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî m-ãðóïïà
(G,ϕ) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ïîðÿäêîâûìè ïîäñòàíîâêàìè ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω, åñëè G ⊂ Aut(Ω) è ϕ(g) = aga äëÿ ëþáîãî g ∈ G, ãäå
a � èíâîëþíòèâíûé àíòèàâòîìîðôèçì ìíîæåñòâà Ω, a2 = e, è çàïèñûâàòü â
âèäå (G,Ω, a).
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Ïðèìåðû ïðîñòûõ `-ãðóïï ïîñòðîåíû Â.Äëàáîì, ×.Õîëëàíäîì, À.Ãëàññîì è
Ñ.Ìàêêëèðè [2]. Òå èç íèõ, ïîðÿäîê íà êîòîðûõ íå ëèíååí, ïîðîæäàþò ìíîãîîá-
ðàçèå L âñåõ `-ãðóïï. Àâòîðîì â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòàÿ íå o-àïïðîêñèìèðóåàÿ
`-ãðóïïà, ò.å. íå âëîæèìàÿ â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ
ãðóïï, ïîðîæäàåò èëè ìíîãîîáðàçèå íîðìàëüíîçíà÷íûõ `-ãðóïï N`, îïðåäåëÿ-
åìîå `-ãðóïïîâûì òîæäåñòâîì

|x||y| ∧ |y|2|x|2 = |x||y|,

èëè ìíîãîîáðàçèå âñåõ `-ãðóïï. ×.Õîëëàíäîì äîêàçàíî [2], ÷òî ìíîãîîáðàçèå
N` ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ
`-ãðóïï. Â.Êîïûòîâ è Þ.Ðàõóíåê ïîêàçàëè [3], ÷òî ìíîãîîáðàçèå íîðìàëü-
íîçíà÷íûõ m-ãðóïï Nm, çàäàâàåìîå ýòèì æå `-ãðóïïîâûì òîæäåñòâîì, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ìíîãîîáðàçèèM âñåõ
m-ãðóïï. À.Çåíêîâ è Î.Èñàåâà [5] îïðåäåëèëè ðåâåðñèâíûé àâòîìîðôèçì íà
ãðóïïå B(R) îãðàíè÷åííûõ àâòîìîðôèçìîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðåâðàòèâ åå èç
ïðîñòîé `-ãðóïïû â ïðîñòóþ m-ãðóïïó. Ïðè ýòîì m-ãðóïïà (B(R), ϕ) íå íîð-
ìàëüíîçíà÷íà è ïîýòîìó ïîðîæäàåò ìíîãîîáðàçèå âñåõ m-ãðóïï. Ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ïðîñòûå íå o-àïïðîêñèìèðóåìûå m-ãðóïïû òàêæå ïîðîæäàþò
èëè ìíîãîîáðàçèå íîðìàëüíîíà÷íûõ, èëè ìíîãîîáðàçèå âñåõ m-ãðóïï. Ïîêà-
æåì, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåííèå âåðíî.

Ëåììà 1. Ïðîñòàÿ m-ãðóïïà èëè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé `-ãðóïïîé ñ îïðåäåëåí-
íûì íà íåé ðåâåðñèâíûì àâòîìîðôèçìîì, èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì
äâóõ ïðîñòûõ `-ãðóïï, è ðåâåðñèâíûé àâòîìîðôèçì ϕ ìåíÿåò èõ ýëåìåíòû
ìåñòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî `-èäåàëà
N m-ãðóïïû (G,ϕ) ïåðåñå÷åíèå N

⋂
ϕ(N) è îáúåäèíåíèå N

∨
ϕ(N) óñòîé÷èâû

îòíîñèòåëüíî ðåøåòî÷íûõ îïåðàöèé, çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ðåâåðñèâíîãî àâ-
òîìîðôèçìà ϕ, è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ m-èäåàëàìè m-ãðóïïû. Åñëè â ïðîñòîé
m-ãðóïïå (G,ϕ) åñòü ñîáñòâåííûé `-èäåàë N, ò.å. (G,ϕ) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
`-ãðóïïîé, òîãäà N

⋂
ϕ(N) = E è N

∨
ϕ(N) = G, ò.å. (G,ϕ) ðàçëîæèìà â äå-

êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå G = N × ϕ(N). �

Òåîðåìà 1. Ïðîñòàÿ íå o-àïïðîêñèìèðóåìàÿ m-ãðóïïà ïîðîæäàåò èëè ìíî-
ãîîáðàçèå íîðìàëüíîçíà÷íûõ m-ãðóïï, èëè ìíîãîîáðàçèå âñåõ m-ãðóïï.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íå o-àïïðîêñèìèðóåìàÿ m-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
`-ãðóïïîé èëè ðàçëîæèìà â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ `-ãðóïï. Äëÿ
ïðîñòûõ `-ãðóïï àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [6].
×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè ïðîñòûå íîðìàëüíîçíà÷íûå m-

ãðóïïû, ïîñòðîèì òàêóþ m-ãðóïïó ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè Ô.Õîëëà (èçëî-
æåííîé â êíèãå À.Êîêîðèíà è Â.Êîïûòîâà [4]).
Ïóñòü (H,ϕ) - m-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ òî÷íûì òðàíçèòèâíûì ïðåäñòàâëåíè-

åì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ñ èíâîëþíòèâíûì àíòèàâòîìîðôèç-
ìîì, îáëàäàþùèì íåïîäâèæíûì ýëåìåíòîì, è ïóñòü πi : (H,ϕ) → A(Ω,6),
i ∈ Z � íàáîð òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Hi,Ω, a) m-ãðóïïû ïîä-
ñòàíîâîê ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω, ãäå Hi = πi(H) è a � èíâî-
ëþíòèâíûé àíòèàâòîìîðôèçì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ñ íåïî-
äâèæíûì ýëåìåíòîì ω0. ×åðåç (Cn,Ω

n+1, bn), n ∈ Z, n > 0 îáîçíà÷èì ïðÿìûå
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ñïëåòåíèÿ m-ãðóïï ïîäñòàíîâîê

(C0,Ω, b0) = (H0,Ω, a)

(C2k,Ω
2k+1, b2k) = (. . . ((H−k,Ω, a) o (H−k+1,Ω, a)) o . . .) o (Hk,Ω, a)

(G2k+1,Ω
2k+2, b2k+1) = (G2k,Ω

2k+1, b2k) o (Hk+1,Ω, a)

ãäå èíâîëþíòèâíûé àíòèàâòîìîðôèçì bn îïðåäåëåí íà Ωn+1 êàê ïðÿìàÿ ñòå-
ïåíü àíòèàâòîìîðôèçìà a. Ïîýòîìó àíòèàâòîìîðôèçì bn èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó (ω0, . . . , ω0).

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Λ ⊂
j=∞∏
j=−∞

Ω, ãäå äëÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ λ ∈ Λ ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ j ∈ Z âûïîëíåííî
λ(j) 6= ω0. Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî Λ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, íà÷èíàÿ ñðàâíå-
íèå ýëåìåíòîâ íà êîìïîíåíòàõ ñ áîëüøèìè èíäåêñàìè. Îïðåäåëèì äåéñòâèå
m-ãðóïïû Hi íà Λ : äëÿ h ∈ Hi è λ èç Λ åñëè äëÿ âñåõ j > i âûïîëíÿåòñÿ
λ(j) = ω0, òî h(λ)(i) = h(λ(i)) è h(λ)(j) = λ(j) ïðè j 6= i, à åñëè äëÿ êàêîãî-òî
j0 > i âûïîëíåíî λ(j0) 6= ω0, òî h(λ) = λ. Òîãäà ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü äåé-
ñòâèåm-ãðóïïû Cn íà ìíîæåñòâå Λ è âëîæåíèåm-ãðóïïû Cn âm-ãðóïïó Cn+1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(H,Ω) îáúåäèíåíèå m-ãðóïï Cn, n > 0. Ðåâåðñèâíûé àâòî-
ìîðôèçì ϕ íà íåé îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ èíâîëþíòèâíîãî àíòèàâòîìîðôèçìà
b ìíîæåñòâà Λ, b(λ)(j) = a(λ(j)), è äëÿ g ∈ C(H,Ω) âûïîëíåíî ϕ(g) = bgb.
Òîãäà m-ãðóïïà (C(H,Ω), ϕ) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Λ òî÷íî è òðàíçèòèâíî.
Îïðåäåëèì àâòîìîðôèçì t íà íà Λ : t(λ)(j) = λ(j + 1). Òîãäà äëÿ h ∈ Hi

âåðíî t−1ht = πi+1π
−1
i (h). ×åðåç D(H,Ω) îáîçíà÷èì ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäå-

íèå D(H,Ω) = C(H,Ω) h t. Ïðè ýòîì äîîïðåäåëèì ϕ(t) = btb = t è ïîëó÷èì
ïðåäñòàâëåíèå m-ãðóïïû (D(H,Ω), ϕ) àâòîìîðôèçìàìè ìíîæåñòâà Λ.

Ëåììà 2. Åñëè m-ãðóïïà (H,ϕ) íîðìàëüíîçíà÷íà è îáëàäàåò òî÷íûì òðàí-
çèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ñ èíâîëþí-
òèâíûì àíòèàâòîìîðôèçìîì, îáëàäàþùèì íåïîäâèæíûì ýëåìåíòîì, òîm-
ãðóïïà (D(H,Ω), ϕ) òàêæå íîðìàëüíîçíà÷íà è îáëàäàåò òî÷íûì òðàíçèòèâ-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Λ ñ èíâîëþíòèâ-
íûì àíòèàâòîìîðôèçìîì, îáëàäàþùèì íåïîäâèæíûì ýëåìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî è òðàíçèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ m-
ãðóïïû (D(H,Ω), ϕ) ñëåäóåò èç åå ïîñòðîåíèÿ. Íîðìàëüíîçíà÷íîñòü m-ãðóïï
(Cn, ϕ) è (D(H,Ω), ϕ) ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî À.Çåíêîâûì è Î.Èñàåâîé [5] ñâîé-
ñòâà èäåìïîòåíòíîñòè N 2

m = Nm ìíîãîîáðàçèÿ íîðìàëüíîçíà÷íûõ m-ãðóïï â
ïîëóãðóïïå m-ìíîãîîáðàçèé. �

Îïðåäåëèì m-ãðóïïû (Fi(H,Ω), ϕ) è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà Λi

ïî èíäóêöèè:

(F0(H,Ω), ϕ) = (H0, ϕ), Λ0 = Ω

(Fi+1(H,Ω), ϕ) = (D(Fi(H,Ω),Λi), ϕ),

Λi+1 =

λ ∈
j=∞∏
j=−∞

Λi

∣∣∣∣∣∣ |{j ∈ Z|λ(j) 6= ωi}| <∞


ωi+1 = (. . . , ωi, ωi, ωi, . . . ) ∈ Λi+1



4 Ñ.Â. ÂÀÐÀÊÑÈÍ

Ãðóïïà (Fi(H,Ω), ϕ) âëîæèìà â (Fi+1(H,Ω), ϕ), ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

m-ãðóïïó (G(H,Ω), ϕ) =
∞⋃
i=0

(Fi(H,Ω), ϕ).

Ëåììà 3. Ïóñòü m-ãðóïïà (H,ϕ) èìååò òî÷íîå òðàíçèòèâíîå ïðåäñòàâëå-
íèå (H,Ω, a) àâòîìîðôèçìàìè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ñ íåïî-
äâèæíûì ýëåìåíòîì ω0 ∈ Ω ðåâåðñèâíîãî àâòîìîðôèçìà a ìíîæåñòâà Ω.
Òîãäà m-ãðóïïà (G(H,Ω), ϕ) ïðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîíñòðóêöèè Ô.Õîëëà èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî âñÿêàÿ
íåòðèâèàëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèò êîììóòàíò C ′(H,Ω) [4]. Îä-
íàêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âûïóêëàÿ m-ïîäãðóïïà m-ãðóïïû (D(H,Ω), ϕ), ñî-
äåðæàùàÿ C ′(H,Ω), ñîäåðæèò è C(H,Ω). �

Òåîðåìà 2. Â ìíîãîîáðàçèè íîðìàëüíîçíà÷íûõ m-ãðóïï ñóùåñòâóþò ïðî-
ñòûå m-ãðóïïû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîñòàòî÷íî âçÿòü ïîñòðîåííóþ m-ãðóïïó (G(H,Ω), ϕ) è
â êà÷åñòâå èñõîäíîé m-ãðóïïû (H,ϕ) öèêëè÷åñêóþ m-ãðóïïó (Z, ϕ), ãäå ϕ(z) =
−z, ñ ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì (Z,Z, a), ïðè ýòîì èíâîëþòèâíûé àíòèàâòî-
ìîðôèçì a(n) = −n èìååò íåïîäâèæíûé ýëåìåíò 0.
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