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Abstract. It is easy to show that if a continuous and open mapping
preserves the orientation of all simplices, then it is a�ne. The article
discusses the class of continuous, open mappings f : D ⊂ R3 → R3

that preserve the orientation of simplices from a given subset of the
set of simplexes with vertices in the domain D ⊂ R3. In this paper,
the questions of the geometric structure of linear transforms of such
mappings are investigated. This study is based on a key property: if a
map preserves the orientation of simplices from a certain subset B of the
set of all simplices with vertices in D, then the pre-image of a hyperplane
cannot contain vertices of a simplex from B. Based on the analysis of
the structure of a set with such a property, it is possible to obtain results
on its geometric structure. In particular, the article proved that if a
continuous and open mapping preserves the orientation of a fairly wide
class of simplices, then it is a�ne. For some special classes of triangles in
R2 with a given condition on its maximum angle, the authors previously
proved that the inverse image of a line is locally a graph of a function
(in some case, Lipschitz) in a suitable Cartesian coordinate system.
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1. Ââåäåíèå

Ìîíîòîííûå ôóíêöèè èãðàþò íåìàëîâàæíóþ ðîëü â ìåòîäàõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà è îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, â êëàññè÷å-
ñêîé òåîðåìå Ëåáåãà [1, ñ. 199] äîêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî÷òè âñþ-
äó âñÿêîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Òàê æå èçâåñòíî,
÷òî ôóíêöèÿ îãðíèàíè÷åííîé âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ íåóáûâàþ-
ùèõ ôóíêöèé. Â ãåîìåòðèè ìîíîòîííîñòü óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ñâÿçàíà
ñî ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè ýòîé êðèâîé. Ýòî âñå ïðèìåðû äëÿ ñëó÷àÿ ðàçìåð-
íîñòè 1. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîçíà÷íûì. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå f : D → Rn íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûì
ïî Ëåáåãó [2], [3] åñëè

osc{f,D′} ≤ osc{f, ∂D′},
äëÿ âñÿêîé ïîäîáëàñòè D′ ⊂ D. Çäåñü

osc{f,D′} = sup
x,y∈D′

|f(x)− f(y)|.

Èññëåäîâàíèþ òàêîãî ðîäà îòîáðàæåíèé ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé. Â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâà [4] èçó÷àëèñü ìîíîòîííûå ïî Ëåáåãó
ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ íà ãðóïïàõ Êàðíî, ãäå áûëî óñòàíîâëåíî N -ñâîéñòâî
Ëóçèíà òàêèõ îòîáðàæåíèé. Â ðàáîòàõ Â.Ì. Ìèêëþêîâà [5], [6] áûëî äîêàçàíî,
÷òî ìîíîòîííîå ïî Ëåáåãó îòîáðàæåíèå, ïðèíàäëåæàùåå âåñîâîìó ïðîñòðàí-
ñòâó Ñîáîëåâà, ïî÷òè âñþäó èìååò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ íà âåñîâóþ ôóíêöèþ. Îòìåòèì òàê æå ðàáîòó [7] â êîòîðîé ñâîéñòâî
äèôôåðåíöèðóåìîñòè äîêàçûâàåòñÿ äëÿ êëàññà Q-ãîìåîìîðôèçìîâ, êîòîðûå â
êàêîì-òî ñìûñëå áëèçêè ê îòîáðàæåíèÿì, ìîíîòîííûì ïî Ëåáåãó.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îòîáðàæåíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè èìååò èíóþ ôîðìó. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ïî-
íÿòèè îðèåíòàöèè ñèìïëåêñîâ è, â ÷àñòíîñòè, èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè
ïîñòðîåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê [8]. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íåâûðîæäåííûé îòðåçîê
[P0, P1] ÷èñëîâîé ïðÿìîé èìååò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ, åñëè P0 < P1, è
îòðèöàòåëüíóþ îðèåíòàöèþ, åñëè P0 > P1. Òîãäà ôóíêöèÿ y = f(x), çàäàííàÿ
íà îòðåçêå [a, b], áóäåò íåóáûâàþùåé, åñëè f(x) ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ êàæäîãî
îòðåçêà [P0, P1] ⊂ [a, b]. Åñëè àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñäåëàòü äëÿ ìíîãîìåð-
íîãî ñëó÷àÿ, òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå, àëüòåðíàòèâíîå ïîíÿòèþ ìîíî-
òîííîãî îòîáðàæåíèÿ ïî Ëåáåãó. Ïóñòü â Rn, n ≥ 1 çàäàíû òî÷êè P0, P1, ..., Pn.
Âûïóêëóþ îáîëî÷êó ýòèõ òî÷åê íàçîâåì ñèìïëåêñîì S = S(P0, ..., Pn). Ñèì-
ïëåêñ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè âåêòîðû P1 − P0, P2 − P0, ..., Pn − P0

ëèíåéíî íåçàâèñèìû èëè, ÷òî òîæå ñàìîå

det(P1 − P0, P2 − P0, ..., Pn − P0) 6= 0.

Çäåñü det(ξ1, ξ2, ..., ξn) îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñòîëáöàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ξ1, ξ2, ..., ξn ∈ Rn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåâûðîæäåííûé ñèì-
ïëåêñ S(P0, P1, ..., Pn) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ (îòðèöàòåëüíóþ) îðèåíòàöèþ, åñ-
ëè det(P1 − P0, P2 − P0, ..., Pn − P0) > 0 (det(P1 − P0, P2 − P0, ..., Pn − P0) < 0).
Ïóñòü D ⊂ Rn � îáëàñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(D) ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåâûðîæ-
äåííûõ ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè èç îáëàñòè D.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé f : D → Rn, êîòîðûå ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ ñèìïëåêñîâ èç íåêîòî-
ðîãî, çàðàíåå äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà S(D). Áîëåå òî÷íî, íàñ áóäåò
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èíòåðåñîâàòü ñòðóêòóðà ïðîîáðàçà ïëîñêîñòè â Rn ïðè äåéñòâèè òàêîãî îòîá-
ðàæåíèÿ. Îòìåòèì ðàáîòó [9], â êîòîðîé ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îðèåí-
òàöèè ñèìïëåêñîâ ïðè èõ êâàçèèçîìåòðè÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ S(D) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé f : D → Rn, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñèìïëåêñîâ S ∈ B ⊂ S(D),
÷åðåç CB(D). Íà ìíîæåñòâå S(D) ìû ââîäèì òîïîëîãèþ, ïîðîæäåííóþ åâ-
êëèäîâîé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà Rn(n+1) è åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì ñèìïëåê-
ñà ñ âåðøèíàìè p0, p1, ..., pn ∈ Rn â Rn(n+1) â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà
(p0, p1, ..., pn) ∈ Rn(n+1).

Â ðàáîòå àâòîðîâ [10] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè îòêðûòîå îòîáðàæåíèå f ∈ CS(D)(D), òî f � àôôèííîå

ïðåîáðàçîâàíèå.

Ìû íàçûâàåì ïðåîáðàçîâàíèå àôôèííûì, åñëè îíî âñÿêóþ ïëîñêîñòü ïåðå-
âîäèò â ïëîñêîñòü. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî áîëüøèíñòâî îòîáðàæåíèé
íå ìîæåò ñîõðàíÿòü îðèåíòàöèþ âñåõ ñèìïëåêñîâ. Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì
íåêîòîðîå èõ ïîäìíîæåñòâî B ⊂ S(D). Íî äàæå óìåíüøèâ ìíîæåñòâî ñèì-
ïëåêñîâ, óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ èõ îðèåíòàöèè îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì.
Òàê, íàïðèìåð â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå [10], òàêæå äîêàçàíî, ÷òî åñëè íåïðå-
ðûâíîå è îòêðûòîå îòîáðàæåíèå f : D → Rn ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ëþáîãî
ñèìïëåêñà, ðåáðà êîòîðîãî îáðàçóþò óãîë ñ íåêîòîðîé ïðÿìîé, íå ïðåâûøàþ-
ùèé íåêîòîðîé âåëè÷èíû, òî òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íåïðåðûâíîå è îòêðûòîå îòîá-
ðàæåíèå ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñ ìàêñèìàëüíûì óãëîì,
íå ïðåâîñõîäÿùèì çíà÷åíèÿ θ0, π > θ0 > 2π/3, òî ïðîîáðàç âñÿêîé ïðÿìîé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîêàëüíî ëèïøèöåâó êðèâóþ. Ïðè ïîïûòêå ðàñïðîñòðà-
íèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé n = 3 ìû ïðèøëè ê íåîæèäàííîìó ðåçóëüòàòó.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ñîõðà-
íÿåò îðèåíòàöèþ âñÿêîãî òåòðàýäðà, ó êîòîðîãî âåëè÷èíû òðåõãðàííûõ óãëîâ
íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîé âåëè÷èíû θ0, 2π > θ0 > π, òî îíî ÿâëÿåòñÿ àôôèí-
íûì.

Â [10], [11] áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò î ñòðóêòóðå ïðîîá-
ðàçà ãèïåðïëîñêîñòè íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ CB(D).

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî B ⊂ S(D) îòêðûòî è îòîáðàæåíèå f ∈ CB(D) íå
ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì, òî ïðîîáðàç ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè íå ñîäåðæèò âåðøèí

ñèìïëåêñà èç B.

Çàìå÷àíèå 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû èç [12] î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè íà åãî êîíòèíãåíöèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î

ñòðóêòóðå ïðîîáðàçîâ ïðÿìûõ ëèíèé äëÿ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ îðèåí-

òàöèþ ñèìïëåêñîâ. Ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòå [10]. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîé ïîäõîä, ïðèìåíåííûé â ðàáîòå [11] äëÿ
ïëîñêîãî ñëó÷àÿ.

3. Ôóíêöèÿ òåëåñíîãî óãëà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîíè÷åñêóþ îáëàñòü C ⊂ R3 ñ âåðøèíîé â òî÷êå
p. Òàêàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç
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òî÷êè p è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè íåêîòîðîé îáëàñòè F ⊂ S2(p), ðàñïîëîæåí-
íîé íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2(p) ñ öåíòðîì â òî÷êå p. Âåëè÷èíà òåëåñíîãî óãëà
êîíè÷åñêîé îáëàñòè C â âåðøèíå p îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïëîùàäü îáëàñòè F , êî-
òîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θC(p). Ïî àíàëîãèè ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
âåëè÷èíû òåëåñíîãî óãëà âåðøèíû p ìíîãîãðàííèêà M � êàê âåëè÷èíó òåëåñ-
íîãî óãëà êîíè÷åñêîé îáëàñòè, ïîëó÷åííîé îáúåäèíåíèåì ëó÷åé, âûõîäÿùèõ
èç äàííîé âåðøèíû è íàïðàâëåííûõ âíóòðü ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîé âåëè-
÷èíû ìû ââåäåì ïîõîæåå îáîçíà÷åíèå θM (p). Åñëè ìíîãîãðàííèê M ÿâëÿåòñÿ
òåòðàýäðîì S(p0, p1, p2, p3), òî èç ôîðìóë ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñëåäóåò, ÷òî
âåëè÷èíà òðåõãðàííîãî óãëà ïðè íåêîòîðîé åãî âåðøèíå ðàâíà ñóììå äâóãðàí-
íûõ óãëîâ ïðè ýòîé æå âåðøèíå ìèíóñ π. Ýòó ôîðìóëó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
íåîäíîêðàòíî â äàëüíåéøåì.

Íåñëîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåëåñíîãî óã-
ëà â îáùåì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì â R3 ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü Π è Ω ⊂ Π �
íåêîòîðóþ åå îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè p, íå ëåæàùåé
íà ïëîñêîñòè Π, ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ êîíè÷åñêóþ îáëàñòü

CpΩ = {x ∈ R3 : ∃t > 0, p+ (x− p) · t ∈ Ω}.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå π : Ω→ S2(p) ïðîåêöèè îáëàñòè Ω ⊂ Π íà åäèíè÷íóþ
ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷êå p, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàäàíî ôîðìóëîé

x 7→ x− p
|x− p|

.

Òîãäà ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ÿêîáèàíà ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ

Jπ(x) =
〈x− p, ξ〉
|x− p|3

,

ãäå ξ � íîðìàëü ê ïëîñêîñòè Π îáðàùåííàÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó
òî÷êà p íå ïðèíàäëåæèò, 〈x − p, ξ〉 ≥ 0. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ ê
âûâîäó ýòîé ôîðìóëû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñòðîèì äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêî-
ñòè: Π′ è Π′′, ïðè ýòîì ïëîñêîñòü Π′ áóäåò êàñàòåëüíîé ê ñôåðå S2(p) â òî÷êå
π(x), à ïëîñêîñòü Π′′ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Π′ è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x. Òîãäà
îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé
π = π1 ◦ π2. Çäåñü π2 : Π → Π′′, y ∈ Π′′, è π2(y) áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à py ñ ïëîñêîñòüþ Π′′, à π1 : Π′′ → S2(p), è π1(y) áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à py ñî ñôåðîé S2(p). Èñêîìûé ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ π ðàâåí ïðîèçâåäå-
íèþ Jπ(x) = Jπ1(x) · Jπ2(x) ÿêîáèàíîâ îòîáðàæåíèé π1 è π2. Äèôôåðåíöèàë
îòîáðàæåíèÿ π1 â òî÷êå x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþ-
ùååñÿ êîìïîçèöèåé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà èç òî÷êè x
â òî÷êó π(x) è óìíîæåíèåì ýòîãî âåêòîðà íà ÷èñëî 1/|x − p|, ÷òî ñëåäóåò èç
ñîîáðàæåíèé ïîäîáèÿ. Çíà÷èò

Jπ1(x) =
1

|x− p|2
.

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ π2(x) èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàâåí êîñèíóñó óãëà
ìåæäó íîðìàëÿìè ïëîñêîñòåé Π è Π′′, ò. å.

Jπ2
(x) =

〈x− p, ξ〉
|x− p|

.

Òàêèì îáðàçîì ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ôîðìóëó äëÿ Jπ(x).
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Èç âûâåäåííîé ôîðìóëû áóäåì èìåòü

θCpΩ(p) =

∫
Ω

〈x− p, ξ〉
|x− p|3

dx.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

θΩ(p) = θCpΩ(p).

Òåïåðü, åñëè ïîëîæèòü G(x, p) = − 1
|x−p| , òî ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïåðåïè-

ñàíà â âèäå

θΩ(p) =

∫
Ω

〈∇xG(x, p), ξ〉dx.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ G(x, p) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âñþäó, êðîìå òî÷åê x = p,
è ïî x è ïî p, òî è ôóíêöèÿ θΩ(p), ðàññìîòðåííàÿ êàê ôóíêöèÿ òî÷êè p, ÿâëÿ-
åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Ïóñòü H+ � ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå ïëîñêîñòüþ
Π, ñîäåðæàùåå òî÷êó p. Î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(1) θΩ(p) < θΩ(y),

äëÿ âñÿêîé òî÷êè y ∈ CΩ ∩ H+. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå îáëàñòè CpΩ åå ìîæíî ïîìåñòèòü â îáëàñòü CyΩ, ñîâìåñòèâ òî÷êó p ñ
òî÷êîé y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πt ïëîñêîñòü â H+, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè Π,
ðàñïîëîæåííóþ îò íåå íà ðàññòîÿíèè t. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
Π èìååò âèä 〈x, ξ〉 = d, îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü

C = {x ∈ R3 : x− 〈x, ξ〉ξ + dξ ∈ Ω}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0 òó ÷àñòü ýòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, îòñåêàåìóþ ïëîñ-
êîñòüþ Π, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó p. Ïóñòü C0 ∩Πt = Ωt. Îïðåäåëèì ñëåäóþ-
ùóþ ôóíêöèþ

θ(t) = max
y∈Ωt

θΩ(y).

Ëåììà 1. Åñëè îáëàñòü Ω ⊂ Π ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è âûïóêëîé, òî ôóíê-

öèÿ θ(t) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç ôóíêöèåé ïðè t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω èìååò ãëàäêóþ ãðàíè-
öó. Ïóñòü f(y) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ïëîñêîñòè Π. Äëÿ ïàðû çíà÷åíèé
t1, t2 > 0 ïîëîæèì

g(y) = θΩ(y)−
(
θ(t1) +

θ(t2)− θ(t1)

t2 − t1
(f(y)− t1)

)
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèè g(y) íà ìíîæåñòâå Ωt äî-
ñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìàêñèìóì ôóíêöèè θΩ(y). Äëÿ òî÷åê y ∈ Ωt
âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ äëÿ òåëåñíîãî óãëà

θΩ(y) =

∫
Ω

〈x− y, ξ〉
|x− y|3

dx =

= t

∫
Ω

dx

(t2 + |x− y′|2)3/2
,
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ãäå y′ � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè y íà ïëîñêîñòü Π. Çäåñü ìû âîñïîëü-
çîâàëèñü òåì, ÷òî âåêòîð x− p ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îðòîãîíàëüíîé
ñóììû

x− y = 〈x− y, ξ〉ξ + x− y′ = tξ + x− y′.
Ïóñòü ξ0 � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè îáëàñòè Ωt â ïëîñêîñòè Πt. Òîãäà, ïðèìå-
íÿÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó y′, â òî÷êàõ ãðàíè-
öû öèëèíäðà C áóäåì èìåòü

∂θΩ(y)

∂ξ0
= 3t

∫
Ω

〈x− y′, ξ0〉dx
(t2 + |x− y′|2)5/2

≤ 0.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó âûïóêëîñòè Ω, ïîýòîìó ÷èñëè-
òåëü äðîáè, ñòîÿùåé â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, íåïîëîæèòåëåí. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè g(y) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
{t1 < f(y) < t2} ∩ H+ ∩ C0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîé îáëàñòè g(y) ≤ 0. Ýòî
ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

θΩ(y) ≤
(
θ(t1) +

θ(t2)− θ(t1)

t2 − t1
(f(y)− t1)

)
.

Ïåðåõîäÿ ê ìàêñèìóìó ïî y ∈ Ωt, ïðèõîäèì îêîí÷àòåëüíî ê íåðàâåíñòâó

(2) θ(t) ≤
(
θ(t1) +

θ(t2)− θ(t1)

t2 − t1
(t− t1)

)
.

Ýòî íåðàâåíñòâî, âûïîëíåííîå äëÿ âñåõ 0 < t1 < t2, îçíà÷àåò âûïóêëîñòü âíèç
ôóíêöèè θ(t) ïðè t > 0. Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ íåãëàäêîé ãðàíè-
öû îáëàñòè Ω ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì è àïïðîêñèìàöèåé îáëàñòè Ω
âûïóêëûìè îáëàñòÿìè ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ω1 ⊂ Ω �
âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò îáëàñòü Ω. Èç
ôîðìóëû äëÿ θΩ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

0 ≤ θΩ(y)− θΩ1
(y) =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω\Ω1

〈x− p, ξ〉
|x− p|3

dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
d+ diam(Ω)

d3
|Ω \ Ω1|,

ãäå d � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îáëàñòü Ω. Èç ïîëó-
÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

θΩ1(t) ≤ θΩ(t) ≤ θΩ2(t)

è

|θΩ(t)− θΩ1(t)| ≤ t+ diam(Ω)

t3
|Ω \ Ω1|.

Ýòè íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (2).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó θ(t) → 0

ïðè t→ +∞, òî èç âûïóêëîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ θ(t)
ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. �

Ëåììà 2. Ïóñòü S = S(p0, p1, p2, p3) � òåòðàýäð è Ω � âíóòðåííÿÿ ÷àñòü åãî

ãðàíè ñ âåðøèíàìè p1, p2, p3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θS(p) âåëè÷èíó òåëåñíîãî óãëà

â òåòðàýäðå S = S(p, p1, p2, p3) â âåðøèíå p. Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:



Î ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ 991

α)
lim
p→q

θS(p) = 2π, ∀q ∈ Ω.

β) Ïóñòü q ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ãðàíè Ω è íå ÿâëÿåòñÿ åå âåðøèíîé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ ` âûõîäÿùèé èç òî÷êè q, íàïðàâëåííûé
âíóòðü òåòðàýäðà S. Òîãäà

lim
p∈`,p→q

θS(p) = 2π − 2ϕ,

ãäå ϕ � äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ãðàíè Ω è ïëîñêîñòüþ,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëó÷ ` è ñòîðîíó ãðàíè Ω, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà
q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå α) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ìíîãîãðàííûé óãîë
ïðè âåðøèíå p òåòðàýäðà S(p, p1, p2, p3) ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â ïîëóñôåðó êîãäà
òî÷êà p ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå ãðàíè Ω. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà â β)
ðàññìîòðèì òî÷êó p ∈ `, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê òî÷êå q. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè q ∈ [p1, p2]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α0, α1, α2 äâóãðàííûé óãëû ïðè âåðøèíå
p â òåòðàýäðå S(p, p1, p2, p3), ïðè÷åì α1 è α2 � óãëû ïðè ðåáðàõ pp1 è pp2 ñî-
îòâåòñòâåííî. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî α0 → π,
à αi → π − ϕ, i = 1, 2 ïðè p → q. Òîãäà ïî ôîðìóëå ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî
òðåóãîëüíèêà èìååì

lim
p∈`,p→q

θS(p) = lim
p∈`,p→q

(α0 + α1 + α2 − π) = π + 2(π − ϕ)− π = 2π − 2ϕ.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ëåììà 3. Ðàññìîòðèì êîíè÷åñêóþ îáëàñòü C íåêîòîðîãî òðåõãðàííîãî óãëà ñ

âåðøèíîé p. Åñëè âåëè÷èíà íåêîòîðîãî ïëîñêîãî óãëà â ýòîì òðåõãðàííîì óãëå

ðàâíà ϕ, à îáà äâóãðàííûõ óãëà ïðè íåì íå ÿâëÿþòñÿ òóïûìè, òî

θC(p) ≤ ϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì íîâûé òðåõãðàííûé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå p
è äâóìÿ ïðÿìûìè ïëîñêèìè óãëàìè â ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñòîðîíû
ïëîñêîãî óãëà, óêàçàííîãî â óñëîâèè ëåììû. Åãî êîíè÷åñêàÿ îáëàñòü C ′ ñî-
äåðæèò îáëàñòü C. Ïîýòîìó θC′(p) ≥ θC(p). Óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåò òåïåðü
ñëåäîâàòü èç ðàâåíñòâà θC′(p) = ϕ. �

Çàìå÷àíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A,B,C íåêîòîðûå òî÷êè íà ðåáðàõ òðåõ-

ãðàííîãî óãëà, ðàññìîòðåííîãî â ëåììå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äâóãðàííûå óã-

ëû ïðè ðåáðàõ pA è pB íå ïðåâîñõîäÿò π/2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîåê-

öèÿ òî÷êè C íà ïëîñêîñòü ãðàíè ApB ëåæèò ìåæäó ëó÷àìè pA è pB.

Ëåììà 4. Ïóñòü Ω � òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå ñ âåðøèíàìè p1, p2, p3, íå

èìåþùèé òóïûõ óãëîâ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå çíà÷åíèå π < θ0 < 2π. Òîãäà
÷àñòü ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè θΩ

Σθ0 = {y : θΩ(y) = θ0},
ëåæàùàÿ ïî îäíó èç ñòîðîí ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàä-

êóþ ïîâåðõíîñòü, êðàé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Âî

âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû òðåóãîëüíèêà, êðîìå âåðøèí, ñóùåñòâóþò êàñàòåëüíûå

ïëîñêîñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå îáðàçóþò óãîë π − θ0/2 ñ ïëîñêîñòüþ

òðåóãîëüíèêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ïëîñêîñòè
òðåóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêó θΩ(y)→ 0 ïðè y →∞, òî âåëè÷èíà

max
Σθ0

f(x)

êîíå÷íà è äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ Σθ0 . Ñîãëàñíî ëåììå 1, â ñèëó
ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè θ(t) äëÿ θ′ > θ0 ìíîæåñòâî óðîâíÿ Σθ′ ëåæèò ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè, çàäàííûìè óðàâíåíèåì {x : f(x) = f(x0)}. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó p′ ∈ Σθ0 . Ïîñòðîèì òåòðàýäð S′ = S(p′, p1, p2, p3). Ïîêàæåì,
÷òî ìíîæåñòâî Σθ0 ëåæèò âûøå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè S′, åñëè çà îñíîâàíèå
ýòîãî òåòðàýäðà ïðèíÿòü òðåóãîëüíèê Ω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà
p∗ ∈ Σθ0 , ëåæàùàÿ íèæå ýòîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, òî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ
òåòðàýäðà S∗ = S(p∗, p1, p2, p3), èç ñâîéñòâà (1) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

θ0 = θS′(p
′) > θS∗(p

∗) = θ0.

Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, òî òî÷êà p∗ íå ìîæåò ëå-
æàòü íèæå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà S′. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî
Σθ0 íå ìîæåò ïåðåñåêàòü áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè C0 âî
âñåõ åå òî÷êàõ, êðîìå òî÷åê ãðàíèöû òðåóãîëüíèêà Ω. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, ò. å. íàéäåòñÿ òî÷êà p′ ∈ Σθ0 ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Ïîñêîëüêó ýòà òî÷êà
íå ëåæèò â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà Ω, òî òåòðàýäð S′ = S(p′, p1, p2, p3) ÿâëÿ-
åòñÿ íåâûðîæäåííûì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî p′ ëåæèò íà òîé
÷àñòè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòîðîíå p1p2 åãî
îñíîâàíèÿ Ω. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê â îñíîâàíèè íå èìååò òóïûõ óãëîâ, òî âå-
ëè÷èíà α1 äâóãðàííîãî óãëà ìåæäó ãðàíÿìè p

′p1p3 è p1p2p
′, à òàêæå âåëè÷èíà

α2 äâóãðàííîãî óãëà ìåæäó ãðàíÿìè p′p2p3 è p1p2p
′, íå ïðåâîñõîäÿò π/2. Ýòî

ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 2 ê ëåììå 3. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà α äâóãðàííîãî
óãëà ìåæäó ãðàíÿìè p′p1p3 è p

′p2p3 íå ïðåâîñõîäèò π. Ïîýòîìó

θS′(p
′) = α1 + α2 + α− π ≤ π

2
+
π

2
+ π − π = π.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåäïîëîæåíèþ p′ ∈ Σθ0

θ0 = θS′(p
′).

È ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó θ0 ≤ π, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Òà-
êèì îáðàçîì, òî÷êà p′ íå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà áîêîâîé ãðàíè öèëèíäðà C0,
êðîìå òî÷åê ãðàíèöû òðåóãîëüíèêà Ω. Òåïåðü ðàññìîòðèì òî÷êó p∗ ∈ Σθ0 , â
êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà Σθ0 . Ïîñòðîèì
òåòðàýäð S∗ = S(p∗, p1, p2, p3). Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðàñïî-
ëîæåíî ìåæäó áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè öèëèíäðà C0 è òåòðàýäðà S

∗. Ïîñêîëü-
êó ôóíêöèÿ θS′(p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî åå ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé, ïðè÷åì èç ïîëó÷åííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà Ω0. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó q ëåæàùóþ, äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, íà ñòîðîíå p1p2 òðåóãîëüíèêà Ω = p1p2p3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê qn ∈ Σθ0 , n = 1, 2, ..., ñõîäÿùóþñÿ ê q, ïðè÷åì
ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ëó÷åé qqn îáðàçóåò ëó÷ `. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ β)
ëåììû 2, ìû èìååì

lim
n→∞

θΩ(qn) = 2π − 2ϕ,

ãäå ϕ � äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ òðåóãîëüíèêà Ω è ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëó÷ ` è ñòîðîíó p1p2 òðåóãîëüíèêà Ω, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò
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òî÷êà q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âåëè÷èíû, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ðàâíû θ0,
òàê êàê q ∈ Σθ0 . Ñëåäîâàòåëüíî

ϕ = π − θ0/2.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî Σθ0 óðîâíÿ ôóíêöèè θΩ(y) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîñêîëüêó
âíå ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, òî â ñèëó
òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åå äèôôåðåíöèàë íèãäå
íå ðàâåí íóëþ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè θΩ(y) ïî íàïðàâëåíèþ
îðòîãîíàëüíîìó ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà íå ðàâíà íóëþ. Ñîãëàñíî âû÷èñëåíè-
ÿì ëåììû 1

θΩ(y) =

∫
Ω

〈x− y, ξ〉
|x− y|3

dx =

= t

∫
Ω

dx

(t2 + |x− y′|2)3/2
,

ãäå y′ � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè y íà ïëîñêîñòü Π, t > 0 � ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè. Âûïîëíèì çàìåíó â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, ïîëîæèâ z = (x−y′)/t.
Ïîëó÷èì

θΩ(y) =
1

t

∫
Ω

d(x− y′)/t
(1 + |(x− y′)/t|2)3/2

=

1

t

∫
Ω(t)

dz

(1 + |z|2)3/2
,

ãäå Ω(t) = {z : z · t + y′ ∈ Ω}. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 0 < t1 < t2 èìååò ìåñòî âëî-
æåíèå Ω(t2) ⊂ Ω(t1). Òàêèì îáðàçîì, θΩ(y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå

ñòðîãî óáûâàþùèõ ôóíêöèé ïî t. Ñëåäîâàòåëüíî ∂θΩ(y)
∂t < 0. Ëåììà äîêàçàíà

ïîëíîñòüþ. �

4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü f : R3 → R3 íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Çàôèêñèðóåì âå-
ëè÷èíó π < θ0 < 2π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξθ0 ìíîæåñòâî òåòðàýäðîâ, â êîòîðûõ
âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî òðåõãðàííîãî óãëà íå áîëüøå θ0. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Åñëè íåïðåðûâíîå, îòêðûòîå îòîáðàæåíèå f : R3 → R3 ñîõðàíÿåò

îðèåíòàöèþ âñÿêîãî òåòðàýäðà èç ìíîæåñòâà Ξθ0 , òî ïðîîáðàç f−1(L) ëþáîé

ïëîñêîñòè L ⊂ R3 ïîëíîñòüþ ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê Ω ñ
âåðøèíàìè A,B,C ∈ f−1(L). Ïóñòü Π îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü ýòîãî òðåóãîëüíè-
êà, à C0 � öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü, ïîñòðîåííóþ íàä Ω ñ îáðàçóþùèìè, îð-
òîãîíàëüíûìè ïëîñêîñòè Π. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Ω ìû ðàññìàòðèâàåì êàê îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî ïëîñêîñòè Π. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïåðåñå÷åíèå f−1(L)∩C0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê ôóíêöèè â ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé äâå äå-
êàðòîâû îñè âûáðàíû â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ Ω öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè C0,
à òðåòüÿ íàïðàâëåíà îðòîãîíàëüíî ýòîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå
òàê. Òîãäà íàéäóòñÿ äâå òî÷êè p′, p′′ ∈ f−1(L) ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, îðòî-
ãîíàëüíîé ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè C0. Ïóñòü A,B,C �
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âåðøèíû òðåóãîëüíèêà îñíîâàíèÿ, ëåæàùèå íà ìíîæåñòâå f−1(L). Òàê æå ÷å-
ðåç e îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü òðåòüåé îñè ïîñòðî-
åííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñòðîèì äâå ïîâåðõíîñòè

Σ± = {p ∈ C0 : θΩ(p) = θ0, ±〈p−A, e〉 > 0}.
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñòàòüè ýòè äâå ïîâåðõíîñòè îãðà-
íè÷èâàþò îáëàñòü D âíóòðè öèëèíäðà, âíóòðè êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî θΩ(p) > θ0. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè p′, p′′ äîëæíû ëåæàòü âíóòðè
ýòîé îáëàñòè D, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â òåòðàýäðàõ S(p′, A,B,C) è
S(p′′, A,B,C) âåëè÷èíû òðåõãðàííûõ óãëîâ íå ïðåâîñõîäÿò â âåðøèíàõ p′, p′′

èëè π (äëÿ âåðøèí A,B,C â ñèëó ëåììû 3 è çàìå÷àíèÿ 2), èëè θ0 . ×òî áóäåò
ïðîòèâîðå÷èòü óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè p′, p′′ ëåæàò
ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ Ω. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà p′′ ëåæèò áëèæå ê îñíîâàíèþ öèëèíäðà, ÷åì òî÷êà p′. Ïîñòðîèì ÷å-
òûðå òåòðàýäðà S1 = S(p′, p′′, A,B), S2 = S(p′, p′′, B,C), S3 = S(p′, p′′, C,A),
S0 = S(p′′, A,B,C). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 3 è çàìå÷àíèÿ 2 âåëè÷èíû
òðåõãðàííûõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A,B,C â òåòðàýäðå S(p′, A,B,C) íå ïðåâîñ-
õîäÿò π. Çíà÷èò òåì áîëåå íå ïðåâîñõîäÿò π âåëè÷èíû òðåõãðàííûõ óãëîâ â
ýòèõ æå âåðøèíàõ ïîñòðîåííûõ òåòðàýäðîâ S0, S1, S2, S3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αi
âåëè÷èíó òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíå p′′ òåòðàýäðà Si, i = 0, 1, 2, 3. ßñíî,
÷òî èõ ñóììà ðàâíî 4π. Ïîñêîëüêó α0 > θ0, òî

4π = α0 + α1 + α2 + α3 > θ0 + α1 + α2 + α3,

α1 + α2 + α3 < 4π − θ0.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç âåëè÷èí ñóììû â ëåâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìåíüøå (4π − θ0)/3. Ïóñòü, ê ïðèìåðó α1 < (4π − θ0)/3.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû

4π − θ0

3
< θ0,

òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ θ0 > π. Òàêèì îáðàçîì, â òåòðàýäðå S1 âñå òðåõ-
ãðàííûå óãëû íå ïðåâîñõîäÿò θ0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè p′, p′′ ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ Ω. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå òðåõãðàííûå óãëû òåò-
ðàýäðîâ S(p′, p′′, A,B), S(p′, p′′, B,C), S(p′, p′′, C,A) íå ïðåâîñõîäÿò π < θ0, è ìû
îïÿòü ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ðàññìîòðèì òåòðàýäð S(p′, p′′, A,B). Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì òåòðàýäðå
óãîë ïðè âåðøèíå A íå ïðåâîñõîäèò π. Çàìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
òî÷êè B íà ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà p′Ap′′ áóäåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC, òàê êàê ýòà ïëîñêîñòü è ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà p′Ap′′ îðòîãîíàëü-
íû. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ òî÷êè B áóäåò ðàñïîëîæåíà ìåæäó ëó÷àìè
Ap′ è Ap′′. Òîãäà èç ëåììû 3 è çàìå÷àíèÿ 2 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíåB òàêæå íå ïðåâîñ-
õîäèò π. Òåïåðü ïîêàæåì òîæå äëÿ âåðøèí p′, p′′. Äîêàçàòåëüñòâà äëÿ êàæäîé
âåðøèíû îäèíàêîâû, ïîýòîìó, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîâåäåì åãî äëÿ âåðøèíû
p′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p∗ ïðîåêöèþ p′ íà ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Âåëè÷è-
íà òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíå p′ â òåòðàýäðå S(p′, p′′, A,B) íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíå p∗ â òåòðàýäðå S(p∗, p′′, A,B), ïî-
ñêîëüêó ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïðè ñîâìåùåíèè âåðøèí p′ è p∗

ïåðâûé òðåõãðàííûé óãîë îêàæåòñÿ âíóòðè âòîðîãî. Íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî
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òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 3 äëÿ òðåõãðàííîãî óãëà ïðè âåðøèíå p∗ â òåòðàýäðå
S(p∗, p′′, A,B). Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî â D íèêàêèå äâå òî÷êè ìíîæåñòâà
f−1(L) íå ìîãóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè òðåóãîëü-
íèêà îñíîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè C0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç π îòîáðàæåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Π.
Ïóñòü M = f−1(L) ∩ C0, K = f(C0). Ìíîæåñòâî K îòêðûòî, ïîñêîëüêó f �
îòêðûòîå îòîáðàæåíèå. Ïåðåñå÷åíèå L ∩K åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïëîñêî-
ñòè L, ïðè÷åì f−1(L ∩ K) = M . Òàê êàê îòîáðàæåíèå π, êàê áûëî ïîêàçàíî
âûøå, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî íà ìíîæåñòâå M , òî îòîáðàæåíèå h = π ◦ f−1 îò-
êðûòî íà L∩K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îáðàç L∩K ïðè äåéñòâèè ýòîãî îòîáðàæå-
íèÿ. Ïî ïîñòðîåíèþ ÿñíî, ÷òî T åñòü ïðîåêöèÿ M íà ïëîñêîñòü Π. Ïîêàæåì,
÷òî T = Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Ω ∩ ∂T .
Çäåñü ∂T îáîçíà÷àåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà T , ò. å. ðàçíîñòü çàìûêàíèÿ è ïîä-
ìíîæåñòâà âíóòðåííèõ òî÷åê T . Ïóñòü xn ∈ T � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå x0. Ïîëîæèì π−1(xn) ∩M = yn. ßñíî, ÷òî
f(yn) ∈ L. Ïîñêîëüêó yn ∈ M ⊂ D, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è
èìååò íåêîòîðóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó y0 ∈ C0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ñõîäÿùåéñÿ. Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ π íåïðåðûâ-
íà, òî π(yn) = xn → x0, çíà÷èò π(y0) = x0. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî y0 åñòü âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà öèëèíäðà C0. Ïîëîæèì z0 = f(y0). Ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíî, à
L çàìêíóòî, òî z0 ∈ L. Ïîñêîëüêó yn ∈ C0, òî z0 ∈ K. Ïîñêîëüêó y0 âíóò-
ðåííÿÿ òî÷êà äëÿ C0, òî â ñèëó îòêðûòîñòè îòîáðàæåíèÿ f òî÷êà z0 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé â f(C0) = K. Òî åñòü z0 ∈ K ∩ L. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷å-
âèäíî, ÷òî x0 = π ◦ f−1(z0), ò. å. òî÷êà x0 äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
f−1(K ∩ L) = T . Ò. ê. ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå π ◦ f−1 îòêðûòî, òî ìíîæåñòâî T
îòêðûòî â ïëîñêîñòè Π, à x0 � åãî âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-
÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî x0 ∈ ∂T . Òàêèì îáðàçîì ïðîåêöèÿ M íà ïëîñêîñòü
Π ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò òðåóãîëüíèê Ω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áûëî ïîêà-
çàíî âûøå, M ⊂ D, ïîýòîìó èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî çàìûêàíèå M ∩ C0

ñîäåðæèò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó òî÷åê
A′ ∈ AC,B′ ∈ BC, òàêóþ, ÷òî îòðåçêè AB è A′B′ ïàðàëëåëüíû. Òðåóãîëüíèê
A′B′C ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC è ÿâëÿåòñÿ îñòðîóãîëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàê áûëî äîêàçàíî âûøå A′B′ ⊂ M . Ïîýòîìó âñå ìíîæåñòâî M ⊂ Π. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáîé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè íà ìíîæåñòâå f−1(L)
ïîëíîñòüþ ëåæèò â ýòîì ìíîæåñòâå.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì, ÷òî âñÿêèé íåïðåðûâ-
íûé êîíòóð Q áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ëåæàùèé â f−1(L), ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.
Ïóñòü êîíòóð Q çàäàí íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì r : [0, 1] → f−1(L), r(0) =
r(1), è äëÿ âñÿêèõ t1, t2 ∈ (0, 1), t1 6= t2 âûïîëíåíî r(t1) 6= r(t2). Çàôèê-
ñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 0 ≤ t0 < 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî t0 > 0. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê t′n, t

′′
n, òàêèå, ÷òî

t′n < t0, t
′
n → t0, t

′′
n > t0, t

′′
n → t0, ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå ëó÷è ïðè

n → +∞ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç r(t0) è ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êè r(t′n), r(t′′n). ßñíî, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N > 0, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî n > N ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ t′ < t0 è t′′ > t0 â îêðåñòíîñòè t0 òàêèå,
÷òî ∠r(t0)r(t′n)r(t′) > ∠r(t′n)r(t0)r(t′) è ∠r(t0)r(t′′n)r(t′′) > ∠r(t′′n)r(t0)r(t′′). Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå t∗1, t

∗
2, ÷òî òðåóãîëüíèê r(t∗1)r(t∗2)r(t0) ðàâ-

íîáåäðåííûé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a = r(t′n), b = r(t′). Áóäåì ïåðåìåùàòü
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òî÷êè a, b ïî êîíòóðó Q, ñîõðàíÿÿ èõ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ äðóã çà äðóãîì, ïðè-
÷åì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè òî÷êè ïîïàäóò â òî÷êè r(t′′), r(t′′n). ßñíî, ÷òî â èòîãå
áóäåò a = r(t′′), b = r(t′′n). Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü óãëîâ ∠r(t0)ab − ∠ar(t0)b ñíà-
÷àëà áóäåò ïîëîæèòåëüíîé, à ïîòîì îòðèöàòåëüíîé, òî â íåêîòîðûé ìîìåíò
ýòè óãëû ñðàâíÿþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïî-
ëó÷èì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Ïðè÷åì, âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå N ,
ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê áóäåò îñòðîóãîëüíûé. Ñòîðî-
íû òàêîãî òðåóãîëüíèêà, ïî äîêàçàííîìó âûøå, äîëæíû ïîëíîñòüþ ëåæàòü â
ìíîæåñòâå f−1(L). Èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ÿñíî, ÷òî äëÿ âñÿêèõ çíà-
÷åíèé t èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 òðåóãîëüíèêè r(t∗1)r(t∗2)r(t) òàêæå
ÿâëÿþòñÿ îñòðîóãîëüíûìè. Çíà÷èò âñå èõ ñòîðîíû ëåæàò â ìíîæåñòâå f−1(L).
Çàìåòèì, ÷òî ó âñåõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñòîðîíà r(t∗1)r(t∗2) îáùàÿ. Îïÿòü èç
ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè è òîãî ôàêòà, ÷òî f−1(L) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, îð-
òîãîíàëüíóþ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà r(t∗1)r(t∗2)r(t) è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç åãî
âíóòðåííþþ òî÷êó â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ñëåäóåò, ÷òî âñå òàêèå òðåóãîëüíèêè
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, âñå òî÷êè êîíòóðà r(t) äëÿ t èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè t0 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî âåñü êîíòóð ëåæèò â
ýòîé ïëîñêîñòè. Èç ïðîèçâîëüíîñòè êîíòóðà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî è âñå ìíî-
æåñòâî f−1(L) ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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