
S e©MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 18, � 2, ñòð. 975�984 (2021) ÓÄÊ 519.172.2, 519.174

DOI 10.33048/semi.2021.18.073 MSC 05C10, 05C15, 05C70

ÏÓÒÅÂÀß ÐÀÇÁÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ÏËÀÍÀÐÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ Ñ

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍßÌÈ ÍÀ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈÅ ÊÎÐÎÒÊÈÕ

ÖÈÊËÎÂ

À.Í. ÃËÅÁÎÂ

Abstract. Let a and b be positive intergers. An (a, b)-partition of a
graph is a partition of its vertex set into two subsets so that in the
subgraph induced by the �rst subset each path contains at most a vertices
while in the subgraph induced by the second subset each path contains at
most b vertices. A graph G is τ -partitionable if it has an (a, b)-partition
for any pair a, b such that a + b equals to the number of vertices in the
longest path in G. The celebrated Path Partition Conjecture of Lov�asz
and Mih�ok (1981) states that every graph is τ -partitionable. In 2018,
Glebov and Zambalaeva proved the Conjecture for triangle-free planar
graphs where cycles of length 4 have no common edges with cycles of
length 4 and 5. The purpose of this paper is to generalize this result by
proving that every planar graph in which cycles of length 4 to 7 have no
chords while 3-cycles have no common vertices with cycles of length 3
and 4 is τ -partitionable.

Keywords: graph, planar graph, girth, path partition, τ -partitionable
graph, Path Partition Conjecture.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïóòåâîãî ðàçáèåíèÿ ãðàôà, òî åñòü òàêîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà åãî âåðøèí íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ïðè êîòîðîì äëÿ êàæ-
äîé ÷àñòè ðàçáèåíèÿ ÷èñëî âåðøèí â íàèáîëüøåé ïðîñòîé öåïè îãðàíè÷åíî
ñâåðõó çàðàíåå çàäàííîé âåëè÷èíîé.
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Ïóñòü G = (V,E) � êîíå÷íûé ïðîñòîé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è
ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ÷åðåç d(v) îáîçíà÷èì åå
ñòåïåíü, òî åñòü ÷èñëî èíöèäåíòíûõ v ðåáåð; âåðøèíà ñòåïåíè d íàçûâàåòñÿ
d-âåðøèíîé. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Pn è Cn äëÿ ïðîñòîé öåïè è
ïðîñòîãî öèêëà ñ n âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Öèêë Cn èíà÷å áóäåì íàçûâàòü
n-öèêëîì, à öèêë C3 � òðåóãîëüíèêîì. Îáõâàò g(G) è îêðóæåíèå c(G) ãðàôà
G îïðåäåëÿþòñÿ êàê íàèìåíüøàÿ è íàèáîëüøàÿ äëèíà ïðîñòîãî öèêëà â G,
ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ïàíöèêëè÷åñêèì (ñëàáî ïàíöèêëè÷åñêèì),
åñëè â G èìååòñÿ öèêë Cn ïðè êàæäîì öåëîì n ∈ {3, . . . , |V |} (ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè êàæäîì öåëîì n ∈ {g(G), . . . , c(G)}).

Ïëàíàðíûé ãðàô � ýòî ãðàô, êîòîðûé ìîæíî óëîæèòü íà ïëîñêîñòè áåç
ïåðåñå÷åíèé ðåáåð. Ïëîñêèé ãðàô G = (V,E, F ) � ýòî òàêàÿ óêëàäêà ïëàíàð-
íîãî ãðàôà G = (V,E) íà ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîé ðåáðà íå ïåðåñåêàþòñÿ. ×å-
ðåç F = F (G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíåé ïëîñêîãî ãðàôà G, òî åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé íà ïëîñêîñòè, ãðàíèöû êîòîðûõ îáðàçîâàíû
âåðøèíàìè è ðåáðàìè ãðàôà G. Ðàíãîì r(f) ãðàíè f ∈ F ñâÿçíîãî ïëîñêîãî
ãðàôà G íàçîâåì äëèíó ãðàíè÷íîãî îáõîäà ãðàíè f , ãäå ìîñòû ó÷èòûâàþòñÿ
äâàæäû. Ãðàíü ðàíãà r òàêæå íàçûâàåòñÿ r-ãðàíüþ, à ãðàíü ðàíãà 3 � òðå-
óãîëüíîé ãðàíüþ. Ïëàíàðíûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïëàíàðíûì,
åñëè ïðè äîáàâëåíèè ê íåìó ëþáîãî ðåáðà ïëàíàðíîñòü íàðóøàåòñÿ. Èçâåñòíî,
÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïëàíàðíîñòü ãðàôà ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ëþáàÿ åãî ïëîñ-
êàÿ óêëàäêà ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé, òî åñòü âñå åå ãðàíè � òðåóãîëüíûå.

×åðåç τ(G) îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí â íàèáîëüøåé ïðîñòîé öåïè ãðàôà G.
Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí X ⊆ V ÷åðåç G[X] îáîçíà÷èì ïîäãðàô â
G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí X. Ïóñòü a ≥ 1, b ≥ 1 � íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Ïóòåâûì (a, b)-ðàçáèåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
åãî âåðøèí V íà äâà ïîäìíîæåñòâà V1 è V2 òàêèå, ÷òî τ(G[V1]) ≤ a è τ(G[V2]) ≤
b, òî åñòü ïîðîæäåííûé ïîäãðàôG[V1] íå ñîäåðæèò öåïåé Pa+1, à ïîäãðàôG[V2]
íå ñîäåðæèò Pb+1.

Â ñòàòüÿõ [2, 9, 10, 15] èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ îá (a, b)-ðàçáèâàåìîñòè ïëàíàð-
íûõ ãðàôîâ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì îáõâàòîì ïðè êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ a è b. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïëàíàðíûå ãðàôû ñ îáõâàòîì 5, 6, 7 è 11 ÿâ-
ëÿþòñÿ (7, 7)-ðàçáèâàåìûìè [9], (3, 3)-ðàçáèâàåìûìè [10], (2, 2)-ðàçáèâàåìûìè
[2] è (1, 2)-ðàçáèâàåìûìè [15], ñîîòâåòñòâåííî. Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòàõ [17] è
[1] äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî c > 1 áûëè ïîëó÷åíû ïðèìå-
ðû ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ îáõâàòîì 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, íå ÿâëÿþùèåñÿ (c, c)-
ðàçáèâàåìûìè.

Ëîâàñ è Ìèõîê (1981) ïðåäëîæèëè ñëåäóþùåå ïðîñòîå îïðåäåëåíèå ïóòåâîé
ðàçáèâàåìîñòè, ïðè êîòîðîì ÷èñëà a è b îáðàçóþò ÷èñëîâîå ðàçáèåíèå ïàðàìåò-
ðà τ(G). Ãðàô G íàçûâàåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò (a, b)-
ðàçáèåíèå ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a, b òàêèõ, ÷òî a + b = τ(G). Ëîâàñîì è
Ìèõîêîì (ñì. [13, 19]) áûëà âûäâèíóòà ñëåäóþùàÿ

Ãèïîòåçà 1. (î ïóòåâîé ðàçáèâàåìîñòè) Ëþáîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì.

Çà ïîñëåäíèå 30 ëåò ãèïîòåçà 1 ïðèîáðåëà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü, îäíàêî äî
ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåðåøåííîé. Ñîäåðæàòåëüíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåí-
íûõ äàííîé ãèïîòåçå, ïðèâåäåí â [8]. Ãèïîòåçà 1 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ ãàìèëüòîíîâó öåïü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
èìååì τ(G) = |V |. Â [3, 4, 5, 6, 7] è äðóãèõ ðàáîòàõ ãèïîòåçà 1 áûëà äîêàçàíà
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äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Òàê â [5, 7] áûëà óñòàíîâëåíà τ -
ðàçáèâàåìîñòü ãðàôîâ áåç êëåøíåé (òî åñòü áåç ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ K1,3)
è ñâÿçíûõ ñëàáî ïàíöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ. Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé
ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå 1 (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ âåð-
øèííî äâóñâÿçíûì è åãî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü íå ìåíüøå 3. Èç ðåçóëüòàòîâ
[16] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ (a, τ − a)-ðàçáèâàåìûì ïðè a ≤ 8. Òàòò
[18] óñòàíîâèë, ÷òî ëþáîé ÷åòûðåõñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëü-
òîíîâûì, à çíà÷èò, τ -ðàçáèâàåìûì. Õàêèìè è Øìåéõåëü [14] äîêàçàëè, ÷òî
ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïëàíàðíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïàíöèêëè÷åñêèì. Ýòî
ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïëîñêèõ ïî÷òè òðèàíãóëÿöèé, òî åñòü ñâÿçíûõ
ïëîñêèõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ â òî÷íîñòè îäíó íåòðåóãîëüíóþ ãðàíü. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïëîñêèõ ïî÷òè òðèàíãóëÿöèé ãèïîòåçà 1 òàêæå âåðíà.

Â [11] ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû 1 áûëà ïîäòâåðæäåíà äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ
ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 5. Â [12] ìû îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ áåç öèêëîâ äëèíû 3, â êîòîðûõ öèêëû äëèíû 4 íå èìåþò îáùèõ ðåáåð ñ
öèêëàìè äëèíû 4 è 5. Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùåå óñèëåíèå
ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà:

Òåîðåìà 1. Ëþáîé ïëàíàðíûé ãðàô, â êîòîðîì öèêëû äëèíû îò 4 äî 7 íå
èìåþò õîðä, à öèêëû äëèíû 3 íå èìåþò îáùèõ âåðøèí ñ öèêëàìè äëèíû 3 è
4, ÿâëÿåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 1 âëå÷åò ðåçóëüòàòû èç [11] è [12]. Ïðè ýòîì
îñíîâíîå îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòà â [12] ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ãðàôå äîïóñêàþò-
ñÿ 3-öèêëû, îäíàêî íà èõ ðàñïîëîæåíèå íàêëàäûâàþòñÿ æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ
(îòñóòñòâèå îáùèõ âåðøèí ñ öèêëàìè äëèíû 3 è 4 è îòñóòñòâèå îáùèõ ðåáåð ñ
öèêëàìè äëèíû 5 è 6).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü (a, b)-ðàç-
áèåíèå V = V1 ∪ V2 ãðàôà G = (V,E) êàê ðàñêðàñêó åãî âåðøèí â äâà öâåòà,
íàçûâàåìóþ (a, b)-ðàñêðàñêîé è îïðåäåëÿåìóþ îòîáðàæåíèåì ϕ : V → {α, β},
ãäå ϕ(v) = α ïðè v ∈ V1, è ϕ(v) = β ïðè v ∈ V2. Äàëåå ïîä ðàñêðàñêîé ãðàôà
âñþäó ïîíèìàåòñÿ åãî (a, b)-ðàñêðàñêà. Äëÿ êàæäîãî öâåòà x ∈ {α, β} ÷åðåç ¬x
îáîçíà÷àåòñÿ öâåò èç ìíîæåñòâà {α, β}, îòëè÷íûé îò x. Ïîä x-öåïüþ â ãðàôå G
ïîíèìàåòñÿ ïðîñòàÿ öåïü, âñå âåðøèíû êîòîðîé îêðàøåíû â öâåò x. Âûñîòîé
h(v) âåðøèíû v, îêðàøåííîé â öâåò x, íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî âåðøèí â
x-öåïè ñ íà÷àëîì â v. Öåïü èç a âåðøèí öâåòà α íàçûâàåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé
öåïüþ, à ëþáîé èç êîíöîâ òàêîé öåïè � α-ìàêñèìàëüíîé âåðøèíîé. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ β-ìàêñèìàëüíûå öåïè è âåðøèíû â G.

2. Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà ê òåîðåìå 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê òåîðåìå 1
c ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ a, b òàêèõ, ÷òî
a + b = τ(G), íå ñóùåñòâóåò (a, b)-ðàñêðàñêè âåðøèí G. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
[5, 7] ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G âåðøèííî äâóñâÿçåí è åãî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü
íå ìåíüøå 3, à èç ðåçóëüòàòîâ [16], � ÷òî a ≥ 9, b ≥ 9. Îòñþäà ïîëó÷àåì
|V | ≥ 19. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêóþ óêëàäêó (V,E, F ) ãðàôà G. Èç
äâóñâÿçíîñòè G ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ãðàíü â G îãðàíè÷åíà ïðîñòûì öèêëîì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
ïðèåì. Óäàëèì èç ãðàôà G íåêîòîðûå âåðøèíû. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè G,
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äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà G1 ñóùåñòâóåò (a, b)-ðàñêðàñêà. Ðàññìîòðèì â ãðàôå
G íåîêðàøåííóþ âåðøèíó v. Äîêðàñêîé âåðøèíû v ïî çàêîíó ìåíüøèíñòâà
íàçîâåì åå îêðàøèâàíèå â öâåò, êîòîðûì îêðàøåíî ìåíüøèíñòâî èç ñìåæíûõ
c v âåðøèí ãðàôà G1 (èëè â ïðîèçâîëüíûé öâåò, åñëè ó âåðøèíû v èìååòñÿ
ïîðîâíó ñîñåäåé öâåòîâ α è β). Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå îêðàøåííûå ñîñåäè âåð-
øèíû v èìåþò îäèí è òîò æå öâåò x ∈ {α, β} (íàïðèìåð, åñëè v ñìåæíà òîëüêî
ñ îäíîé îêðàøåííîé âåðøèíîé), òî îêðàøèâàíèå âåðøèíû v â öâåò ¬x íàçîâåì
äîêðàñêîé ïî çàêîíó ïðîòèâîïîëîæíîñòè.

Òàêæå äëÿ íàñ áóäåò ïîëåçíûì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå. Ïóñòü â
ãðàôå G èìååòñÿ öåïü P èç k íåîêðàøåííûõ âåðøèí ñ êîíöàìè s è t. Òîãäà
åñëè âåðøèíû s è t ñìåæíû â G ñ îêðàøåííûìè âåðøèíàìè s′ è t′ öâåòîâ α è
β, ñîîòâåòñòâåííî, òî h(s′) + h(t′) ≤ a+ b− k. Â ÷àñòíîñòè, åñëè s′ ÿâëÿåòñÿ α-
ìàêñèìàëüíîé âåðøèíîé, òî h(t′) ≤ b− k. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îáúåäèíåíèå öåïè P ñ α-öåïüþ, èñõîäÿùåé èç s′, è β-öåïüþ, èñõîäÿùåé èç t′,
äàâàëî áû ïðîñòóþ öåïü â G, ñîäåðæàùóþ áîëåå ÷åì a+ b = τ(G) âåðøèí.

Ãðàíü ðàíãà r ∈ {3, 4, 5} íàçîâåì ñëàáîé, åñëè îíà èíöèäåíòíà íå ìåíåå ÷åì
r − 1 âåðøèíàì ñòåïåíè 3. Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè.

(G0) Ëþáàÿ ñëàáàÿ ãðàíü èíöèäåíòíà âåðøèíå ñòåïåíè íå ìåíåå 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëàáàÿ ãðàíü f èíöèäåíòíà òîëüêî
âåðøèíàì ñòåïåíè 3. Óäàëèì èç ãðàôà G âñå ýòè âåðøèíû. Äëÿ ïîëó÷åííî-
ãî ãðàôà G1 ñóùåñòâóåò (a, b)-ðàñêðàñêà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà ãðàíè f
ñìåæíà òîëüêî ñ îäíîé îêðàøåííîé âåðøèíîé. Äîêðàñèì âåðøèíû ãðàíè f ïî
çàêîíó ïðîòèâîïîëîæíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G.
Ñâîéñòâî (G0) äîêàçàíî.

Ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà áûëè äîêàçàíû â [12]. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû
ïðèâåäåì èõ çäåñü âìåñòå äîêàçàòåëüñòâîì.

(G1) [12] Ëþáàÿ ñëàáàÿ ãðàíü ðàíãà r ∈ {4, 5} èíöèäåíòíà âåðøèíå ñòåïåíè
íå ìåíåå 5.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü f = (v0, v1, . . . , vr−1) ∈ F � ñëàáàÿ r-ãðàíü âG, ãäå
r ∈ {4, 5} è d(vi) = 3 ïðè i = 1, 2, . . . , r − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d(v0) < 5. Òîãäà
èç ñâîéñòâà (G0) ñëåäóåò, ÷òî d(v0) = 4. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , r − 1 ÷åðåç
ui îáîçíà÷èì åäèíñòâåííóþ ñìåæíóþ ñ vi âåðøèíó, íå èíöèäåíòíóþ ãðàíè f .

Óäàëèì èç ãðàôà G âåðøèíû v1, v2, . . . , vr−1. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè G, äëÿ
ïîëó÷åííîãî ãðàôà G1 ñóùåñòâóåò (a, b)-ðàñêðàñêà ϕ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(v0) = α. Äîêðàñèì âåðøèíû v2, . . . , vr−2 ïî çàêîíó
ïðîòèâîïîëîæíîñòè. Â ñèëó íåðàâåíñòâ r− 3 ≤ 2 < 9 ≤ min{a, b}, â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì (a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G− {v1, vr−1}.

Äîêðàñèì âåðøèíû v1 è vr−1. Â ñèëó ñèììåòðèè, äîñòàòî÷íî îïèñàòü ïðî-
öåäóðó îêðàøèâàíèÿ îäíîé èç ýòèõ âåðøùèí, ñêàæåì v1, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî
âåðøèíà vr−1 ìîæåò áûòü êàê îêðàøåííîé, òàê è íåîêðàøåííîé.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå êîìáèíàöèè öâåòîâ âåðøèí u1 è v2.

Ñëó÷àé 1: ϕ(u1) = α. Ïîëàãàåì ϕ(v1) = β. Åñëè ïðè ýòîì âîçíèêàåò β-öåïü
Q, ñîäåðæàùàÿ b+1 âåðøèí, òî, ââèäó ñïîñîáà ðàñêðàñêè âåðøèí v2, . . . , vr−2 è
íåðàâåíñòâà r−1 < b+1, ïîëó÷àåì Q = v1v2 . . . vr−1ur−1 . . .. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ
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öåïè Q ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà v0 íå ÿâëÿåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé. Ïåðåêðàøèâàÿ
âåðøèíó vr−1 â öâåò α, ïîëó÷àåì (a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G.

Ñëó÷àé 2: ϕ(u1) = β; ϕ(v2) = α. Åñëè â ìîìåíò îêðàøèâàíèÿ v1 âåðøè-
íà u1 íå ÿâëÿåòñÿ β-ìàêñèìàëüíîé, òî ïîëàãàåì ϕ(v1) = β. Ïóñòü u1 � β-
ìàêñèìàëüíàÿ âåðøèíà. Åñëè õîòÿ áû îäíà β-ìàêñèìàëüíàÿ öåïü, èñõîäÿùàÿ
èç u1, íå ñîäåðæèò âåðøèí ãðàíè f , òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ â G öåïè v1v2 . . . vr−1
ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå G1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî h(v0) ≤ a− r + 1. Ïîëîæèì
ϕ(v1) = α. Èç ïðîöåäóðû ðàñêðàñêè â ñëó÷àå 1 ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç
âåðøèí vr−1 èëè ur−1 íå îêðàøåíà â öâåò α. Ïîýòîìó ïðè îêðàøèâàíèè v1 â
öâåò α ëþáàÿ îáðàçîâàâøàÿñÿ α-öåïü ñîñòîèò èç âåðøèí ãðàíè f è íåêîòîðîé
èñõîäÿùåé èç v0 öåïè â G1. Òàê êàê ïî äîêàçàííîìó â G1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî h(v0) ≤ a − r + 1, òî ëþáàÿ îáðàçîâàâøàÿñÿ α-öåïü ñîñòîèò íå áîëåå
÷åì èç (a− r + 1) + (r − 1) = a âåðøèí.

Ïóñòü â ìîìåíò îêðàøèâàíèÿ v1 êàæäàÿ èñõîäÿùàÿ èç u1 ìàêñèìàëüíàÿ
β-öåïü ñîäåðæèò âåðøèíó ãðàíè f . Èç ïðàâèëà äîêðàñêè âåðøèí v2, . . . , vr−2
ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ öåïü Q ñîäåðæèò ðåáðî ur−1vr−1. Ïðè ýòîì ââè-
äó ñóùåñòâîâàíèÿ öåïè v1Q âåðøèíà v0 íå ÿâëÿåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé. Åñëè
ϕ(vr−2) = β, òî ïåðåêðàøèâàÿ vr−1 â öâåò α è ïîëàãàÿ ϕ(v1) = β, ïîëó÷àåì
(a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G. Ïóñòü ϕ(vr−2) = α. Òîãäà êàæäàÿ èñõîäÿùàÿ èç u1
ìàêñèìàëüíàÿ β-öåïü îêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå vr−1 è íå ñîäåðæèò äðóãèõ âåð-
øèí ãðàíè f . Èç ñóùåñòâîâíèÿ ýòîé öåïè à òàêæå öåïè v1v2 . . . vr−2 ñëåäóåò, ÷òî
h(v0) ≤ a − r + 2. Îêðàøèâàÿ âåðøèíó v1 â öâåò α, ïîëó÷àåì (a, b)-ðàñêðàñêó
ãðàôà G.

Ñëó÷àé 3: ϕ(u1) = ϕ(v2) = β. Åñëè â ìîìåíò îêðàøèâàíèÿ v1 âåðøèíà v0 íå
ÿâëÿåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé, òî ïîëàãàåì ϕ(v1) = α. Ïóñòü v0 � α-ìàêñèìàëüíàÿ.
Êàê îòìå÷åíî âûøå, âåðøèíû vr−1 è ur−1 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî îêðàøå-
íû â öâåò α. Ïîýòîìó ëþáàÿ èñõîäÿùàÿ èç v0 ìàêñèìàëüíàÿ α-öåïü ñîäåðæèòñÿ
â ãðàôå G1, à çíà÷èò, âåðøèíà v0 ÿâëÿåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé â G1. Îòñþäà è èç
ñóùåñòâîâàíèÿ â G öåïè v1v2 . . . vr−1 ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå G1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî h(u1) ≤ b − r + 1. Ïîýòîìó åñëè ïðè îêðàøèâàíèè v1 â β îáðàçóåòñÿ
β-öåïü èç b+1 âåðøèí, òî âñå âåðøèíû v2, . . . , vr−1, ur−1 îêðàøåíû â öâåò β. Â
ýòîì ñëó÷àå âñå âåðøèíû u2, . . . , ur−2 îêðàøåíû â α. Åñëè â ãðàôå G1 âåðøèíà
u2 íå ÿâëÿåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé, òî îíà íå α-ìàêñèìàëüíà è â ãðàôå G−v1, òàê
êàê âñå âåðøèíû v2, . . . , vr−1 îêðàøåíû â öâåò β. Â ýòîì ñëó÷àå, ïåðåêðàøèâàÿ
v2 â öâåò α è ïîëàãàÿ ϕ(v1) = β, ïîëó÷àåì (a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G.

Ïóñòü â ãðàôå G1 âåðøèíà u2 ÿâëÿåòñÿ α-ìàêñèìàëüíîé. Òàê êàê â G1 âåð-
øèíà v0 òàêæå α-ìàêñèìàëüíà è èìååò ñòåïåíü 2, òî v0 ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ
îäíîé âåðøèíîé öâåòà β. Îáîçíà÷èì ýòó âåðøèíó (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ÷åðåç
w. Äîêàæåì, ÷òî âåðøèíà w íå ìîæåò áûòü β-ìàêñèìàëüíîé â G1. Äîïóñòèì,
÷òî â ãðàôå G1 âåðøèíà w ÿâëÿåòñÿ êîíöîì β-ìàêñèìàëüíîé öåïè P . Åñëè èñ-
õîäÿùàÿ èç u2 â G1 α-ìàêñèìàëüíàÿ öåïü Q íå ñîäåðæèò âåðøèíó v0, òî â G
èìååòñÿ öåïü Pv0v1v2Q, ñîcòîÿùàÿ èç a+ b+3 âåðøèí. Åñëè æå öåïü Q ñîäåð-
æèò âåðøèíó v0, òî v0 ÿâëÿåòñÿ êîíöîì Q, à çíà÷èò, â G èìååòñÿ öåïü PQv2v1
èç a+ b+ 2 âåðøèí.

Ïåðåêðàñèì âåðøèíó v0 â öâåò β è ïîëîæèì ϕ(v1) = ϕ(vr−1) = α. Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè ýòîì â ãðàôå G íå îáðàçóåòñÿ β-öåïü èç b + 1-âåðøèí, òàê êàê
â ãðàôå G1 âåðøèíà w íå ÿâëÿåòñÿ β-ìàêñèìàëüíîé, à â ãðàôå G âñå âåð-
øèíû v1, v2, . . . , vr−1 îêðàøåíû ïî çàêîíó ïðîòèâîïîëîæíîñòè ïî îòíîøåíèþ
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ê âåðøèíàì èç G1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ ðàñêðàñêà ϕ ÿâëÿåòñÿ (a, b)-
ðàñêðàñêîé ãðàôà G. Ñâîéñòâî (G1) äîêàçàíî.

(G2) [12] Â ãðàôå G ëþáàÿ âåðøèíà v ñòåïåíè 5 èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì
äâóì ñëàáûì ãðàíÿì, è åñëè òàêèõ ãðàíåé äâå, òî îíè èìåþò ðàíã 5 è ÿâëÿþòñÿ
ñîñåäíèìè â îêðóæåíèè v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåðøèíà v ∈ V ñòåïåíè 5 èíöèäåíòíà ñëàáûì
ãðàíÿì f1, f2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè f1 è f2 íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè â îêðó-
æåíèè v. Óäàëèì èç G âñå âåðøèíû ãðàíåé f1 è f2. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà G1

ñóùåñòâóåò (a, b)-ðàñêðàñêà ϕ. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ óäàëåííàÿ âåðøèíà ñìåæíà
íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé ãðàôà G1, ðàñêðàñêó ϕ ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî
çàêîíó ïðîòèâîïîëîæíîñòè íà âñå óäàëåííûå âåðøèíû. Òàê êàê ÷èñëî óäàëåí-
íûõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò 9, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè â îêðóæåíèè âåðøèíû v. Èç
îòñóòñòâèÿ õîðä ó öèêëîâ äëèíû íå áîëåå 7 ñëåäóåò, ÷òî îáå ýòè ãðàíè èìåþò
ðàíã 5. Ñâîéñòâî (G2) äîêàçàíî.

Òàê êàê â ãðàôå G öèêëû äëèíû íå áîëåå 7 íå èìåþò õîðä, à 3-öèêëû íå
èìåþò îáùèõ âåðøèí ìåæäó ñîáîé, òî ëþáàÿ ãðàíü ðàíãà íå áîëåå 6 íå ñìåæíà ñ
òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè, à ëþáàÿ ãðàíü ðàíãà r ≥ 7 ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ br/2c
òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè. Ïóñòü ãðàíü f ðàíãà íå ìåíåå 7 ñìåæíà ïî ðåáðó xy ñ
òðåóãîëüíîé ãðàíüþ (x, y, t). Â ýòîì ñëó÷àå ðåáðî xy è åãî êîíöåâûå âåðøèíû x
è y áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíûìè äëÿ f . Íàçîâåì òðåóãîëüíóþ ãðàíü (x, y, t)
òðóäíîé äëÿ f , åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

1) d(x) = d(y) = 3;
2) d(x) = d(t) = 3; d(y) = 4;
3) d(y) = d(t) = 3; d(x) = 4.

(G3) Åñëè 7-ãðàíü f ñìåæíà ñ òðåìÿ òðóäíûìè òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè, òî
(åäèíñòâåííàÿ) íåòðåóãîëüíâÿ âåðøèíà ãðàíè f èìååò ñòåïåíü íå ìåíåå 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàíü f ñìåæíà ñ òðóäíûìè 3-ãðàíÿìè x1y1t1,
x2y2t2 è x3y3t3 ïî ðåáðàì x1y1, x2y2 è x3y3, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íåòðåóãîëüíàÿ âåðøèíà ãðàíè f èìååò ñòåïåíü 3. Óäàëèì èç ãðàôà G âñå âåð-
øèíû ãðàíè f è âñå òå âåðøèíû ìíîæåñòâà {t1, t2, t3}, êîòîðûå èìåþò ñòåïåíü 3
â G. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà G1 ñóùåñòâóåò (a, b)-ðàñêðàñêà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ
íåîêðàøåííàÿ âåðøèíà ãðàôà G ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé îêðàøåííîé âåð-
øèíîé èç G1. Îêðàñèì âåðøèíû, èìåþùèå ðîâíî îäíîãî îêðàøåííîãî ñîñåäà
â G1, ïî çàêîíó ïðîòèâîïîëîæíîñòè. Äàëåå äîêðàñèì îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ïî
çàêîíó ìåíüøèíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (a, b)-ðàñêðàñêó ãðàôà G. Ñâîéñòâî
(G3) äîêàçàíî.

3. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ýéëåðà

Çàïèøåì ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ ãðàôà G(V,E, F ) â âèäå∑
v∈V

(d(v)− 4) +
∑
f∈F

(r(f)− 4) = −8.

Îïðåäåëèì çàðÿäû âåðøèí è ãðàíåé ãðàôà G, ïîëàãàÿ µ(v) = d(v) − 4 ïðè
v ∈ V è µ(f) = r(f) − 4 ïðè f ∈ F . Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíè 3
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è òðåóãîëüíûå ãðàíè èìåþò îòðèöàòåëüíûé çàðÿä, ðàâíûé −1. Ïåðåðàñïðåäå-
ëèì çàðÿäû ìåæäó âåðøèíàìè è ãðàíÿìè ãðàôà G, íå èçìåíÿÿ èõ ñóììû, ïî
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

R1. Ëþáàÿ ãðàíü ïåðåäàåò êàæäîé èíöèäåíòíîé 3-âåðøèíå çàðÿä 1
3 .

R2. Ëþáàÿ âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíåå 5 ïåðåäàåò êàæäîé èíöèäåíòíîé ãðàíè
f ðàíãà íå áîëåå 5 ñëåäóþùèé çàðÿä:

2
3 , åñëè f � ñëàáàÿ ãðàíü ðàíãà 3 èëè 4;
1
3 , åñëè f � ñëàáàÿ 5-ãðàíü, ëèáî 3-ãðàíü, èíöèäåíòíàÿ â òî÷íîñòè îäíîé

3-âåðøèíå.

R3. Ïóñòü ãðàíü f ðàíãà íå ìåíåå 7 ñìåæíà ïî ðåáðó xy ñ òðåóãîëüíîé
ãðàíüþ (x, y, t). Òîãäà ãðàíü f ïåðåäàåò ãðàíè (x, y, t) ñëåäóþùèé çàðÿä:

2
3 , åñëè d(x) ≤ 4, d(y) ≤ 4, d(t) = 3;
1
3 , âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

R4. Ïóñòü ãðàíü f ðàíãà íå ìåíåå 6 ñìåæíà ïî ðåáðó xy ñ 4-ãðàíüþ g, ïðè÷åì
d(x) ≥ 4. Åñëè d(y) = 3, òî f ïåðåäàåò ãðàíè g çàðÿä 1

6 , èíà÷å � çàðÿä 1
3 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ1(x) çàðÿä ýëåìåíòà x ∈ V ∪ F ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðà-
âèë R1�R4. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ
â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî ôàêòà, êîòîðûé ïðîòèâîðå÷èò îòðèöàòåëüíîñòè
ñóììû âñåõ çàðÿäîâ â G.

(G4) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ V ∪ F âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî µ1(x) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðøèíó v ∈ V ñòåïåíè d. Â ñèëó ðàíåå óñòà-
íîâëåííûõ ñâîéñòâ ãðàôà G èìååì d ≥ 3. Åñëè d = 3, òî âåðøèíà v ïîëó÷àåò
çàðÿä 1

3 îò êàæäîé èíöèäêåòíîé ãðàíè ïî ïðàâèëó R1, è µ1(v) = µ(v)+3× 1
3 =

−1 + 1 = 0. Âåðøèíû ñòåïåíè 4 íå ó÷àñòâóþò â ïåðåðàñïðåäåëåíèè çàðÿäîâ,
ïîýòîìó èõ êîíå÷íûé çàðÿä ðàâåí µ1(v) = µ(v) = 4− 4 = 0.

Ïóñòü d ≥ 5. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà v èíöèäåíòíà
òðåóãîëüíîé ãðàíè f . Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî v íå èíöèäåíòíà äðó-
ãèì ãðàíÿì ðàíãà íå áîëåå 4 è èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì d − 3 ãðàíÿì ðàíãà
5 (ïîñêîëüêó äâå ñîñåäíèå ñ f â îêðóæåíèè âåðøèíû v ãðàíè èìåþò ðàíã íå
ìåíåå 7). Åñëè d ≥ 6, òî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà R2 èìååì µ1(v) ≥
µ(v) − 2

3 − (d − 3) × 1
3 > (d − 4) − d × 1

3 = (d − 6) × 2
3 ≥ 0. Ïóñòü d = 5. Åñëè

3-ãðàíü f íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé, òî ïî ïðàâèëó R2 îíà ïîëó÷àåò îò v çàðÿä íå
áîëåå 1

3 . Â ýòîì ñëó÷àå èìååì µ1(v) ≥ (5− 4)− 1
3 − 2× 1

3 = 0. Åñëè æå f � ñëà-
áàÿ 3-ãðàíü, òî â ñèëó ñâîéñòâà (G2) âåðøèíà v íå èíöèäåíòíà äðóãèì ñëàáûì
ãðàíÿì, ïîýòîìó µ1(v) ≥ (5− 4)− 2

3 > 0 ñîãëàñíî ïðàâèëó R2.
Ïóñòü âåðøèíà v íå èíöèäåíòíà òðåóãîëüíûì ãðàíÿì â G. Åñëè d = 5, òî â

ñèëó ñâîéñòâà (G2) è ïðàâèëà R2 èìååì µ1(v) ≥ (5 − 4) − 2
3 > 0. Ïóñòü d ≥ 6.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ÷èñëî ñëàáûõ 4-ãðàíåé, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v. Çàìåòèì,
÷òî åñëè f � ñëàáàÿ 4-ãðàíü â îêðóæåíèè v, òî ñëåäóþùàÿ çà íåé ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå èíöèäåíòíàÿ ãðàíü ïî óñëîâèþ òåîðåìû èìååò ðàíã íå ìåíåå 6 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íå ïîëó÷àåò çàðÿäà îò v. ßñíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ãðàíåé (èíöèäåíòíûõ
v è ñìåæíûõ ñî ñëàáûìè 4-ãðàíÿìè) íå ìåíüøå k. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïðàâèëà
R2 äàåò

µ1(v) ≥ µ(v)− k ×
2

3
− (d− 2k)× 1

3
= (d− 4)− d× 1

3
= (d− 6)× 2

3
≥ 0.
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Ðàññìîòðèì ãðàíü f ∈ F ðàíãà r. Åñëè r = 3, òî µ(f) = −1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f = (x, y, t), ãäå d(x) ≤ d(y) ≤ d(t). Ñîãëàñíî
ñâîéñòâó (G0) èìååì d(t) ≥ 4. Ïóñòü ãðàíü f ñìåæíà ïî ðåáðàì xy, xt è yt ñ
ãðàíÿìè f1, f2 è f3 (ðàíãà íå ìåíåå 7), ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè d(x) = d(y) = 3,
òî f � ñëàáàÿ 3-ãðàíü, êîòîðàÿ îòäàåò çàðÿä 1

3 êàæäîé èç âåðøèí x, y ïî

ïðàâèëó R1. Åñëè d(t) = 4, òî f ïîëó÷àåò çàðÿä 1
3 îò ãðàíè f1 è ïî 2

3 îò
êàæäîé èç ãðàíåé f2 è f3 ñîãëàñíî ïðàâèëó R3. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì µ1(f) =
−1− 2× 1

3 + 1
3 + 2× 2

3 = 0. Åñëè d(t) ≥ 5, òî f ïîëó÷àåò çàðÿä 2
3 îò âåðøèíû t

ñîãëàñíî R2 è ïî 1
3 îò êàæäîé èç ãðàíåé f1, f2, f3 ñîãëàñíî R3. Ñëåäîâàòåëüíî,

µ1(f) = −1 − 2 × 1
3 + 2

3 + 3 × 1
3 = 0. Ïóñòü d(x) = 3, d(y) ≥ 4. Òîãäà ãðàíü f

îòäàåò çàðÿä 1
3 òîëüêî âåðøèíå x ïî ïðàâèëó R1. Åñëè d(y) = d(t) = 4, òî f

ïîëó÷àåò çàðÿä 2
3 îò ãðàíè f3 è ïî 1

3 îò êàæäîé èç ãðàíåé f1, f2 ñîãëàñíî R3.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ1(f) = −1 − 1
3 + 2

3 + 2 × 1
3 = 0. Åñëè d(t) ≥ 5, òî f ïîëó÷àåò

çàðÿä 1
3 îò âåðøèíû t ñîãëàñíî R2 è ïî

1
3 îò êàæäîé èç ãðàíåé f1, f2, f3 ñîãëàñíî

R3. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì µ1(f) ≥ −1− 1
3 +

1
3 +3× 1

3 = 0. Íàêîíåö, ïðè d(x) ≥ 4

ãðàíü f íå ïåðåäàåò çàðÿä ïî ïðàâèëó R1 è ïîëó÷àåò ïî 1
3 îò êàæäîé èç ãðàíåé

f1, f2, f3, ÷òî âëå÷åò µ1(f) = −1 + 3× 1
3 = 0.

Ïóñòü r = 4, òîãäà µ(f) = 0. Äîïóñòèì, ÷òî f = (v0, v1, v2, v3) � ýòî ñëàáàÿ
4-ãðàíü, ò. å. d(vi) = 3 ïðè i = 1, 2, 3, è f ïåðåäàåò çàðÿä 1

3 êàæäîé èç âåðøèí
v1, v2, v3 ïî ïðàâèëó R1. Â ñèëó ñâîéñòâà (G1) èìååì d(v0) ≥ 5. Ïîýòîìó ãðàíü
f ïîëó÷àåò çàðÿä 2

3 îò âåðøèíû v0 ïî ïðàâèëó R2. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî R4

ãðàíü f ïîëó÷àåò ïî 1
6 îò êàæäîé èç ãðàíåé, ñìåæíûõ ñ íåé ïî ðåáðàì v0v1

è v0v3. Òàêèì îáðàçîì, µ1(f) = µ(f) − 3 × 1
3 + 2

3 + 2 × 1
6 = 0. Ïóñòü f �

íåñëàáàÿ 4-ãðàíü, òîãäà f èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì äâóì 3-âåðøèíàì. Åñëè f
èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì îäíîé 3-âåðøèíå, òî ñîãëàñíî ïðàâèëàì R1 è R4 èìååì
µ(f) ≥ 0− 1

3 + 2× 1
6 + 2× 1

3 > 0. Ïóñòü f èíöèäåíòíà ðîâíî äâóì 3-âåðøèíàì.
Åñëè ýòè âåðøèíû íå ñìåæíû, òî f ïîëó÷àåò îò êàæäîé ñìåæíîé ãðàíè çàðÿä
1
6 ïî ïðàâèëó R4. Ñëåäîâàòåëüíî, µ1(f) = 0 − 2 × 1

3 + 4 × 1
6 = 0. Ïóñòü ãðàíü

f èíöèäåíòíà äâóì ñìåæíûì 3-âåðøèíàì è äâóì ñìåæíûì âåðøèíàì v1, v2
ñòåïåíè íå ìåíåå 4. Òîãäà ïî ïðàâèëó R4 ãðàíü f ïîëó÷àåò çàðÿä 1

3 îò ãðàíè,

ñìåæíîé ñ íåé ïî ðåáðó v1v2, è çàðÿä 2× 1
6 îò äâóõ äðóãèõ ãðàíåé. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì µ1(f) = 0− 2× 1
3 + 1

3 + 2× 1
6 = 0.

Ïóñòü r = 5, òîãäà µ(f) = 1. Åñëè f � íåñëàáàÿ ãðàíü, òî ñîãëàñíî ïðàâèëó
R1 èìååì µ1(f) ≥ 1− 3× 1

3 = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ñâîéñòâó (G1) ãðàíü f

èíöèäåíòíà âåðøèíå ñòåïåíè íå ìåíåå 5. Ïðè ýòîì f îòäàåò çàðÿä 4× 1
3 ïî R1,

íî ïîëó÷àåò 1
3 ïî R2, îòêóäà µ1(f) = 0.

Ïóñòü f = (v1, . . . , vr), ãäå r ≥ 6. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû íèêàêàÿ 4-ãðàíü,
ñìåæíàÿ ñ f , íå èíöèäåíòíà òðåóãîëüíûì âåðøèíàì. Ïîýòîìó ïåðåäà÷à çàðÿ-
äà îò ãðàíè f ñìåæíûì 4-ãðàíÿì ïî ïðàâèëó R4 ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî f
ïåðåäàåò çàðÿä 1

3 = 2 × 1
6 êàæäîé íåòðåóãîëüíîé âåðøèíå vi ñòåïåíè íå ìå-

íåå 4, à çàòåì ýòîò çàðÿä ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ñìåæíûìè ñ f
4-ãðàíÿìè, èíöèäåíòíûìè âåðøèíå vi. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f
íå ïåðåäàåò çàðÿäà 4-ãðàíÿì ïî ïðàâèëó R4 è ïåðåäàåò íå áîëåå 1

3 êàæäîé èíöè-
äåíòíîé íåòðåóãîëüíîé âåðøèíå (ïî ïðàâèëó R1 èëè R4). Åñëè r = 6, òî ãðàíü
f íå ñìåæíà ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè è âåðøèíàìè, ïîýòîìó èç ñäåëàííîãî
çàìå÷àíèÿ è ïðàâèë R1, R4 ñëåäóåò, ÷òî µ1(f) ≥ (6− 4)− 6× 1

3 = 0.
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Ïóñòü r ≥ 7. Èç ïðàâèë R1 è R3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðàíü f ñìåæíà ïî ðåáðó
xy ñ òðåóãîëüíîé ãðàíüþ g = (x, y, t), f ñóììàðíî îòäàåò âåðøèíàì x, y è
ãðàíè g çàðÿä 1, åñëè g ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé ãðàíüþ äëÿ f , è çàðÿä íå áîëåå 2

3 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, ñìåæíûõ ñ
f . Òàê êàê íèêàêèå äâå òðåóãîëüíûå ãðàíè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí, òîm ≤ r/2
è ãðàíü f èíöèäåíòíà â òî÷íîñòè r−2m íåòðåóãîëüíûì âåðøèíàì. Åñëè r ≥ 8,
òî èç ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òî

µ1(f) ≥ (r− 4)−m× 1− (r− 2m)× 1

3
=

2r

3
− m

3
− 4 ≥ 2r

3
− r

6
− 4 =

r − 8

2
≥ 0.

Ïóñòü r = 7, µ(f) = 3. Åñëè m ≤ 2, òî µ1(f) ≥ 3− 2× 1− (7− 2 · 2)× 1
3 = 0.

Ïóñòü m = 3. Òîãäà ãðàíü f èíöèäåíòíà â òî÷íîñòè îäíîé íåòðåóãîëüíîé âåð-
øèíå. Åñëè õîòÿ áû îäíà ñìåæíàÿ ñ f òðåóãîëüíàÿ ãðàíü íå ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé
äëÿ f , òî µ1(f) ≥ 3 − 2 × 1 − 2

3 −
1
3 = 0. Ïóñòü f ñìåæíà ñ òðåìÿ òðóäíûìè

3-ãðàíÿìè. Ïîñêîëüêó íèêàêàÿ 3-ãðàíü íå èìååò îáùèõ âåðøèí ñ 4-ãðàíÿìè, òî
f íå ñìåæíà ñ 4-ãðàíÿìè. Èç ñâîéñòâà (G3) ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííàÿ íåòðå-
óãîëüíàÿ âåðøèíà ãðàíè f èìååò ñòåïåíü íå ìåíåå 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíü f
ïåðåäàåò çàðÿä òîëüêî òðåóãîëüíûè ãðàíÿì ïî ïðàâèëó R3 è òðåóãîëüíûì 3-
âåðøèíàì ïî ïðàâèëó R1. Òàêèì îáðàçîì, µ1(f) = 3− 3× 1 = 0. Ñâîéñòâî (G4)
è òåîðåìà 1 äîêàçàíû.
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