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Abstract. We present a criterion for the space of clones on a set to be
compact and study relationship between such spaces for di�erent sets.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå àâòîðà [1] íà ñîâîêóïíîñòè FA âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëîíîâ íà
ìíîæåñòâå A ââåäåíà íåêîòîðàÿ åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà d, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿ-
òèè ôðàãìåíòà êëîíà. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûì êëîíîì F íà ìíîæå-
ñòâå A íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé íà ýòîì ìíîæåñòâå çàìêíóòàÿ
îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè è âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ EA � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñå-
ëåêòîðíûõ ôóíêöèé ein(x1, · · · , xn) = xi (äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i ≤ n)
íà ìíîæåñòâå A. Ïîä ôðàãìåíòîì F (n) êëîíà F (n ∈ ω, çäåñü ω ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë áåç íóëÿ) èìååòñÿ â âèäó ñîâîêóïíîñòü ôóíê-
öèé èç F àðíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà n. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ

F1, F2 ∈ FA è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n ≤ m ðàâåíñòâî F
(m)
1 = F

(m)
2 âëå÷åò ðàâåí-

ñòâî F
(n)
1 = F

(n)
2 . Ðàññòîÿíèå d(F1, F2) äëÿ äâóõ êëîíîâ F1, F2 èç FA îïðåäå-

ëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(F1, F2) =

{
1/min{n|F (n)

1 6= F
(n)
2 }, åñëè F1 6= F2;

0, â ñëó÷àå, êîãäà F1 = F2.
Ìåòðèêà d îïðåäåëÿåò íà ñîâîêóïíîñòè FA òîïîëîãèþ, áàçîé îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ êîòîðîé ñëóæèò ñîâîêóïíîñòü L ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà FA âèäà L =

{F1(n) = {F ∈ FA|F (n) = F
(n)
1 }, äëÿ ëþáûõ F1 ∈ FA, n ∈ ω.

Öåëûé ðÿä ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà < FA; d > îòìå÷åí â ðàáî-
òå [1]. Òàì æå, â ÷àñòíîñòè, (íà îñíîâå èçâåñòíîãî Ïîñòîâñêîãî, ñì., ê ïðèìåðó,
[2], îïèñàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êëîíîâ íà äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå) íà ñòð.
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372 (âñëåä çà äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 3) äîêàçàíà êîìïàêòíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà < FA; d > äëÿ äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ A è íå êîìïàêòíîñòü (ñì.
Ïðåäëîæåíèå 4 [1]) ïðîñòðàíñòâ < FA; d > äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A.

Â òîé æå ðàáîòå, êàê îòêðûòûé, ñôîðìóëèðîâàí âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè
ïðîñòðàíñòâ < FA; d > äëÿ êîíå÷íûõ íåäâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ A. Ïîëîæè-
òåëüíîìó îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ è ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû. Âî
âòîðîé ÷àñòè ìû ðàññìàòðèâàåì âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè < FA; d >
äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ A.

2. ×àñòü I

Íàïîìíèì íåêîòîðûå êîìáèíàòîðíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ èçâåñòíîé òåî-
ðåìîé Êåíèãà (ñì., ê ïðèìåðó, òåîðåìà 1, � 5, ñòð. 112 [3]). Äëÿ ëþáîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ϕ ìíîæåñòâà C âî ìíîæåñòâî B ìíîæåñòâîì óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ
ϕ íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà C âèäà ϕ−1(b) äëÿ êàêîãî-ëèáî
b ∈ B. Â ñëó÷àå, êîãäà C ⊆ B, ϕ-âåòâüþ äëèíû n (áåñêîíå÷íîé ϕ-âåòâüþ)
íàçûâàåòñÿ ëþáîé êîðòåæ c =< ci|i 6 n >∈ Bn (ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
c =< ci|i ∈ ω >∈ Bω) òàêîé (òàêàÿ), ÷òî ci = ϕ(ci+1) äëÿ ëþáîãî i+1 6 n (äëÿ
ëþáîãî i ∈ ω).

Èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà Êåíèãà) Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ C ⊆ B è ëþáîãî îòîáðà-
æåíèÿ ϕ ìíîæåñòâà C â B òàêîãî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà óðîâíÿ äëÿ ϕ êîíå÷-
íû, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ B ñóùåñòâóþò ϕ�âåòâè ñ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì
b ëþáîé êîíå÷íîé äëèííû, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ϕ-âåòâü ñ íà÷àëîì â
ýëåìåíòå b.

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ïðîñòðàíñòâî < FA; d >
êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. ×åðåç TA îáîçíà-
÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôðàãìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëîíîâ íà A ñ äîáàâëåí-
íûì ê íèì ïóñòûì ìíîæåñòâîì: TA = {F (n)|F ∈ FA, n ∈ ω} ∪ {∅}.

Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà TA â ñåáÿ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
F ∈ TA,

f(F ) =

 F (n), åñëè F = F (n+1) äëÿ íåêîòîðûõ F ∈ FA è n ∈ ω;
∅, åñëè F = F (1) äëÿ íåêîòîðîãî F ∈ FA;

∅, åñëè F = ∅.
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà óðîâíÿ äëÿ ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íû

â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà A.
Ïóñòü F = {Fi|i ∈ I} � íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà <

FA; d >. Íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî F′ ⊆ F, òàê æå ïîêðûâàþ-
ùåãî ýòî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà Fi, âõî-
äÿùèå â F, âõîäÿò â áàçó L îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà < FA; d >,
ò. å. äëÿ i ∈ I Fi = F i1(ni) äëÿ íåêîòîðûõ F i1 ∈ FA è ni ∈ ω. Äëÿ íàòó-
ðàëüíîãî m ÷åðåç F(m) îáîçíà÷èì êîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
{F i1(ni)|i ∈ I, ni ≤ m}. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðåäïîëîæåííîãî âûøå, F(m)

íå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà < FA; d >. Ïóñòü Sm = TA\ ∪ F(m). Òåì
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ñàìûì Sm 6= ∅ äëÿ ëþáîãî m ∈ ω. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ m ≤ n ∈ ω Sn ⊆ Sm,
f(Sn+1) ⊆ Sn, à f (êàê çàìå÷åíî âûøå) � ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè
óðîâíÿ. Íåïóñòîòà ìíîæåñòâ Sm (äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m) îçíà÷àåò ñóùå-
ñòâîâàíèå f -âåòâåé íà ìíîæåñòâå TA ëþáîé êîíå÷íîé äëèííû. Â òàêîì ñëó÷àå
äëÿ, ñóùåñòâóþùåé â ñèëó òåîðåìû Êeíèãà, áåñêîíå÷íîé f -âåòâè R, ýëåìåíò
∪R ïðîñòðàíñòâà < FA; d > íå âõîäèò â ∪F, â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåì, ÷òî F �
ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà < FA; d >. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò
êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà < FA; d >. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó äîêàçàííîé â [1] íå êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà
< FA; d > äëÿ áåñêîíå÷íûõ A ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå 1. Ïðîñòðàíñòâî < FA; d > ôóíêöèîíàëüíûõ êëîíîâ êîìïàêòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî A êîíå÷íî.

3. ×àñòü II

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î âçàèìîñâÿçè ïðîñòðàíñòâà
< FA; d > è < FB ; d > äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ A è B. Â ðàáîòå [1] óòâåðæäà-
åòñÿ èçîìåòðè÷åñêàÿ âëîæèìîñòü (ïðåäëîæåíèå 3) ïðîñòðàíñòâà < FB ; d > â
ïðîñòðàíñòâî < FA; d > â ñëó÷àå, êîãäà B ⊆ A, îäíàêî ïðèâåäåííîå òàì äîêàçà-
òåëüñòâî íåêîððåêòíî (óêàçàííîå â äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâî (f(g))ϕ = fϕ(gϕ)
ìîæåò è íå âûïîëíÿòüñÿ). Òåì íå ìåíåå ñàìî ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì.
Íà ñàìîì äåëå ìîæíî óòâåðæäàòü áîëüøåå. Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ B ⊆ A ïðîñòðàíñòâî < FB ; d > èçîìåò-
ðè÷åñêè âëîæèìî â ïðîñòðàíñòâî < FA; d > è, áîëåå òîãî, ÿâëÿåòñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêèì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà < FA; d >.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ⊆ A è ≤ � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà
ìíîæåñòâå A\B. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, · · · , xn) íà ìíîæåñòâå B îïðåäåëèì
åå ïðîäîëæåíèå fϕ(x1, · · · , xn) íà A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fϕ(b1, · · · , bn) =


f(b1, · · · , bn), åñëè bi ∈ B äëÿ âñåõ i;

min{{b1, · · · , bn}\B} â ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì

ìíîæåñòâå < A\B;≤>, èíà÷å.

Íåïîñðåäñòâåííî çàìå÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f(x1, · · · , xn), g(xi1 ,
· · · , xim) íà ìíîæåñòâå B èìååò ìåñòî

[f(g(xi1 , · · · , xim), x2, · · · , xn)]ϕ = fϕ(gϕ(xi1 , · · · , xim), x2, · · · , xn).

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî êëîíà F ôóíêöèé íà B ñîâîêóïíîñòü Fϕ = {fϕ|f ∈
F} ∪ EA (çäåñü EA � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñåëåêòîðîâ íà A) ÿâëÿåòñÿ êëîíîì
íà ìíîæåñòâå A. Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ϕ : FB → FA, îïðåäåëåííîå êàê
ϕ(F ) = Fϕ, ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì FB â FA. Òàê æå íåïîñðåäñòâåííî çàìå÷àåòñÿ,
÷òî äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ FB èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî d(ϕ(F1), ϕ(F2)) = d(F1, F2),
ò. å. ïðîñòðàíñòâî < FB ; d > èçîìåòðè÷åñêè âëîæèìî â ïðîñòðàíñòâî < FA; d >.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x1, · · · , xn) íà ìíîæåñòâå A ÷åðåç fψ(x1, · · · , xn) îáî-
çíà÷èì îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî B, åñëè äëÿ ëþáûõ b1, · · · , bn ∈ B
èìååò ìåñòî f(b1, · · · , bn) ∈ B, è ïóñòü fψ(x1, · · · , xn) = e1n(x1, · · · , xn) â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå.
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Äëÿ ëþáîãî êëîíà F íà A ïóñòü ψ(F ) = {fψ|f ∈ F}. Î÷åâèäíî, ÷òî ψ(F ) ∈
FB , è ïðè ýòîì ïàðà îòîáðàæåíèé ϕ è ψ ðåòðàêòèâíà, ò.å. äëÿ F ∈ FB èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî ψ(ϕ(F )) = F . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû 3 îñòàåòñÿ çàìåòèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ ïðîñòðàíñòâà <
FA; d > íà ïðîñòðàíñòâî < FB ; d >. Ïîñëåäíåå æå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ(F ) = fψ ñîõðàíÿåò àðíîñòü ôóíêöèé. �

Íåïîñðåäñòâåííî çàìå÷àåòñÿ òàê æå, ÷òî ïàðà îòîáðàæåíèé ϕ è ψ ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòèâíîé ïàðîé ãîìîìîðôèçìîâ è äëÿ ðåøåòîê êëîíîâ íà ìíîæåñòâàõ B
è A.
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