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p-ÅÌÊÎÑÒÈ Â R2

À.Ñ. ÐÎÌÀÍÎÂ

Abstract. We consider various properties of extremal functions for p-
capacity in domains of the Euclidean space R2.

Keywords: Sobolev spaces, capacity, extremal functions.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåëèíåéíàÿ ¼ìêîñòü ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî èñïîëüçóåìûì èí-
ñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé è ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ îòîáðàæåíèé. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå âîïðîñû,
êàñàþùèåñÿ p-¼ìêîñòè, ñâÿçàííîé ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà L1

p(G), G ⊂ R2.
Ðàññìîòðåíèå äâóìåðíîé ñèòóàöèè è ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ ïåðâûìè ïðîèç-
âîäíûìè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íå âñå ðåçóëüòàòû, îáñóæäàåìûå â äàííîé ðàáîòå,
äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà Lkp(Rn) ïðè n > 2 è
k > 1.

Èñòîðè÷åñêè íàèáîëåå ðàçâèòîé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ êîíôîðìíîé ¼ìêîñòè (2-
¼ìêîñòè) àêòèâíî èñïîëüçóåìîé ïðè èçó÷åíèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè p 6= 2 ìíîãèå ñâîéñòâà p-¼ìêîñòè âïîëíå àíàëîãè÷íû
ñâîéñòâàì êîíôîðìíîé ¼ìêîñòè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðè
p < 2, p = 2 è p > 2 îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè. Ê ñîæàëåíèþ,
íåêîòîðûå äàâíî èçâåñòíûå ôàêòû òåîðèè ¼ìêîñòè îòíîñÿòñÿ ñêîðåå ê ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó ôîëüêëîðó è ïîðîé ñëîæíî íàéòè àäåêâàòíóþ ññûëêó - ïðîùå
ïðèâåñòè ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïîýòîìó âíà÷àëå ðàáîòû, íå âäàâàÿñü â äå-
òàëè è íå ïðåòåíäóÿ íà àâòîðñòâî, ìû ïûòàåìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæèòü
áàçîâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ¼ìêîñòè, ñâÿçàííîé ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà. Ýòèì
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æå îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èå â òåêñòå êðàòêèõ äîêàçàòåëüñòâ íåêîòðûõ èçâåñòíûõ
ðåçóëüòàòîâ.

Êàê ïðàâèëî, ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîí-
íûõ çàäà÷, îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèìè
òðåáîâàíèÿìè ê êëàññó äîïóñòèìûõ ôóíêöèé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ âàðèàöèîííîé p-¼ìêîñòè
ïàðû êîíòèíóóìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ çàìûêàíèþ îáëàñòè G ⊂ R2.

1. Î ïîíÿòèè ¼ìêîñòè, ñâÿçàííîé ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê ïëîñêîñòè R2 ìû èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñî-
êðàùåííîå îáîçíà÷åíèå îäíèì ñèìâîëîì z, w, a, b . . . , ïîëàãàÿ z = (x, y), w =
(·, ·), a = (a1, a2) è ò.ä. Ñèìâîëîì Hα áóäåì îáîçíà÷àòü α-ìåðó Õàóñäîðôà, ñèì-
âîëîì m2 ìåðó Ëåáåãà â R2. Èíîãäà â èíòåãðàëàõ íàì áóäåò óäîáíååå âìåñòî
dm2 ïèñàòü dxdy.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà W 1

p (G) ñ íîðìîé

‖u
∣∣W 1

p (G)‖ =

∫
G

(|u|p + |∇u|p) dxdy

1/p

è ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà L1
p(G) ñ ïîëóíîðìîé

‖u
∣∣L1
p(G)‖ =

∫
G

|∇u|pdxdy

1/p

.

Ñèìâîëîì Lαp (R2) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïîòåíöèàëîâ Áåññåëÿ � ôóíêöèé,
ïðåäñòàâèìûõ â âèäå u = Gα ∗ h, ãäå Gα � ÿäðî Áåññåëÿ ïîðÿäêà α, à ôóíêöèÿ
h ∈ Lp(R2). Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lαp (R2) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

‖u
∣∣Lαp (R2)‖ = ‖h

∣∣Lp(R2)‖.

Ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà ñâÿçàíû ðàçëè÷íûå òèïû ¼ìêîñòè. Íàñ â ïåðâóþ
î÷åðåäü áóäåò èíòåðåñîâàòü òàê íàçûâàåìàÿ �âàðèàöèîííàÿ åìêîñòü�, îáû÷íî
ðàññìàòðèâàåìàÿ â îáëàñòÿõ G ⊂ R2, íî íà÷èíàòü óäîáíåå ñ (1, p)-¼ìêîñòè,
ñâÿçàííîé ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà W 1

p (R2). Îñíîâû òåîðèè ¼ìêîñòè ìîæíî
íàéòè, ê ïðèìåðó, â ðàáîòàõ [1, 2, 3, 4, 5].

Ïîíÿòèå (1, p)-¼ìêîñòè â R2 ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçíûìè ýêâèâàëåíòíûìè
ñïîñîáàìè. Ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîâïàäåíèåì ïðè 1 < p < ∞ ïðî-
ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W 1

p (R2) è ïðîñòðàíñòâ ïîòåíöèàëîâ Áåññåëÿ L1
p(R

2). Ýòè
ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà ôóíêöèé: åñëè ôóíê-
öèÿ u ∈ L1

p(R
2), òî u ∈W 1

p (R2); åñëè ôóíêöèÿ v ∈W 1
p (R2), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ôóíêöèÿ v∗ ∈ L1
p(R

2), ÷òî v∗ = v ïî÷òè âñþäóþ. Ïðè ýòîì íîðìû ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû [1, 6]. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, íàïîìíèì íåîáõîäèìóþ
íàì èíôîðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ (1, p)-¼ìêîñòè.

Äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ R2 êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé îïðåäåëèì óñëîâèåì

D̃(E) = {u ∈ L1
p(R

2)
∣∣u = G1 ∗ h, h ≥ 0, u(z) ≥ 1 ïðè z ∈ E},
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à ¼ìêîñòü ìíîæåñòâà E ðàâåíñòâîì

C̃(1,p)(E) = inf
u∈D̃(E)

‖u
∣∣L1
p(R

2)‖p.

Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà E äîïóñòèìûõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò, òî áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî C̃(1,p)(E) =∞.

Äëÿ ôóíêöèè ìíîæåñòâ C̃(1,p)(E) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [1, 2]:
1. Åñëè E ⊂ E1, òî C̃(1,p)(E) ≤ C̃(1,p)(E1).
2. Äëÿ âñÿêîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ En, n=1,2, . . .

C̃(1,p)

(⋃
n

En

)
= sup

n
C̃(1,p)(En).

3. Äëÿ âñÿêîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Kn,
n=1,2, . . .

C̃(1,p)

(⋂
n

Kn

)
= inf

n
C̃(1,p)(Kn).

Òàêèì îáðàçîì (1, p)-¼ìêîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé ¼ìêî-
ñòè [7]. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî E ⊂ R2 èçìåðèìî
îòíîñèòåëüíî (1, p)-¼ìêîñòè, ò.å.

C̃(1,p)(E) = sup
K⊂E

C̃(1,p)(K),

ãäå K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî øèðîêèì, â ÷àñòíîñòè, îí ñîäåðæèò âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.

Äëÿ (1, p)-¼ìêîñòè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñ÷¼òíîé ïîëóàääèòèâíîñòè:

åñëè A ⊂
∞⋃
n=1

An, òî C̃(1,p)(A) ≤
∞∑
n=1

C̃(1,p)(An).

Çàìå÷àíèå. Õîòÿ (1, p)-¼ìêîñòü è ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ìåðîé, ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé ¼ìêîñòè
îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ èçìåðèìîñòè, èñïîëüçóåìîãî â òåîðèè ìåðû.

Ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé è îòîáðàæåíèé îñîáóþ ðîëü èã-
ðàþò ìíîæåñòâà íóëåâîé (1, p)-¼ìêîñòè. Äîñòàòî÷íî òî÷íóþ ìåòðè÷åñêóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó òàêèõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü â òåðìèíàõ ìåðû Õàóñäîðôà
[1, 2, 5]:

i) åñëè 1 < p < 2 è H2−p(E) = 0, òî C̃(1,p)(E) = 0;

ii) åñëè C̃(1,p)(E) = 0, òî Hα(E) = 0 ïðè α > 2− p.
Ñëåäîâàòåëüíî ïðè âñåõ 1 < p < ∞ ìíîæåñòâî íóëåâîé (1, p)-¼ìêîñòè èìå-

åò íóëåâóþ ëèíåéíóþ ìåðó Õàóñäîðôà, ïðè ýòîì (1, p)-¼ìêîñòü ïðîèçâîëüíîãî
êîíòèíóóìà ïîëîæèòåëüíà. Îòìåòèì, ÷òî (1, p)-¼ìêîñòü òî÷êè ðàâíà íóëþ ïðè
p ≤ 2 è ïîëîæèòåëüíà ïðè p > 2.

Äàëåå òåðìèí (1, p)- êâàçèâñþäó îçíà÷àåò: âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìî-
æåò ìíîæåñòâà íóëåâîé (1, p)-¼ìêîñòè. Ôóíêöèþ u íàçûâàþò (1, p)-êâàçèíåïðå-
ðûâíîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî V, ÷òî
C̃(1,p)(V ) < ε è íà äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó V ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà. Âñÿêàÿ
êâàçèíåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà êâàçèâñþäó. Ïðè p > 2 ïî-
íÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè è (1, p)-êâàçèíåïðåðûâíîñòè ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó âñÿ-
êîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî èìååò ïîëîæèòåëüíóþ (1, p)-¼ìêîñòü.
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Ïðè p > 2 ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ L1
p(R

2) íåïðåðûâíû, à ïðè p ≤ 2 ÿâëÿ-
þòñÿ (1, p)-êâàçèíåïðåðûâíûìè.

Â îïðåäåëåíèè êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé D̃(E) óñëîâèå ¾u(z) ≥ 1 ïðè
z ∈ E¿ ìîæíî çàìåíèòü íà ¾u(z) ≥ 1 (1, p)-êâàçèâñþäó íà E¿.

Ýêâèâàëåíòíóþ (1, p)-¼ìêîñòè ôóíêöèþ ìíîæåñòâ ìîæíî îïðåäåëèòü, èñ-
ïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà âìåñòî ïðîñòðàíñòâ ïîòåíöèàëîâ Áåññåëÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ R2 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé

D∗(K) = {u ∈ C∞0 (R2)
∣∣ u|K ≥ 1},

è ïðè 1 ≤ p <∞ ñîîòâåòñòâóþùóþ (1, p)-¼ìêîñòü îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

Cp(K) = inf
u∈D∗(K)

‖u
∣∣W 1

p (R2)‖p.

Îïðåäåëåííàÿ èçíà÷àëüíî äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, Cp-¼ìêîñòü ñòàíäàðò-
íûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèé
σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ïðîñòðàíñòâ W 1
p (R2) è L1

p(R
2), äëÿ âñÿêîãî

(1, p)-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R2 âûïîëíÿåòñÿ äâóõñòîðîííÿÿ îöåíêà

λ−1 C̃(1,p)(E) ≤ Cp(E) ≤ λ C̃(1,p)(E),

ãäå 0 < λ < ∞. Â ÷àñòíîñòè, êëàññû ìíîæåñòâ ¼ìêîñòè íóëü äëÿ ýòèõ òèïîâ
¼ìêîñòåé ñîâïàäàþò.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ¼ìêîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìíî-
æåñòâà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé.

Ìîæíî îáîéòèñü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé êëàññà C∞0 (R2) è îïðåäåëèòü
¼ìêîñòü, íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóÿ ôóíêöèè è íîðìó ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà
W 1
p (R2). Íà ïåðâûé âçãëÿä âïîëíå åñòåñòâåííûì êëàññîì äîïóñòèìûõ ôóíê-

öèé äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ R2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé u ∈
W 1
p (R2), ñ óñëîâèåì u ≥ 1 íà ìíîæåñòâå E. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî

îïðåäåëåíèÿ âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî ýëåìåíòîì ïðîñòðàí-
ñòâà Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ ìåæäó
ñîáîé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Òàêèì îáðàçîì ñîáîëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, èçíà÷àëüíî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåíà íà ìíî-
æåñòâå íóëåâîé ìåðû. Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà E, èìåþùåãî íóëåâóþ
ìåðó Ëåáåãà, ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà E è íóëþ â R2 \ E, ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó W 1

p (R2) è èìååò íîðìó ðàâíóþ íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî è ¼ìêîñòü
ìíîæåñòâà E äîëæíà áûòü ðàâíîé íóëþ. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäå-
íèþ î õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâ íóëåâîé (1, p)-¼ìêîñòè.

Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êëàññ ýêâèàëåíòíîñòè âñÿ-
êîé ñîáîëåâñêîé ôóíêöèè ñîäåðæèò �óòî÷íåííóþ� ôóíêöèþ, îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåííóþ âñþäó âíå ìíîæåñòâà íóëåâîé (1, p)-¼ìêîñòè.

Äëÿ âñÿêîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèè u óòî÷íåííàÿ ôóíêöèÿ ũ ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà êàê ïðåäåë ñðåäíèõ çíà÷åíèé

ũ(x) =


lim
r→0

1

m2(B(x, r))

∫
B(x,r)

u dm2, åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò,

íå îïðåäåëåíà, â èíîì ñëó÷àå.

Óòî÷íåííàÿ ôóíêöèÿ ũ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé u ïî÷òè âñþäó.
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Åñëè æå ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 1
p (R2), òî èìååò

ìåñòî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò: óòî÷íåííàÿ ôóíêöèÿ ũ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà
êâàçèâñþäó è êâàçèâñþäó ñîâïàäàåò ñ ýêâèâàëåíòíîé u ôóíêöèåé u∗ ∈ L1

p(R
2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êâàçèíåïðåðûâíîé [5, 8].
Äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà âûïîëíÿåòñÿ ¼ìêîñòíîé àíàëîã òåî-

ðåìû Åãîðîâà:
âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé un ∈W 1

p (R2), ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ïî íîðìå, ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {unk}, ñõîäÿùóþñÿ êâàçèâñþ-
äó ê êâàçèíåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïðè ýòîì äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî E, ÷òî Cp(E) < ε è íà ìíîæåñòâå R2 \ E ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {unk} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
Çàìå÷àíèå. Äàëåå ãîâîðÿ î ôóíêöèè u èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, ìû âñå-

ãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååì äåëî ñ óòî÷íåííîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ îïðå-
äåëåíà êâàçèâñþäó è ÿâëÿåòñÿ êâàçèíåïðåðûâíîé.

Ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R2 ìîæíî îïðåäå-
ëèòü íîâûé êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé

D(E) = {u ∈W 1
p (R2)

∣∣ u ≥ 1 (1, p)-êâàçèâñþäó íà E},

ïðè ýòîì
Cp(E) = inf

u∈D(E)
‖u
∣∣W 1

p (R2)‖p.

Êàê è ðàíüøå, ïðè D(E) = ∅ ïîëàãàåì Cp(E) =∞.
Èç ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ (1, p)-¼ìêîñòüþ, äëÿ íàñ îñíîâíîé èíòåðåñ áóäóò

ïðåäñòàâëÿòü ìíîæåñòâà (1, p)-¼ìêîñòè íóëü, ñâîéñòâî (1, p)-êâàçèíåïðåðûâíîñòè
è òåðìèí (1, p)-êâàçèâñþäó.

2. Âàðèàöèîííàÿ ¼ìêîñòü

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáî-
ëåâà, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòÿõ G ⊂ Rn. Ëîêàëüíî ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà L1

p(G) ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà W 1
p (R2), ïî-

ýòîìó èñïîëüçîâàíèå â äàííîì ñëó÷àå ïîíÿòèé óòî÷íåííîé ôóíêöèè, (1, p)-
êâàçèíåïðåðûâíîé ôóíêöèè è òåðìèíà (1, p)-êâàçèâñþäó êîððåêòíî. Äàëåå â
ñëó÷àå, êîãäà íå áóäåò âîçíèêàòü ðàçíî÷òåíèÿ, ìû èíîãäà áóäåì îïóñêàòü (1, p)
è ïèñàòü ïðîñòî êâàçèâñþäó è êâàçèíåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ðàçíîâèäíîñòü ¼ìêîñòè, êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâà-
þò âàðèàöèîííîé p-¼ìêîñòüþ. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ðàçëè÷íûõ âîïðî-
ñîâ, êàñàþùèõñÿ âàðèàöèîííîé ¼ìêîñòè, ìîæíî íàéòè â [2]. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå íàì ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü G ⊂ R2 è äâà ìíîæåñòâà K0,K1 ⊂ G.
Äëÿ ïàðû ìíîæåñòâ (K0,K1) êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèéD(K0,K1, G) îïðå-

äåëèì ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: u ∈ L1
p(G), u ≤ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíî-

æåñòâà K0 è u ≥ 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K1. Èìåþòñÿ â âèäó
îêðåñòíîñòè â G, ò.å. îòêðûòûå â G ìíîæåñòâà, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò
ìíîæåñòâà Ki.

Ïðè 1 < p < ∞ ñîîòâåòñòâóþùóþ p-¼ìêîñòü ïàðû (K0,K1) îïðåäåëèì ðà-
âåíñòâîì

capp(K0,K1, G) = inf
u∈D(K0,K1,G)

∫∫
G

|∇u|p dx dy.
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Åñëè äëÿ ïàðû ìíîæåñòâ (K0,K1) äîïóñòèìûõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò, òî
ïîëàãàåì capp(K0,K1, G) =∞.

Èìååòñÿ äîâîëüíî áîëüøàÿ ñâîáîäà â âûáîðå êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé
äëÿ âû÷èñëåíèÿ p-¼ìêîñòè. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äîêàçàíû â [2].

1. Åñëè K0,K1 � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, òî p-¼ìêîñòü ïàðû (K0,K1)
ðàâíà òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå çíà÷åíèé âåëè÷èíû ‖u

∣∣L1
p(G)‖p íà ìíîæåñòâå

ôóíêöèé u ∈ C∞0 (G) ∩ L1
p(G), òàêèõ, ÷òî u ≤ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ìíîæåñòâà K0 è u ≥ 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K1.
2. Åñëè K0,K1 � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, òî p-¼ìêîñòü ïàðû (K0,K1)

ðàâíà òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå çíà÷åíèé âåëè÷èíû ‖u
∣∣L1
p(G)‖p íà ìíîæåñòâå

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé êëàññà L1
p(G), òàêèõ, ÷òî u(x) ≤ 0 ïðè x ∈ K0 è u(x) ≥

1 ïðè x ∈ K1.
Ìû ñîõðàíèì îáùåå îáîçíà÷åíèåD(K0,K1, G) äëÿ êëàññîâ äîïóñòèìûõ ôóíê-

öèé, ïðè íåîáõîäèìîñòè óêàçûâàÿ êàêîé êëàññ èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé êîíêðåò-
íîé ñèòóàöèè.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ ïåðâûìè îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè âûïîë-
íÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêîå ñâîéñòâî:

åñëè f, g ∈ L1
p(G), òî max(f, g) ∈ L1

p(G), min(f, g) ∈ L1
p(G),

ïðè ýòîì
‖max(f, g)

∣∣L1
p(G)‖ ≤ ‖f

∣∣L1
p(G)‖+ ‖g

∣∣L1
p(G)‖,

‖min(f, g)
∣∣L1
p(G)‖ ≤ ‖f

∣∣L1
p(G)‖+ ‖g

∣∣L1
p(G)‖.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîé ïîñòîÿííîé C

‖max(f, C)
∣∣L1
p(G)‖ ≤ ‖f

∣∣L1
p(G)‖, ‖min(f, C)

∣∣L1
p(G)‖ ≤ ‖f

∣∣L1
p(G)‖.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (K0,K1), òî
è ôóíêöèÿ

ũ = min (1,max(u, 0))

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé. Ïîýòîìó èçíà÷àëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äîïóñòèìàÿ
ôóíêöèÿ 0 ≤ u ≤ 1, u = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K0 è u = 1
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K1.

Åñëè K0,K1 ⊂ G è capp(K0,K1, G) < ∞, òî êàê äîêàçàíî â [2], ïðè 1 < p <
∞ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) ýêñòðåìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ u0 ∈ D(K0,K1, G) òàêàÿ, ÷òî

capp(K0,K1, G) =

∫∫
G

|∇u0|p dxdy.

Ïîñêîëüêó êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà L1

p ñîäåðæèò êâàçèíåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, òî ãîâîðÿ îá ýêñòðåìàëü-
íîé ôóíêöèè, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ êâàçèíåïðåðûâíîé.

Cëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ïðåäëîæåíèå 1.1, ãëàâà 4 [2]) õàðàêòåðèçóåò çíà÷åíèÿ
ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâàõ Ki.

Ïóñòü K0,K1 ⊂ G è 0 < capp(K0,K1, G) < ∞. Òîãäà äëÿ ïàðû (K0,K1) ñó-
ùåñòâóåò êâàçèíåïðåðûâíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u0, ðàâíàÿ íóëþ (1, p)-
êâàçèâñþäó íà K0 ∩G è ðàâíàÿ åäèíèöå (1, p)-êâàçèâñþäó íà K1 ∩G, ïðè ýòîì
0 ≤ u0 ≤ 1 â G.

Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åù¼ îäèí êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé.
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3. Åñëè ìíîæåñòâà K0,K1 ⊂ G, òî p-¼ìêîñòü ïàðû (K0,K1) ðàâíà òî÷íîé
íèæíåé ãðàíèöå çíà÷åíèé âåëè÷èíû ‖u

∣∣L1
p(G)‖p íà ìíîæåñòâå êâàçèíåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé u êëàññà L1
p(G), òàêèõ, ÷òî u ðàâíà íóëþ (1, p)-êâàçèâñþäó

íà K0 è ðàâíà åäèíèöå (1, p)-êâàçèâñþäó íà K1.
Íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå p-¼ìêîñòè è ÿâíûé âèä ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè óäà-

åòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð 2.1.

1. Äëÿ êîíöåíòðè÷åñêîãî êîëüöà KR,r, îáðàçîâàííîãî îêðóæíîñòÿìè ðàäè-
óñîâ r è R(R > r), çíà÷åíèå p-¼ìêîñòè äàâíî èçâåñòíî (ñì., ê ïðèìåðó, [2, 3])

capp(KR,r) =

{
2π|λ|p−1|Rλ − rλ|1−p, åñëè p 6= 2,

2π (ln(R/r))
−1
, åñëè p = 2,

çäåñü λ =
p− 2

p− 1
.

Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

u(ρ) =


Rλ − ρλ

Rλ − rλ
, åñëè p 6= 2,

ln(ρ/R)

ln(r/R)
, åñëè p = 2,

Åñëè ðàññìîòðåòü íå âñ¼ êîëüöî, à ëèøü óñå÷¼ííûé ñåêòîð, îïðåäåëÿåìûé â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óñëîâèåì

SR,r,ω = {z ∈ KR,r

∣∣0 < ϕ < ω ≤ 2π},
è îáîçíà÷èòü ÷åðåç Fr è FR äóãè ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòåé, òî ýêñòðå-

ìàëüíàÿ ôóíêöè íå ìåíÿåòñÿ, ïðè ýòîì capp(Fr, FR, SR,r,ω) =
ω

2π
capp(KR,r).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0 è Eω îòðåçêè ðàäèóñîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå ñåêòî-
ðà SR,r,ω è ñîîòâåòñòâóþùèõ ϕ = 0 è ϕ = ω. Íàéä¼ì p-¼ìêîñòü ïàðû (E0, Eω).
Åñëè u � ãëàäêàÿ äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è
âûðàæåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè u â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ïðè r < ρ < R
ïîëó÷àåì

1 ≤
ω∫

0

∣∣∣∣ ∂u∂ϕ
∣∣∣∣ (ρ, ϕ)dϕ ≤ ω1/p′

 ω∫
0

ρp|∇u|p(ρ, ϕ)dϕ

1/p

,

ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè p 6= 2∫∫
SR,r,ω

|∇u|p(ρ, ϕ)ρ dρdϕ ≥ ω1−p
R∫
r

ρ1−pdρ =
1

ωp−1|2− p|
∣∣R2−p − r2−p∣∣ .

Ëåãêî âû÷èñëèòü íîðìó ôóíêöèè u0(ρ, ϕ) = ϕ/ω∫∫
SR,r,ω

|∇u|p(ρ, ϕ)ρ dρdϕ = ω−p
∫∫
SR,r

ρ1−pdρdϕ =
1

ωp−1|2− p|
∣∣R2−p − r2−p∣∣ .

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ u0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

capp(E0, Eω, SR,r,ω) =
1

ωp−1|2− p|
∣∣R2−p − r2−p∣∣ .
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2. Ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ p-¼ìêîñòü ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïðÿìî-
óãîëüíèêà. Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå P äëèíà îñíîâàíèé F0, F1 ðàâíà a, äëè-
íà áîêîâûõ ñòîðîí E0, E1 ðàâíà b. Îöåíêà ñíèçó íîðìû äîïóñòèìîé ôóíêöèè
ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî

a =

a∫
0

1dx ≤
a∫

0

 b∫
0

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣ dy
 dx ≤ (ab)1/p′

∫∫
P

|∇u|pdxdy

1/p

.

Òàêèì îáðàçîì ∫∫
P

|∇u|pdxdy ≥ a

bp−1
.

Ýêñòðåìàëüíîé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ u0(x, y) = y/b,
íîðìà êîòîðîé ðàâíà a/bp−1. Ñëåäîâàòåëüíî

capp(F0, F1, P ) =
a

bp−1
.

3. �ìêîñòü ïàðû êîíòèíóóìîâ âñåãäà áîëüøå íóëÿ. Äëÿ ïàðû êîíòèíóóìîâ
(K0,K1), èìåþùèõ îáùóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó íà ãðàíèöå îáëàñòè G, p-¼ìêîñòü
ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè ïðè p ≥ 2, à ïðè p ≤ 2 âîïðîñ î êîíå÷íîñòè èëè áåñêîíå÷-
íîñòè p-¼ìêîñòè çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ è îò ïîêàçàòåëÿ
ñóììèðóåìîñòè p.

i) Åñëè êîíòèíóóìû K0 è K1 èìåþò îáùóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó a ∈ ∂G, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî ïðè âñåõ ρ ≤ r îêðóæíîñòü Sρ ñ öåíòðîì â òî÷êå a
è ðàäóñà ρ ïåðåñåêàåò îáà êîíòèíóóìà K0 è K1. Èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäè-
íàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå a è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, äëÿ äîïóñòèìîé ôóíêöèè u
ïîëó÷àåì îöåíêè

1 ≤
∫

Sρ∩G

∣∣∣∣ ∂u∂ϕ
∣∣∣∣ (ρ, ϕ)dϕ ≤ (2π)1/p′

 ∫
Sρ∩G

ρp|∇u|p(ρ, ϕ)dϕ


1/p

è

∫∫
G

|∇u|p(ρ, ϕ)ρ dρdϕ ≥ (2π)1−p
r∫

0

ρ1−pdρ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ïðè p ≥ 2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
äîïóñòèìîé ôóíêöèè p-¼ìêîñòü ïàðû êîíòèíóóìîâ K0 è K1 ïðè p ≥ 2 ðàâíà
áåñêîíå÷íîñòè.

ii) Äëÿ ïàðû êîíòèíóóìîâ (K0,K1), èìåþùèõ îáùóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó íà
ãðàíèöå îáëàñòè, p-¼ìêîñòü ìîæåò áûòü êîíå÷íà ïðè âñåõ 1 < p < 2.

Ê ïðèìåðó, åñëè ðàññìîòðåòü ñåêòîð SR,0,ω è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèóñû E0, Eω
èìåþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò îáùåé òî÷êîé, òî ïðè 1 < p < 2 èç ïðèìåðà 1 ïî-
ëó÷èì

capp(E0, Eω, SR,0,ω) =
1

ωp−1(2− p)
R2−p.

iii) Ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê

Tλ = {(x, y) ∈ R2
∣∣0 < x < a, 0 < y < xλ, λ > 1}.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç F0,a îòðåçîê [0, a], à ÷åðåç F1,a äóãó êðèâîé y = xλ, x ∈ [0, a].
Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (F0,a, F1,a), òî

1 ≤
xλ∫
0

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣ dydx ≤ xλ/p′

 xλ∫
0

|∇u|pdy


1/p

.

Ñëåäîâàòåëüíî ∫∫
Tλ

|∇u|pdxdy ≥
a∫

0

dx

xλ(p−1)
.

Ïðè p ≥ 1 + 1/λ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, ïîýòîìó p-¼ìêîñòü ïàðû
(F0,a, F1,a) íå ìîæåò áûòü êîíå÷íîé.

Ïðè p < 1 + 1/λ
a∫

0

dx

xλ(p−1)
=

1

1 + λ(1− p)
a1+λ(1−p).

Ôóíêöèÿ u(x, y) = y/xλ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (F0,a, F1,a), ïðè ýòîì
|∇u|(x, y) ≤ (1 + λ2)1/2x−λ â îáëàñòè Tλ. Ïîýòîìó∫∫

Tλ

|∇u|pdxdy ≤ (1 + λ2)p/2

1 + λ(1− p)
a1+λ(1−p).

Ñëåäîâàòåëüíî

capp(F0,a, F1,a, Tλ) = O
(
a1+λ(1−p)

)
ïðè a→ 0.

Ïðè ïîëó÷åíèè ðàçëè÷íûõ îöåíîê îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé âçàèìîñâÿçü ìåæäó
p-¼ìêîñòüþ è p-ìîäóëÿìè ñåìåéñòâ êðèâûõ.

Íàïîìíèì íóæíóþ íàì èíôîðìàöèþ î p-ìîäóëÿõ ñåìåéñòâ êðèâûõ [9].
Ïóñòü Γ - ñåìåéñòâî ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ γ ⊂ G. Êëàññ äîïóñòè-

ìûõ áîðåëåâñêèõ ìåòðèê îïðåäåëèì óñëîâèåì

N(Γ) = {ρ ∈ Lp(G) |
∫
γ

ρ d l ≥ 1 äëÿ âñåõ γ ∈ Γ},

à p�ìîäóëü ñåìåéñòâà Γ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

modp(Γ) = inf
ρ∈N(Γ)

∫∫
G

ρp d x d y.

Ïðè 1 < p <∞ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ìåòðèêà, äëÿ êîòîðîé

‖ρ | Lp(G)‖p = modp(Γ).

Âïîëíå î÷åâèäíî ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè: åñëè ñåìåéñòâî êðèâûõ Γ1 ⊂ Γ, òî

modp(Γ1) ≤ modp(Γ).

Â ñëó÷àå, êîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ â îáëàñòè G,
ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâà K0,K1 ⊂ G, äëÿ p-ìîäóëÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå modp(K0,K1, G). Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî

capp(K0,K1, G) = modp(K0,K1, G).
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Åñëè u - ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ capp(K0,K1, G), à ρ0 - ýêñòðåìàëüíàÿ
ìåòðèêà äëÿ modp(K0,K1, G), òî ρ0 = |∇u|.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü G - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ìíîæåñòâà K0,K1 ⊂ G è
äëèíà âñÿêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé K0 è K1 íå ìåíüøå ÷åì d > 0, òîãäà

capp(K0,K1, G) ≤ m2(G)

dp
.

Ïðè ó÷¼òå âçàèìîñâÿçè p-¼ìêîñòè è p-ìîäóëÿ, îöåíêà âïîëíå î÷åâèäíà, ïî-
ñêîëüêó ìåòðèêà ρ = 1/d ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñîåäè-
íÿþùèõ ìíîæåñòâà K0 è K1.

3. Î ñâîéñòâàõ ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì îáëàñòü G ⊂ R2, íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà K0,K1 ⊂ G è
ïóñòü ìíîæåñòâà K0 ∩ G è K1 ∩ G ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî G, à
ìíîæåñòâî G∗ = G \ (K0 ∪K1) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû (K0,K1), à ôóíêöèÿ
ϕ ∈ C∞0 (G∗) è ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâå G \ G∗, òî ôóíêöèÿ u + ϕ áóäåò
äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (K0,K1) è∫∫

G

|∇u|pdxdy ≤
∫∫
G

|∇(u+ ϕ)|pdxdy,

ò.å. ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ p-èíòåãðàëà Äèðèõëå. Ñëåäîâàòåëüíî
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G∗, ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì p-óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ïîíèìàåìîãî â ñëàáîì ñìûñëå∫∫

G∗

|∇u|p−2 · ∇u · ∇ϕdx dy = 0

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (G∗).
Câîéñòâà p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâ-

òîðàìè. Ñîãëàñíî ðàáîòå [11] ïðè 1 < p < ∞ p-ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè G
ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â G,

u ∈ Ck,αloc (G) ∩W k+2
q,loc(G),

ãäå öåëîå k ≥ 1, ïîêàçàòåëü α ∈ (0, 1] è

k + α ≥ 1

6

(
7 +

1

p− 1
+

√
1 +

14

p− 1
+

1

(p− 1)2

)
, 1 ≤ q < 2

2− α
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ 1 < p < ∞ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò
êëàññó C1,α

loc (G), ãäå α > 1/3, à ïðè 1 < p < 2 ôóíêöèÿ u ∈ C2,β
loc (G), ãäå β > 0.

Â ðàáîòå [12] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòëè÷íîé îò ïî-
ñòîÿííîé p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

Z = {(x, y) ∈ G | ∇u(x, y) = 0}
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, ò.å. åãî òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè â îáëàñòè G,
ïðè ýòîì u ∈ C∞(G \ Z).

Ñèìâîëîì Ut áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî óðîâíÿ ôóíêöèè u, ò.å.

Ut = {(x, y) ∈ G | u(x, y) = t}.
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Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû (K0,K1), òî
ìíîæåñòâà óðîâíåé Ut ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1) íå ïåðåñåêàþò ìíîæåñòâî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê è ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûõ ãëàäêèõ êðè-
âûõ [13]. Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷-
íûå çíà÷åíèÿ íà âñÿêîé íåïðåðûâíîé êðèâîé γ ⊂ G, ñîåäèíÿþùåé ìíîæåñòâà
K0 è K1.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü G ⊂ R2, äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà
K0,K1 ⊂ G, ïîäîáëàñòü D ⊂ G \ (K0 ∪K1) è ìíîæåñòâî Γ = ∂D∩G. Ñèìâîëîì
M(D) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó L1

p(D) è

ðàâíûõ íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Γ, à ñèìâîëîì
◦
L

1

p(D) çàìû-
êàíèå ìíîæåñòâà M(D).

Ëåììà 3.1. 1. Ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû (K0,K1) ôóíêöèÿ u
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ýêñòðåìàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîäîáëàñòè

D ⊂ G \ (K0 ∪K1) è âñÿêîé îòëè÷íîé îò ïîñòîÿííîé ôóíêöèè h ∈
◦
L

1

p(D)

‖u
∣∣L1
p(D)‖ < ‖u+ h

∣∣L1
p(D)‖.

2. Ðàññìîòðèì ïîäîáëàñòü D ⊂ G, ìíîæåñòâî K ⊂ G,K ∩D = ∅ è ïóñòü
γ = ∂D ∩G, òîãäà

capp(K,D,G) = capp(K, γ,G).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ h 6= const, ÷òî

‖u+ h
∣∣L1
p(D)‖ ≤ ‖u

∣∣L1
p(D)‖.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {hn ∈ M(D)}, ñõîäÿùóþñÿ ê ôóíê-
öèè h â L1

p(D). Âñÿêóþ ôóíêöèþ hn ìîæíî ïðîäîëæèòü íóëåì äî ôóíêöèè

h̃n ∈ L1
p(G). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h̃n} ñõîäèòñÿ â L1

p(G) è ñîäåðæèò ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ êâàçèâñþäó ê ôóíêöèè h̃, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó L1

p(G), ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé h êâàçèâñþäó â D è ðàâíà íóëþ

êâàçèâñþäó â G\D. Ôóíêöèÿ v = u+h̃ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (K0,K1)
è

‖v
∣∣L1
p(G)‖p = ‖u+ h

∣∣L1
p(D)‖p + ‖u

∣∣L1
p(G \D)‖p ≤ ‖u

∣∣L1
p(G)‖p.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè v = u, ò.å. h = 0.

2. Åñëè ôóíêöèÿ u, ðàâíàÿ åäèíèöå â îêðåñòíîñòè γ, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé
äëÿ ïàðû (K, γ) â îáëàñòè G \ D, òî å¼ ïðîäîëæåíèå åäèíèöåé íà ìíîæåñòâî
D èìååò íîðìó ðàâíóþ ðàâíóþ íîðìå ôóíêöèè u è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ
ïàðû (K,D). Ïîýòîìó

capp(K,D,G) ≤ capp(K, γ,G).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ¼ìêîñòü ïàðû (K,D) íå ìåíüøå ÷åì
¼ìêîñòü ïàðû (K, γ), ñëåäîâàòåëüíî

capp(K,D,G) = capp(K, γ,G). �
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Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 ëåììû 3.1 íå ïðîòèâîðå÷èò äèñêðåòíî-
ñòè ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè u, ò.ê. γ ðàçáèâà-
åò îáëàñòü G íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñâÿçíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà Gn è ñóæå-
íèÿ ôóíêöèè u íà ìíîæåñòâà Gn ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îòäåëüíûå ôóíê-
öèè un. Åñëè ìíîæåñòâî Kn = K ∩ ∂Gn èìååò ïîëîæèòåëüíóþ p-¼ìêîñòü è
γn = γ ∩ ∂Gn, òî ôóíêöèÿ un ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ capp(Kn, γn, Gn) è
èìååò â Gn äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Åñëè p-¼ìêîñòü ìíîæå-
ñòâà Kn ðàâíà íóëþ, òî un ≡ const â Gn.

Ëåììà 3.2. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïðîñòóþ êðèâóþ γ ⊂ G, ÿâëÿþùóþñÿ
îáðàçîì íåïðåðûâíîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîìåæóòêà èëè îêðóæ-
íîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî G \ γ = G0 ∪ G1, ãäå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà
Gi îòêðûòû è ñâÿçíû. Ïóñòü ìíîæåñòâî K0 ⊂ G0, à ìíîæåñòâî K1 ⊂ G1.
Åñëè A = capp(K0, γ,G), B = capp(γ,K1, G) è C = capp(K0,K1, G) <∞, òî:

1. ïðè âñåõ t ∈ (0, 1)

tpA+ (1− t)pB ≥ C;

2. åñëè ïðè íåêîòîðîì t

tpA+ (1− t)pB = C,

òî êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé óðîâíÿ Ut ôóíêöèè u, ÿâëÿþùåéñÿ ýêñòðåìàëü-
íîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû (K0,K1);

3. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1

A1/(p−1)
+

1

B1/(p−1)
≤ 1

C1/(p−1)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé A è B ðàâíî áåñêîíå÷íî-
ñòè, òî íåðàâåíñòâà ïóíêòîâ 1 è 3 î÷åâèäíû, à ðàâåíñòâî ïóíêòà 2 âûïîëíÿòüñÿ
íå ìîæåò. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A <∞ è B <∞.

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ v0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû (K0, γ) â îáëàñòè G,
à ôóíêöèÿ v1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â G äëÿ ïàðû (γ,K1). Ñîãëàñíî ëåììå
3.1 è ïðåäëîæåíèþ 1.1, ãëàâà 4 [2] ôóíêöèÿ v0 ðàâíà åäèíèöå êâàçèâñþäó íà
ìíîæåñòâå γ ∪G1, à ôóíêöèÿ v1 ðàâíà íóëþ êâàçèâñþäó íà ìíîæåñòâå γ ∪G0.

Ôóíêöèÿ

w(z) =

 tv0(z), åñëè z ∈ G0 ∪K0,
t, åñëè z ∈ γ,
t+ (1− t)v1(z), åñëè z ∈ G1 ∪K1

ïðè ñêëåéêå íà êðèâîé γ áóäåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ïî÷òè âñåõ (êâà-
çèâñåõ) ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì, áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðî-
ñòðàíñòâó Ñîáîëåâà L1

p(G) è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (K0,K1). Ïîýòîìó

capp(K0,K1, G) ≤ ‖w
∣∣L1
p(G)‖p = tp‖v0

∣∣L1
p(G)‖p + (1− t)p‖v1

∣∣L1
p(G)‖p =

tp capp(K0, γ,G) + (1− t)p capp(γ,K1, G).

2. Åñëè ïðè íåêîòîðîì t âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè ïóíêòà
2, òî

capp(K0,K1, G) = ‖w
∣∣L1
p(G)‖p

è ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè w = u.
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3. Ôóíêöèÿ h(t) = tpA+ (1− t)pB èìååò ìèíèìóì â òî÷êå

t0 =
B1/(p−1)

A1/(p−1) +B1/(p−1)
, h(t0) =

AB(
A1/(p−1) +B1/(p−1)

)p−1 .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ïóíêòà 1, ïîëó÷àåì
1

A1/(p−1)
+

1

B1/(p−1)
≤ 1

C1/(p−1)
. �

Íåðàâåíñòâî ïóíêòà 3 ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî â [3] èíûì ñïîñîáîì.

Çàìå÷àíèå. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 3.2 è ïîëîæèì ∆ = A − B.
Èñïîëüçóÿ ïóíêò 3, ïîëó÷àåì

capp(γ,K1, G) = B ≥ C(C + ∆)(
(C + ∆)1/(p−1) − C1/(p−1)

)p−1 ∼
(p− 1)p−1Cp

∆p−1
ïðè ∆→ 0.

Îäíî èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé ñî-
äåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, äîêàçàííîì â ðàáîòå [14].

Ëåììà 3.3. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G ⊂ R2 è äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ êîìïàêòà K0,K1 ⊂ G. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ
ïàðû (K0,K1), òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1)∫

Ut

|∇u|p−1 d l ≡ const = Cp, (3.1)

ãäå Cp = capp(K0,K1, G) = ‖u
∣∣L1
p(G)‖p.

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè
ïàðû (K0,K1), òî ïðè âñåõ t ∈ (0, 1)

capp(K0, Ut, G) =
capp(K0,K1, G)

tp−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 ôóíêöèÿ

ut(z) =

{
u(z)/t åñëè u(z) < t,
1, åñëè u(z) ≥ 1

áóäåò ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû (K0, Ut)
Èñïîëüçóþ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ëèíèÿì óðîâíÿ [3, 15]∫∫

G

f(x, y)|∇u(x, y)| dx dy =

∞∫
0

∫
Ut

f(x, y) dl

 dt

è ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì

capp(K0, Ut) =

∫∫
G

|∇ut|p dx dy = t−p
t∫

0

∫
Uτ

|∇u|p−1 dl

 dτ =

t1−p‖u
∣∣L1
p(G)‖p. �

Ïóñòü Λ - ìíîæåñòâî íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé λ ∈ C∞(R1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì: λ(t) = 0 ïðè t ≤ 0, λ(t) = 1 ïðè t ≥ 1, suppλ′ ⊂ (0, 1).
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Ñîãëàñíî ëåììå 2 ïóíêòà 2.2.2 [3] ïðè p ∈ (1,∞) äëÿ âñÿêîé íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè h ∈ Lp([0, 1]) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

inf
λ∈Λ

1∫
0

(λ′)p h d t =

 1∫
0

h
1

1−p d t

1−p

. (3.2)

Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (K0,K1), à ôóíêöèÿ λ ∈ Λ,
òî ôóíêöèÿ λ(u) òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, ïðè ýòîì íà ìíîæåñòâå óðîâíÿ Ut
ôóíêöèÿ λ(u) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå λ(t).

Èñïîëüçóþ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ëèíèÿì óðîâíÿ, ïîëó÷àåì∫∫
G

|∇λ(u)|p dx dy =

∫∫
G

(λ′(u)|∇u|)p dx dy =

1∫
0

(λ′)p(t)

∫
Ut

|∇u|p−1 dl

 dt.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Λ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîé
äîïóñòèìîé ôóíêöèè u ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé âèäà λ(u) (λ ∈ Λ) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ v,
ïðèíèìàþùàÿ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâàõ óðîâíÿ ôóíêöèè u è èìå-
þùàÿ ìèíèìàëüíóþ íîðìó.

Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà (3.2) è äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 3.1 â ðàáîòå [14], ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1)∫

Vt

|∇v|p−1 dl = const = ‖v
∣∣L1
p(G)‖p ≤ ‖u

∣∣L1
p(G)‖p, (3.3)

ãäå Vt � ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè v, îòâå÷àþùàÿ çíà÷åíèþ t.

Òàêèì îáðàçîì ïðè âû÷èñëåíèè p-¼ìêîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äîïóñòè-
ìûìè ôóíêöèÿìè, îáëàäàþùèìè ñâîéñòâîì (3.3). Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî
óòî÷íèòü îöåíêó ¼ìêîñòíîãî èíòåãðàëà â ëåììå 3 ïóíêòà 4.1.3 [3].

Ïóñòü v - äîïóñòèìàÿ äëÿ ïàðû (K0,K1) ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (3.3), à Vt - å¼ ëèíèÿ óðîâíÿ. Ôóíêöèÿ

vt(z) =

{
v(z)/t, åñëè v(z) < t,
1, åñëè v(z) ≥ 1

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (K0, Vt), ïðè ýòîì

capp(K0, Vt) ≤
∫∫
G

|∇vt|p dx dy = t−p
t∫

0

∫
Vτ

|∇v|p−1 dl

 dτ = t1−p‖v
∣∣L1
p(G)‖p.

Ñëåäîâàòåëüíî
1∫

0

capp(K0, Vt) d(tp) ≤ p ‖v
∣∣L1
p(G)‖p.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííàÿ â [3] â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïîñòîÿííàÿ ðàâíà
p (p/(p− 1))

p−1
, ÷òî âïîëíå îæèäàåìî áîëüøå ÷åì p.

Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà äëÿ ïàðû (K0,K1) ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ, ìîäóëü ãðàäèåíòà êîòîðîé ïðèíèìàåò íà ëèíèè óðîâíÿ
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.



Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÄËß p-ÅÌÊÎÑÒÈ Â R2 859

Ïðèìåð 3.5. Ðàññìîòðèì îáëàñòü DR,a,ϕ, îãðàíè÷åííóþ îòðåçêîì I0, ñî-
åäèíÿþùèì òî÷êè (−a, 0) è (a, 0), îòðåçêîì IR, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè (−a,R)
è (a,R), ëó÷îì l0, âûõîäÿùèì èç òî÷êè (−a, 0) ïîä óãëîì π/2 + ϕ ê ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóîñè OX, ëó÷îì l1, âûõîäÿùèì èç òî÷êè (a, 0) ïîä óãëîì π/2−ϕ ê
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè OX è äóãàìè îêðóæíîñòåé: SR,0 - äóãîé îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå (−a, 0), ñîäèíÿþùåé òî÷êó (−a,R) è ëó÷ l0 è SR,1
- äóãîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, 0), ñîäèíÿþùåé òî÷êó
(a,R) è ëó÷ l1.

Îöåíèì p-¼ìêîñòü ïàðû ãðàíè÷íûõ êîíòèíóóìîâ F0 = I0 è F1 = IR ∪ SR,0 ∪
SR,1. Ïðè 0 ≤ ρ ≤ R ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Vρ = Iρ ∪ Sρ,0 ∪ Sρ,1 è îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ v óñëîâèåì v(x, y) = 1− ρ/R, åñëè òî÷êà (x, y) ∈ Vρ. Ôóíêöèÿ v
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû ìíîæåñòâ (F0, F1), à ìîäóëü å¼ ãðàäèåíòà ïðè-
íèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå 1/R íà ëèíèè óðîâíÿ Vρ. Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè
áóäóò îáëàäàòü è ôóíêöèè λ(u).

Åñëè ôóíêöèÿ u ñ òàêèìè æå ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ ìèíèìèçèðóåò íîðìó, òî
îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (3.3), èñïîëüçóþ êîòîðîå, ïîëó÷àåì∫

Uρ

|∇u|p−1 dl = |∇u|p−1(ρ) (2a+ 2ϕρ) = ‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p.

Çíà÷åíèå íîðìû íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ u(0, R)− u(0, 0) = 1 :

1 =

R∫
0

|∇u|(ρ) dρ = ‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p/(p−1)

R∫
0

(2a+ 2ϕρ)1/(1−p) dρ.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë è äåëàÿ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè p 6= 2 ïîëó÷àåì

capp(F0, F1) ≤ ‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p =∣∣∣∣p− 2

p− 1

∣∣∣∣p−1 ∣∣∣∣ (2a+ 2ϕR)(p−2)/(p−1) − (2a)(p−2)/(p−1)

2ϕ

∣∣∣∣1−p .
Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé â òîì ñìûñëå, ÷òî

i) ïðè ϕ→ 0

‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p → 2a

Rp−1
,

ò.å. âåëè÷èíà ‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p ñòðåìèòñÿ ê p-¼ìêîñòè ïàðû ñòîðîí â ïðÿìî-

óãîëüíèêå ñ îñíîâàíèÿìè äëèíû 2a è âûñîòîé äëèíû R;

ii) ïðè p > 2 è a→ 0

‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p → 2ϕ

∣∣∣∣p− 2

p− 1

∣∣∣∣p−1

R2−p,

ò.å. âåëè÷èíà ‖u
∣∣L1
p(DR,a,ϕ)‖p ñòðåìèòñÿ ê p-¼ìêîñòè ïàðû, îáðàçîâàííîé âåð-

øèíîé ñåêòîðà ðàñòâîðà 2ϕ è äóãîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà R (ñì. ïðèìåð2.1,
ïóíêò 1).

Ïðèìåð 3.6. Íåìíîãî ìîäèôèöèðóåì ïðåäûäóùèé ïðèìåð. Ðàññìîòðèì
âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê Π ñ ïåðèìåòðîì äëèíû L. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå
R > 0 è äëÿ ρ ≤ R çàìêíóòóþ êðèâóþ Sρ îïðåäåëèì óñëîâèåì

Sρ = {x ∈ R2 \Π
∣∣dist(x,Π) = ρ}.
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Êðèâàÿ Sρ èìååò äëèíó ðàâíóþ L+ 2πρ. Îöåíèì p-¼ìêîñòü ïàðû ìíîæåñòâ ∂Π
è SR.

Ìîæíî îïðåäåëèòü äîïóñòèìóþ ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé êðèâûå Sρ ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ, ïîëàãàÿ v(x, y) = 1−ρ/R, åñëè òî÷êà (x, y) ∈ Sρ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êàê è â ïðèìåðå 3.5, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ñ òàêèìè æå ìíîæåñòâàìè
óðîâíÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ íîðìó è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (3.3).

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ïðè p 6= 2 ïîëó÷àåì

capp(∂Π, SR) ≤ (2π)p−1

∣∣∣∣p− 2

p− 1

∣∣∣∣p−1 ∣∣∣(L+ 2πR)(p−2)/(p−1) − (L)(p−2)/(p−1)
∣∣∣1−p .

Èç ýòîé îöåíêè ïðè p < 2 è R→∞ ñëåäóåò çàíèìàòåëüíûé ôàêò

capp(Π) ≤ (2π)p−1

∣∣∣∣p− 2

p− 1

∣∣∣∣p−1

L2−p = 2π

∣∣∣∣p− 2

p− 1

∣∣∣∣p−1

r2−p = capp(B(0, r)).

Çäåñü r = L/(2π), capp(Π) = capp(F0, F1), ãäå F1 = Π, à F0 - áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííàÿ òî÷êà â ñìûñëå îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèè ïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì p-¼ìêîñòü ìíîãîóãîëüíèêà ñ ïåðèìåòðîì äëèíû L íå ïðåâîñ-
õîäèò p-¼ìêîñòè êðóãà, äëèíà îêðóæíîñòè êîòîðîãî ðàâíà L.

4. Î ñâîéñòâàõ ýêñòðåìàëåé â ÷åòûðåõñòîðîííèêå

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ p-¼ìêîñòè
ïàðû ãðàíè÷íûõ äóã F0, F1 ⊂ ∂G.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G c æîð-
äàíîâîé ãðàíèöåé Γ è ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãðàíè÷íûå òî÷êè
a1, a2, a3, a4 ∈ Γ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ òî÷åê ñî-
ãëàñîâàíà ñ ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé ãðàíèöû.

Îáëàñòü G c îòìå÷åííûìè ÷åòûðåìÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè áóäåì íàçûâàòü
÷åòûðåõñòîðîííèêîì è îáîçíà÷àòü G?, à çàìêíóòûå ãðàíè÷íûå äóãè F0 = Γa4a1

,
F1 = Γa2a3

, E0 = Γa1a2
, E1 = Γa3a4

áóäåì íàçûâàòü åãî "ñòîðîíàìè".
Åñëè 0 < capp(F0, F1, G) < ∞, òî áóäåì íàçûâàòü ÷åòûðåõñòîðîííèê G?

íåâûðîæäåííûì. Èç îöåíîê p-¼ìêîñòè ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ èëè áåñêî-
íå÷íîñòè âîçìîæíî â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ îäíîé èç �ñòîðîí� â òî÷êó.

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 1 < p <∞. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå áóäåò
âûçûâàòü ðàçíî÷òåíèé, ìû èíîãäà áóäåì îïóñêàòü â ôîðìóëàõ ñèìâîë îáëàñòè
è ïèñàòü, ê ïðèìåðó, capp(F0, F1) âìåñòî capp(F0, F1, G).

Â íåâûðîæäåííîì ÷åòûðåõñòîðîííèêå ¼ìêîñòè ïàð �ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí� (F0, F1) è (E0, E1) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

[capp(F0, F1)]1/p · [capp′(E0, E1)]1/p
′

= 1,

capp(F0, F1) = [capp′(E0, E1)]1−p,

capp′(E0, E1) = [capp(F0, F1)]1−p
′
, (4.1)

êàê îáû÷íî, çíà÷åíèÿ p è p′ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì 1/p+ 1/p′ = 1.
Ðàâåíñòâî (4.1) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå âçàèìîñâÿçè p-¼ìêîñòè è p′-

ìîäóëÿ ðàçäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé â Rn, ïåðâîíà÷àëüíî óñòàíîâëåííîé â ðà-
áîòå [16]. Àëüòåðíàòèâíîå àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (4.1) â R2

ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ [14, 17].
×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� äîñòàòî÷íî íàéòè

ïîäõîäÿùóþ äîïóñòèìóþ ôóíêöèþ, îáû÷íî ýòî ïðîùå ÷åì ïîëó÷èòü îöåíêó
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ñíèçó. Ðàâåíñòâî (4.1) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îöåíêó ñâåðõó p-¼ìêîñòè îäíîé
ïàðû �ñòîðîí� äëÿ ïîëó÷åíèè îöåíêè ñíèçó p′-¼ìêîñòè äðóãîé ïàðû �ñòîðîí�.

Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì îáëàñòü DR,a,ϕ èç ïðèìåðà 3.5 è ïóñòü E0 =
l0 ∩ ∂DR,a,ϕ, E1 = l1 ∩ ∂DR,a,ϕ. Èñïîëüçóÿ îöåíêó p-¼ìêîñòè ïàðû (F0, F1) èç
ïðèìåðà 3.5, ðàâåíñòâî (4.1) è ðàâåíñòâà (p−2)/(p−1) = 2−p′, p′(p−1)/p = 1,
ïðè p′ 6= 2 ïîëó÷àåì

capp′(E0, E1) = [capp(F0, F1)]p
′/p ≥

∣∣∣(2a+ 2Rϕ)2−p′ − (2a)2−p′
∣∣∣

2ϕ |2− p′|
.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü G? � íåâûðîæäåííûé ÷åòûðåõñòîðîííèê. Åñëè äëèíà
ëþáîé êðèâîé, ðàçäåëÿþùåé �ñòîðîíû� F0 è F1, íå ìåíüøå ÷åì d, òî

capp(F0, F1) ≥ dp

m2(G)p−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà (4.1) è
ëåììû 2.2

capp(F0, F1) =
1

[capp′(E0, E1)]p−1
≥ dp

m2(G)p−1
.

Ëåììà 4.3. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõñòîðîííèê G∗. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1), à ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ
ïàðû �ñòîðîí� (E0, E1). Åñëè

‖u | L1
p(G)‖ · ‖v | L1

p′(G)‖ = 1, (4.2)

òî ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� F0, F1, à
ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ äëÿ p′-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� E0, E1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ

‖u | L1
p(G)‖p ≥ capp(F0, F1) è ‖v | L1

p′(G)‖p
′
≥ capp′(E0, E1).

Èç ðàâåíñòâ (4.1) è (4.2) ïîëó÷àåì

‖u | L1
p(G)‖ · ‖v | L1

p′(G)‖ = [capp(F0, F1)]1/p · [capp′(E0, E1)]1/p
′

= 1,

ïîýòîìó

‖u | L1
p(G)‖p = capp(F0, F1) è ‖v | L1

p′(G)‖p
′

= capp′(E0, E1).

Îñòàåòñÿ òîëüêî âñïîìíèòü îá åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè. �

Ëåììà 4.4. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõñòîðîííèê G?, ôóíêöèþ u - ýêñòðåìàëü-
íóþ äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1) è ôóíêöèþ v - ýêñòðåìàëüíóþ äëÿ
p′-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (E0, E1). Ïóñòü 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1, ∆ = t2− t1, 0 ≤ τ1 <
τ2 ≤ 1, δ = τ2−τ1.Îáîçíà÷èì ÷åðåçG∆ - ÷àñòü îáëàñòèG, ðàñïîëîæåííóþ ìåæ-
äó ëèíèÿìè óðîâíÿ Ut1 è Ut2 , à ÷åðåç G∆,δ ÷åòûðåõñòîðîííèê, îãðàíè÷åííûé
ëèíèÿìè óðîâíÿ Ut1 , Ut2 è Vτ1 , Vτ2 . Ïóñòü E0,∆, E1,∆ - ãðàíè÷íûå äóãè, îáðàçó-
þùèå âìåñòå ñ Ut1 , Ut2 ãðàíèöó îáëàñòè G∆, à F(0,∆,δ), F(1,∆,δ), E(0,∆,δ), E(1,∆,δ)
- ñîîòâåòñòâóþùèå �ñòîðîíû� ÷åòûðåõñòîðîííèêà G∆,δ.

Òîãäà

1.
∫∫
G∆

|∇u|p dxdy = ∆ · capp(F0, F1, G);
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2. capp(Ut1 , Ut2 , G∆) =
capp(F0, F1, G)

∆p−1
;

3. capp′(E0,∆, E1,∆, G∆) = ∆ · capp′(E0, E1, G);

4. capp′(E(0,∆,δ), E(1,∆,δ), G∆,δ) =
∆

δp′−1
· capp′(E0, E1, G);

5. capp(F(0,∆,δ), F(1,∆,δ), G∆,δ) =
δ

∆p−1
· capp(F0, F1, G).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìíîæå-
ñòâàì óðîâíÿ [3, 15] è ðàâåíñòâîì (1)∫∫

G∆

|∇u|p dxdy =

∫
∆

 ∫
Ut

|∇u|p−1 d l

 dt = ∆ · capp(F0, F1).

2. Ôóíêöèÿ

h(z) =

 0, u(z) ≤ t1
(u(z)− t1)/∆, t1 < u(z) < t2
1, u(z) ≥ t2

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû (Ut1 , Ut2), ïîýòîìó ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ î÷å-
âèäíûì ñëåäñòâèåì ïóíêòà 1.

3. Èñïîëüçóÿ ïóíêò 2 è ðàâåíñòâî (4.1) äëÿ ÷åòûðåõñòîðîííèêà G∆, ïîëó-
÷àåì

capp′(E0,∆, E1,∆, G∆) = capp(Ut1 , Ut2)1/(1−p) =
∆

capp(F0, F1)1/(p−1)
=

∆ · capp′(E0, E1).

4. Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïóíêòîâ 2 è 3.
5. Èñïîëüçóÿ ïóíêò 4 è ðàâåíñòâî (4.1) äëÿ ÷åòûðåõñòîðîííèêà G∆,δ, ïîëó-

÷àåì

capp(F(0,∆,δ), F(1,∆,δ), G∆,δ) =
[
capp′(E(0,∆,δ), E(1,∆,δ), G∆,δ)

]1−p
=[

∆

δp′−1
· capp′(E0, E1, G)

]1−p

=
δ

∆p−1
· capp(F0, F1, G). �

Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèð ñðàâíå-
íèÿ [12]:

åñëè u è v - òàêèå p-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè G ⊂ R2, ÷òî u ≥ v,
òî ëèáî u ≡ v ëèáî u > v.

Ëåììà 4.5. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõñòîðîííèê G?. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ÿâëÿåò-
ñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1), ìíîæåñòâî L ⊂ F1 è
ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû (F0, L). Òîãäà ëèáî

i) w ≡ u è capp(F0, L) = capp(F0, F1)
ëèáî
ii) u(x) > w(x) ïðè x ∈ G è capp(F0, L) < capp(F0, F1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ H(x) = max[u(x), w(x)] ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé
äëÿ ïàðû (F0, F1), à ôóíêöèÿ h(x) = min[u(x), w(x)] ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ
ïàðû (F0, L). Ñëåäîâàòåëüíî

‖H | L1
p(D)‖p ≥ capp(F0, F1) = ‖u | L1

p(D)‖p è ‖h | L1
p(D)‖p ≥
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capp(F0, L) = ‖w | L1
p(D)‖p.

Ïðè ýòîì

‖H | L1
p(D)‖p + ‖h | L1

p(D)‖p =

‖u | L1
p(D)‖p + ‖w | L1

p(D)‖p,
ñëåäîâàòåëüíî

‖H | L1
p(D)‖ = ‖u | L1

p(D)‖ è ‖h | L1
p(D)‖ = ‖w | L1

p(D)‖.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëè H(x) = u(x), h(x) = w(x) è

u(x) = max[u(x), w(x)] ≥ min[u(x), w(x)] = w(x).

Èç ýòîé îöåíêè ñîëàñíî ïðèíöèïó ñðàâíåíèÿ [12] ñëåäóåò:
ëèáî u ≡ w è î÷åâèäíî capp(F0, L) = capp(F0, F1)
ëèáî u > w. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå capp(F0, L) < capp(F0, F1).

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ¼ìêîñòè capp(F0, L) ≤ capp(F0, F1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
capp(F0, L) = capp(F0, F1) = Cp. Ïðè t ∈ (0, 1) ëèíèè óðîâíÿ Ut è Wt íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ è ïðè ýòîì ðàçäåëÿþò ìíîæåñòâà F0 è L. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì D
÷àñòü îáëàñòè G, ðàñïîëîæåííóþ ìåæäó ýòèìè ëèíèÿìè óðîâíÿ, è ðàññìîòðèì
äîïóñòèìóþ äëÿ ïàðû (F0, L) ôóíêöèþ

h(z) =

 u(z), u(z) ≤ t
t, z ∈ D
w(z), w(z) ≥ t.

Ó÷èòûâàÿ ïóíêò 1 ëåììû 4.4, âû÷èñëèì íîðìó ôóíêöèè h

‖h
∣∣L1
p(G)‖p =

∫∫
u≤t

|∇h|p dxdy +

∫∫
D

|∇h|p dxdy +

∫∫
w≥t

|∇h|p dxdy =

t · Cp + 0 + (1− t) · Cp = ‖w
∣∣L1
p(G)‖p.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè h = w, à ñëåäîâàòåëüíî è u =
w. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ëåììà 4.6. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè ïàðû
�ñòîðîí� (F0, F1) ÷åòûðåõñòîðîííèêà G?, òî 0 < u(x) < 1 ïðè âñåõ x ∈ G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ G è u(x0) =

1. Â ýòîì ñëó÷àå x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà è∇u(x0) = 0, ò.å. òî÷êà x0 ∈ Z.
Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, òî ñóùåñòâóåò
ïðîêîëîòûé çàìêíóòûé øàð B̂0 = B(x0, r) \ {x0}, êîòîðûé íå ñîäåðæèò äðóãèõ
òî÷åê ýêñòðåìóìà, è ñëåäîâàòåëüíî u(z) < 1 ïðè z ∈ B̂0. Îäíàêî ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè (ïóíêò 1.1, ãëàâà 4, [2]),
ñîãëàñíî êîòîðîìó, ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u, ïîëó÷àåì

1 = sup
z∈B(x0,r)

u(z) = sup
z∈∂B(x0,r)

u(z) < 1. �

Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííûé ÷åòûðåõñòîðîííèê G? è ýêñòðåìàëüíóþ äëÿ p-
¼ìêîñòè ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1) ôóíêöèþ u. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

G+
u,t = {x ∈ G

∣∣t < u(x) < 1}; G−u,t = {x ∈ G
∣∣0 < u(x) < t}.



864 À.Ñ. ÐÎÌÀÍÎÂ

Ñëåäñòâèå 4.7. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè
ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1) ÷åòûðåõñòîðîííèêà G?, òî

m2(G+
u,t)→ 0 ïðè t→ 1, m2(G−u,t)→ 0 ïðè t→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
⋂
t

G+
u,t = ∅. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñóùåñòâîâàëà áû òî÷êà x0 ∈ G, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò âñåì ìíîæåñòâàì G+
u,t,

íî ñîãëàñíî ëåììå 4.6 u(x0) = λ < 1, ò.å. x0 /∈ G+
u,t ïðè t > λ.

Ïîýòîìó

lim
t→1

m2(G+
u,t) = m2

(⋂
t

G+
u,t

)
= 0.

Óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîæåñòâ G−u,t äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. �

Ëåììà 4.8. Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííûé ÷åòûðåõñòîðîííèêG?. Åñëè íåâû-
ðîæäåíàÿ äóãà γ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì �ñòîðîíû� F1, òî âûïîëíÿåòñÿ ñòðî-
ãîå íåðàâåíñòâî

capp(F0, F1 \ γ) < capp(F0, F1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîåäèíèì êîíå÷íûå òî÷êè äóãè γ êðèâîé L, íå èìå-
þùåé ñàìîïåðåñå÷åíèé è ëåæàùåé â äîïîëíåíèè ê îáëàñòè G. Ïðîñòàÿ çà-
ìêíóòàÿ êðèâàÿ γ ∪ L îãðàíè÷èâàåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U. Ïóñòü ìíîæåñòâî
K = F1 ∪ U è G∗ = G ∪ U ∪ γ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî F1 îòäåëÿåò ìíîæåñòâî U îò îáëàñòè G, òî

capp(F0,K,G
∗) = capp(F0, F1, G).

Ìíîæåñòâî K∗ = L ∪ (F1 \ γ) ⊂ K, ïîýòîìó

capp(F0,K
∗, G∗) ≤ capp(F0,K,G

∗) = capp(F0, F1, G).

Ïóñòü ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû (F0, F1) â G, òîãäà å¼
ïðîäîëæåíèå åäèíèöåé íà ìíîæåñòâî U∪γ - ôóíêöèÿ ũ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé
äëÿ ïàðû (F0,K) â G∗. Åñëè ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ïàðû
(F0,K

∗) â G∗, òî ñîãëàñíî ëåììå 4.6 ôóíêöèÿ w < 1 íà ìíîæåñòâå U ∪ γ,
ò.å. îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè ũ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Ïîñêîëüêó
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà, òî ôóíêöèÿ ũ íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé
äëÿ ïàðû (F0,K

∗), ò.å.

capp(F0,K
∗, G∗) = ‖w

∣∣L1
p(G

∗)‖p < ‖ũ
∣∣L1
p(G

∗)‖p = capp(F0, F1, G).

Ôóíêöèÿ w̃ = w|G ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïàðû (F0, F1 \ γ) â G, ñëåäîâà-
òåëüíî

capp(F0, F1 \ γ) < capp(F0, F1). �

Ëåììà 4.9. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî ñâÿçíûé íåâûðîæäåííûé ÷åòûðåõñòî-
ðîííèê G?. Ïóñòü p ≥ 2 è ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêòðåìàëüíîé äëÿ p-¼ìêîñòè
ïàðû �ñòîðîí� (F0, F1). Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ ∂G ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå

u(a) = lim
z→a
z∈G

u(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü

lim inf
z→a
z∈G

u(z) = α, lim sup
z→a
z∈G

u(z) = β

è β − α = δ > 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðóãîâ {B(a, rn)}, ó êîòî-
ðûõ ðàäèóñû rn → 0 ïðè n → ∞. Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {z′n} è
{z′′n}, ñõîäÿùèåñÿ ê òî÷êå a è òàêèå, ÷òî z′n, z

′′
n ∈ B(a, rn) è u(z′n) < α + δ/8

è u(z′′n) > β − δ/8. Ïîñêîëüêó îáëàñòü G ëîêàëüíî ñâÿçíàÿ, òî òî÷êè z′n è z′′n
ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé γn ⊂ G ∩B(a, rn). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u
íà êðèâîé γn åñòü òî÷êà tn, â êîòîðîé u(tn) = α + δ/4, è òî÷êà τn, â êîòîðîé
u(τn) = β − δ/4. Ïóñòü α̃ = α + δ/4 è β̃ = β − δ/4. Òî÷êè tn è τn ñõîäÿòñÿ ê
òî÷êå a è ëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèÿõ óðîâíÿ Uα̃ è Uβ̃ . Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé äëÿ Uα̃ è Uβ̃ , ïîýòîìó âñÿêàÿ îêðóæíîñòü Sρ ñ öåíòðîì â òî÷êå a
è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ρ < r0 ïåðåñåêàåò îáå ýòè ëèíèè óðîâíÿ.

Äëÿ îöåíêè êîëåáàíèÿ ôóíêöèè u íà îêðóæíîñòè Sρ âîñïîëüçóåìñÿ ïîëÿð-
íûìè êîîðäèíàòàìè ñ ïîëþñîì â òî÷êå a

δ

2
= β̃ − α̃ ≤ oscSρu ≤

∫
Sρ∩G

∣∣∣∣ ∂u∂ϕ
∣∣∣∣ dϕ ≤ ρ ∫

Sρ∩G

|∇u| dϕ.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì

δ

2
≤ ρ

 ∫
Sρ∩G

|∇u|p dϕ


1/p

(2π)1/p′

èëè

δp ρ1−p ≤ C
∫

Sρ∩G

|∇u|p ρ dϕ.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî ρ â ïðåäåëàõ îò ε äî r0, ïîëó÷àåì

‖∇u | Lp(G)‖p ≥ C1 δ
p

r0∫
ε

ρ1−p dρ = C1 δ
p


ε2−p − r2−p

0
p− 2 , ïðè p > 2,

ln
r0

ε
, ïðè p = 2.

Ïðè δ 6= 0 ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ε → 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè íîðìû ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè. �

Òàêèì îáðàçîì ïðè p ≥ 2 ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå
ïî íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöó ëîêàëüíî ñâÿçíîé îáëàñòè G è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé â G.
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