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Abstract. We constructed the example of the join Cross varieties of
algebras over a �nite �eld which is not �nitely based, but its proper
subvarieties is �nitely based.
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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Φ � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Ìíîãîîáðàçèå M ëèíåéíûõ Φ-
àëãåáð íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî áàçèðóåìûì, åñëè â êëàññå âñåõ ëèíåéíûõ Φ-àëãåáð
îíî âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì òîæäåñòâ (ýòîò íàáîð íàçûâàåòñÿ áàçèñîì
òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ M). Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ êðîññîâûì, åñëè îíî
ëîêàëüíî êîíå÷íî, èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ è êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷å-
ñêèõ àëãåáð. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà [1] (Îóòñ è Ïàó-
ýëë), êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî [2], [3], [5] (Ëüâîâ, Êðóçå) ïîðîæäàþò
êðîññîâî ìíîãîîáðàçèå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ âåðíûì è â äðóãèõ
êëàññàõ êîëåö, áëèçêèõ ê àññîöèàòèâíûì [4], [8]. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò
ïðèìåðû êîíå÷íûõ êîëåö è êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ àëãåáð, íå èìåþùèõ êîíå÷íî-
ãî áàçèñà òîæäåñòâ [6], [7], [9], [10], [11], [12]. Êîíå÷íàÿ àëãåáðà, óêàçàííàÿ â
ðàáîòå [9], íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ, íî ïîðîæäàåò ìíîãîîáðàçèå,
èìåþùåå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íàÿ ëèíåéíàÿ Φ-àëãåáðà, ïîðîæäàþùàÿ ïî÷òè êðîññîâî ìíîãîîáðàçèå. Â ýòîé
ðàáîòå ìû ñòðîèì ïðèìåð äâóõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ Φ-àëãåáð, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ïîðîæäàåò êðîññîâî ìíîãîîáðàçèå, íî îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
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íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ (ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ êðîññîâûì). Ýòî ìíîãî-
îáðàçèå ïîðîæäåíî 7-ìåðíîé Φ-àëãåáðîé, ïðè÷åì ïîäìíîãîîáðàçèÿ ýòîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ îáðàçóþò äèñòðèáóòèâíóþ ðåøåòêó. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå
Áåéêåðà [13] âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ àëãåáðà â êîíãðóýíö-äèñòðèáóòèâíîì ìíîãîîáðà-
çèè èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ. Ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîãî
êîíãðóýíö-äèñòðèáóòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äèñòðèáóòèâíà. Íàñòîÿùèé ïðèìåð
ïîêàçûâàåò, ÷òî â êîíãðóýíö-ïåðåñòàíîâî÷íîì ìíîãîîáðàçèè äèñòðèáóòèâíîñòè
ðåøåòêè ïîäìíîãîîáðàçèé íåäîñòàòî÷íî äëÿ êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè òîæäåñòâ
êîíå÷íîé àëãåáðû. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì
àíàëîãîì ðåçóëüòàòà àâòîðà [14] îá îáúåäèíåíèè øïåõòîâûõ ìíîãîîáðàçèé àë-
ãåáð.

2. Ìíîãîîáðàçèå Ïîëèíà è ïðèìåð íå êîíå÷íî áàçèðóåìîãî

îáúåäèíåíèÿ êðîññîâûõ ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü P � ìíîãîîáðàçèå Φ-àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó

x(yz) = 0. (1)

Òîæäåñòâà Φ-àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó (1) âïåðâûå ðàññìîòðåë â
ñâîåé ðàáîòå Ñ.Â. Ïîëèí [6]. Ïîýòîìó ìíîãîîáðàçèå Φ-àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ òîæäåñòâó (1), ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèåì Ïîëèíà. Ðàññìîòðèì
ñâîáîäíóþ àëãåáðó R ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîðîæäàþùèõ
X = {x1, x2, . . . }. Ïðîèçâîëüíûé îäíî÷ëåí àëãåáðû R èìååò âèä xiRxi1

. . . Rxik
,

ãäå Rx � îïåðàòîð ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò x. Ìû áóäåì çàïèñûâàòü
ýòîò îäíî÷ëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: xixi1 . . . xik . Êàê âñåãäà [x, y] = xy − yx, è
ïîä çàïèñüþ ýëåìåíòà x1[x2, x3]x4 èç R ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: x1[x2, x3]x4 =
x1x2x3x4 − x1x3x2x4, è âåçäå â àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ êîììóòàòîð â R ðàñêðû-
âàåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì.

Ïóñòü Φ(X) �ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà îò ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ
X . Ìíîãî÷ëåí f(x1, ..., xn) ∈ Φ(X) áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâîì íåêîòîðîãî
ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé E, åñëè f(e1, ..., en) = 0 äëÿ ëþáûõ
e1, ..., en ∈ E. Â äàííîì ñëó÷àå E �ïîäïðîñòðàíñòâî EndΦV äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü F �íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â Φ(X). ×åðåç T (F ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
T -èäåàë àëãåáðû Φ(X), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì F , à ÷åðåç L(F ) îáîçíà÷èì
èäåàë â Φ(X), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷åííûõ èç F ëè-
íåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ.

Ìíîæåñòâî F ⊆ Φ(X) íàçûâàåòñÿ áàçèñîì òîæäåñòâ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé E, åñëè âñå òîæäåñòâà ïðîñòðàíñòâà E ñîâïàäàþò ñ èäåàëîì
L(F ).

Â ðàáîòå [7] ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðû âèäà V = V ⊕ E, ãäå V � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, E ⊆ EndFV è óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ V îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëîì
(v1+e1)(v2+e2) = v1e2 äëÿ v1, v2 ∈ V è e1, e2 ∈ E (ïîä v1e2 ïîíèìàåòñÿ äåéñòâèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ e2 íà âåêòîð v1). Â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî V ∈ P è àññî-
öèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, . . . , xn) ëåæèò â èäåàëå òîæäåñòâ àññîöèàòèâ-
íîãî ïðîñòðàíñòâà E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí
zf(Rx1 , Rx2 , . . . , Rxn) ëåæèò â èäåàëå òîæäåñòâ àëãåáðû V [7]. Â ÷àñòíîñòè,
âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü V = V ⊕ E, F = {f1(x1, ..., xn1
), f2(x1, ..., xn2

), ...} � áàçèñ
òîæäåñòâ ïðîñòðàíñòâà E. Òîãäà ìíîæåñòâî

zF = {zf1(x1, ..., xn1
), zf2(x1, ..., xn2

), ...}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òîæäåñòâ àëãåáðû V â ìíîãîîáðàçèè P â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà L(F ) = T (F ).

Íå êîíå÷íî áàçèðóåìàÿ àëãåáðà B, îïðåäåëåííàÿ â ðàáîòå [9], ëåæèò â ìíî-
ãîîáðàçèè P è ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè a, b, c. Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä Φ, B èìååò áàçèñ a, b, c, ab, ac, abc, acb, abcb, è íåíóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ áàçèñà çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

b c

a ab ac
ab ab abc
ac acb ac
abc abcb abc
acb acb abc+acb-abcb
abcb abcb abc

Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðàB ïîäïðÿìî ðàçëîæèìà, à èìåííî, èäåàëû 〈ab− abcb〉Φ,
〈abc− abcb〉Φ â íåé èìåþò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå. Èçó÷àÿ ñòðîåíèå ïîäïðÿìûõ
êîìïîíåíò è ðàçëàãàÿ èõ äàëåå â ïîäïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì â êîí-
öå êîíöîâ, ÷òî âñå ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå ôàêòîðû àëãåáðû B âëîæèìû â
îäíó èç àëãåáð A1 = 〈v1, v2, e11, e21〉Φ è A2 = 〈v1, v2, e11, e12〉Φ, íåíóëåâûå ïðî-
èçâåäåíèÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ çàäàþòñÿ ïðàâèëîì: vieij = vj . Ïðè
ýòîì ñóùåñòâóþò ôàêòîðû, èçîìîðôíûå A1, A2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå
M = VarB ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì àëãåáðîé A1⊕A2. Ïóñòü
M1 = VarA1, M2 = VarA2 � ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå àëãåáðàìè A1 è A2,
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Íå êîíå÷íî áàçèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
äâóõ êðîññîâûõ ìíîãîîáðàçèé M1 è M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå M ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè-
÷åñêèõ àëãåáð [9], òî íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîíå÷íóþ áàçèðóåìîñòü ìíî-
ãîîáðàçèé M1 è M2. Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâà

zx1[x2, x3] = 0, (2)

zx1(x2 − xq2) = 0, (3)

âûïîëíÿþòñÿ â M1, à

z[x1, x2]x3 = 0, (4)

z(x1 − xq1)x2 = 0, (5)

âûïîëíÿþòñÿ â M2. Ïóñòü E1 = 〈e11, e21〉Φ, E2 = 〈e11, e12〉Φ. Ñòàíäàðòíî ïðî-
âåðÿåòñÿ (ñì. íàïðèìåð, [15] ), ÷òî ìíîãî÷ëåíû

f1 = x1[x2, x3], g1 = x1(x2 − xq2)

îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ ïðîñòðàíñòâà E1, à ìíîãî÷ëåíû

f2 = [x1, x2]x3, g2 = (x1 − xq1)x2
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îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ ïðîñòðàíñòâà E2. Äîêàæåì, ÷òî L(f1, g1) = T (f1, g1).
Âêëþ÷åíèå L(f1, g1) ⊆ T (f1, g1) î÷åâèäíî. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷àåì èç
ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

x1[x2x4, x3] = x1x2[x4, x3] + x1[x2x3]x4 ∈ L(f1, g1),

x1(x2x3−(x2x3)q) = x1x2(x3−xq3)+x1(x2−xq2)xq3+x1(xq2x
q
3−(x2x3)q) ∈ L(f1, g1).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ðàâåíñòâà (2), (3) îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ
M1 âíóòðè P. Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâà (4),(5) îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ ìíîãî-
îáðàçèÿ M2 âíóòðè P. �

3. Ïðèìåð ïî÷òè êðîññîâà ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïî÷òè êðîññîâà ìíîãîîáðàçèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä ëåìì.

Ëåììà 1. Ïóñòü S� êðèòè÷åñêàÿ àëãåáðà ìíîãîîáðàçèÿ M. Òîãäà ëèáî S ∈
M1, ëèáî S ∈M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, âûòåêà-
þùåå èç ëåììûØóðà. ÏóñòüN� íåïðèâîäèìûéA-ìîäóëü, ãäåA� àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó x − xq = 0. Òîãäà ëèáî
A/AnnN ' Φ, ëèáî A = AnnN. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ N ÿâëÿåòñÿ îäíîïîðîæäåííûì
A-ìîäóëåì.

Â ìíîãîîáðàçèè M âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà, óêàçàííûå â [9]:

zx1[x2, x3]x4 = 0, (6)

zx1(x2 − xq2)x3 = 0, (7)

z(x1 − xq1)[x2, x3] = 0, (8)

z[x1, x2](x3 − xq3) = 0, (9)

z(x1 − xq1)(x2 − xq2) = 0, (10)

z[x1, x2]y1...yk[x3, x4] = 0, k = 0, 1, ... (11)

×åðåç f(S) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èäåàë àëãåáðû S, ïîðîæäåííûé âñåâîçìîæ-
íûìè ýëåìåíòàìè âèäà f(s1, ..., sn), ãäå s1, ..., sn ∈ S.

Ïóñòü h1 = zx1[x2, x3], h2 = zx1(x2 − xq2), h3 = z[x1, x2], h4 = z(x1 − xq1); S�
êðèòè÷åñêàÿ àëãåáðà èç M, Ji = hi(S), (i = 1, 4). Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6)-
(11), J1S = J2S = 0. Åñëè J1 = J2 = 0, òî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëåäóåò,
÷òî àëãåáðà S ëåæèò â ìíîãîîáðàçèè M1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñåðäöåâèíà M
àëãåáðû S óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ MS = 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
S ∈ M2. Åñëè J3 = J4 = 0, òî J1 = J2 = 0. Äîïóñòèì, ÷òî èäåàë J3 íåíóëå-
âîé. Íà èäåàëå J3/M àëãåáðû S/M åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèì ñòðóêòóðó
ïðàâîãîR(S)-ìîäóëÿ, ãäåR(S)� àëãåáðà ïðàâûõ óìíîæåíèé (ñ åäèíèöåé) àëãåá-
ðû S. Ïóñòü N� ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ J3/M. Òîãäà ââèäó çàìå÷àíèÿ
â íà÷àëå ëåììû è òîæäåñòâ (6)-(11), èìååì N = nΦ+M, ïðè÷åì ëèáî nS ⊆M,
ëèáî ñóùåñòâóåò s ∈ S, ÷òî ns = n+m,m ∈M . Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ns1 ∈M
äëÿ ëþáîãî s1 ∈ S. Ïðèìåíÿÿ (6)-(11), ïîëó÷àåì ns1 = nsq1 = 0 (nsq1

df
= nRq

s1).
Ââèäó êðèòè÷íîñòè àëãåáðû S, n ∈ M,J3 = M,J3S = 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå
(n+m)s = n+m. Òàê êàê M� ñåðäöåâèíà àëãåáðû S, òî ñóùåñòâóåò òàêîé îïå-
ðàòîð T ∈ R(S), ÷òî (n+m)T = m1 ∈M,m1 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, n+m ∈ J3

è, ñëåäîâàòåëüíî, m1 = (n + m)T = (n + m)sT = (n + m)Ts = m1s = 0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Çíà÷èò,
J3S = J4S = 0, è àëãåáðà S ëåæèò â ìíîãîîáðàçèè M2. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïîñêîëüêó, ìíîãîîáðàçèå çàäàâàåìîå òîæäåñòâàìè (6)-(11) ëîêàëüíî êîíå÷-
íî [9], òî ïîïóòíî ìû ïîêàçàëè, ÷òî òîæäåñòâà (6)-(11) îáðàçóþò áàçèñ òîæ-
äåñòâ àëãåáðû B ïî ìîäóëþ òîæäåñòâà (1).

Ëåììà 2. Ïóñòü M0 = M1∩M2, S�êðèòè÷åñêàÿ àëãåáðà â ìíîãîîáðàçèè M2.
Òîãäà ëèáî S ∈M0, ëèáî VarS = M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ∈ M2 \M0. Ïîêàæåì, ÷òî V arS = M2. Îäèí èç
èäåàëîâ J3, J4, îïðåäåëåííûõ â ïðåäûäóùåé ëåììå, íåíóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñåðäöåâèíàM àëãåáðû S óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâóMS = 0, ïðè÷åì J3, J4 ⊆M.
Ïóñòü N � ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü R(S)-ìîäóëÿ S/M. Òîãäà, êàê è ðàíåå,
N = nΦ + M, ïðè÷åì ëèáî nS ⊆ M, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò s èç S,
÷òî ns = n + m. Äîïóñòèì äëÿ ëþáîãî òàêîãî ìîäóëÿ âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå ñî-
îòíîøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå S3 = 0 è S ∈ M0. Åñëè S

2 íå ëåæèò
â M, òî íàéäóòñÿ òàêèå s1, s2 ∈ S, T ∈ R(S), ÷òî s1s2T ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþ-
ùèì íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî ìîäóëÿ N . Ââèäó ïîäïðÿìîé íåðàçëîæèìîñòè
àëãåáðû S ñóùåñòâóåò r ∈ S, ÷òî s1s2Tr = m ∈M,m 6= 0. Èìååì

0 6= m = s1s2Tr = s1(s2T )qr = s1s2T (Rs2T )q−1r = 0,

òàê êàê NS ⊆ M. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî S3 = 0 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Òàê êàê S = Φs + AnnSN, òî ñóùåñòâóþò òà-
êèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû r ∈ S,m ∈ M,n ∈ N, ÷òî ns = n, nr = m. Ïóñòü
A� ïîäàëãåáðà àëãåáðû S, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè n, s, r,m. Ïîêàæåì, ÷òî
àëãåáðà Ã = 〈ñ, m̃, r̃, s̃| ñs̃ = ñ, ñr̃ = m̃, 〉Φ (îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ

ýëåìåíòîâ ðàâíû íóëþ) ëåæèò â ìíîãîîáðàçèè V arA. Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà Ã
èçîìîðôíà àëãåáðå A2. Èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì áàçèñíûõ ýëåìåí-
òîâ: ñ→ v1, m̃→ v2, s̃→ e11, r̃ → e12. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

f =

l∑
i=1

λixi +

l∑
i=1

xifi(x1, ..., xl)

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì àëãåáðû A. Ïîäñòàâëÿÿ â f ýëåìåíòû xi = m,xj = 0 (j =

1, l, j 6= i) ïîëó÷àåì λi = 0. Çíà÷èò, f =
∑l

i=1 xifi(x1, ..., xl). Ñäåëàåì ïîäñòà-
íîâêó xi := xl+1xl+2 + xi. Èìååì

f(x1, ..., xl+1xl+2 + xi, ..., xl) = f(x1, ..., xi, ..., xl) + xl+1xl+2fi(x1, ..., xi, ..., xl).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí xl+1xl+2fi(x1, ..., xi, ..., xl) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì àë-
ãåáðû A. ßñíî, ÷òî ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí, ÿâëÿåòñÿ òàêæå òîæäåñòâîì àëãåá-
ðû Ã. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí zfi(x1, ..., xi, ..., xl) òîæäåñòâî àëãåáðû Ã. Òàê êàê

f =
∑l

i=1 xifi(x1, ..., xl) , òî è ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì àëãåáðû Ã.

Çíà÷èò, VarS ⊇ VarA ⊇ Var Ã = M2, è ëåììà äîêàçàíà.
�

Ëåììà 3. Ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ M0 äèñòðèáóòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ìíîãîîáðàçèèM0 âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1)−(5). Èìååì

zx1x2 = zxq1x2 = zx2x
q
1 = zx2x1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîãîîáðàçèè M0 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

z[x1, x2] = 0. (12)

Ïóñòü S� êðèòè÷åñêàÿ àëãåáðà â M0, M� ñåðäöåâèíà àëãåáðû S. Ââèäó (12)
èìååìM = mΦ. ÅñëèMS = 0, òî êàê è â ëåììå 2 S3 = 0. Åñëè æåMS = M, òî
ñóùåñòâóåò s ∈ S, ÷òî ms = m. Â ýòîì ñëó÷àå S = Φs+AnnSM . Ïóñòü v = wr,
ãäå w ∈ S, r ∈ AnnSM, è îïåðàòîð T ∈ R(S) òàêîé, ÷òî vT = m ∈M. Òîãäàm =
vT = wrT = w(rT )q = m(rT )q−1 = 0 è èç ïîäïðÿìîé íåðàçëîæèìîñòè àëãåáðû
S ïîëó÷àåì, ÷òî v = 0, AnnSM = 0.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî S2 = M. Åñëè S2 6= M
èN� ìèíèìàëüíûé R(S)-ïîäìîäóëü ìîäóëÿ S2/M, òî, êàê è ðàíåå,N = nΦ+M.
Ïóñòü ns = αn+βm. Åñëè α = 1, òî nsq = αqn+β(1+α+...+αq−1)m = αn = ns.
Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå β = 0, è èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì n ïåðåñåêàåòñÿ
ñ M ïî íóëþ, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó ïîäïðÿìîé íåðàçëîæèìîñòè S. Åñëè æå

α 6= 1, òî èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì n+
β

α− 1
m èìååò íóëåâîå ïåðåñå÷å-

íèå ñ ñåðäöåâèíîé M àëãåáðû S, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è S2 = M. Ïóñòü òåïåðü t ∈ AnnSM. Åñëè ts = βm,
òî (t − βm)s = 0 è (t − βm)S = S(t − βm) = 0. Çíà÷èò, t − βm ∈ M è t ∈ M.
Â ðåçóëüòàòå èìååì S = mΦ + sΦ. Ïóñòü s2 = αm, òîãäà (s − αm)2 = 0, ò. å.
àëãåáðà S èçîìîðôíà àëãåáðå 〈v1, e11〉Φ. Èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
m→ v1, (s− αm)→ e11.

Åñëè S3 = 0, òî S�àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Õîðîøî èçâåñòíî, è ëåãêî ïîêà-
çàòü, ÷òî ðåøåòêà àññîöèàòèâíûõ Φ-àëãåáð ñ òîæäåñòâîì xyz = 0 èìååò âèä

ãäå N1� ìíîãîîáðàçèå ñ òîæäåñòâîì xyz = 0; N2 è N3� ìíîãîîáðàçèÿ êîììó-
òàòèâíûõ è àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð ñ ýòèì òîæäåñòâîì (â ñëó÷àå õàðàê-
òåðèñòèêè 2 ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò); N4� ìíîãîîáðàçèå àññîöèàòèâíûõ
Φ-àëãåáð ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì, à N5� òðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

Íàêîíåö, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ M0 èìååò âèä:
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Ëåììà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî èíòåðâàë (M0,M2) ðåøåòêè ïîäìíîãîîáðàçèé íå
ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ îòëè÷íûõ îò M0,M2. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, èíòåðâàë

(M0,M1)

óñòðîåí ñëîæíåå. Íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå àëãåáðàìè
1) A3 = 〈v1, v2 + e11, e21〉Φ,
2) A4 = 〈v1, v2 + e21, e11〉Φ,
3) A5 = 〈v1, v2 + e31, v3 − e21, e11〉Φ,

ëåæàò â ýòîì èíòåðâàëå è ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà A3 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó:

x1[x2, x3]x4 = x4[x2, x3]x1. (13)

Ëåììà 4. Ïóñòü M3 = VarA3 S�êðèòè÷åñêàÿ àëãåáðà â ìíîãîîáðàçèè M3.
Òîãäà ëèáî S ∈M0, ëèáî VarS ' A3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � êðèòè÷åñêàÿ àëãåáðà èç M3 \M0. Ïîêàæåì, ÷òî
S ' A3. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâàìè (1) − (3) è ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèå, àíàëî-
ãè÷íîå ïðèâåäåííîìó â ëåììå 3, ïîëó÷àåì, ÷òî MS = M,S2 = M = mΦ, S
ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó mΦ + sΦ, ãäå m2 = s2 = sm = 0,ms = m. Åñëè ñóùåñòâó-
þò ýëåìåíòû r, t ∈ AnnSM òàêèå, ÷òî sr = st = 0, rt = m, òî ïîäñòàíîâêà â (13)
x1 = r, x2 = t, x3 = x4 = s ïîêàçûâàåò, ÷òî òîæäåñòâî (13) íà ýòèõ ýëåìåíòàõ íå
âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè æå íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò r ∈ AnnSM, ÷òî rs = m, sr = 0,
òî (r −m)s = s(r −m) = 0, è àëãåáðà S, ââèäó ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ íå êðè-
òè÷åñêàÿ (èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì r −m èìååò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ
ñåðäöåâèíîé M). Òàê êàê S /∈ M0, òî íàéäåòñÿ r ∈ AnnSM, ÷òî sr = m, ïðè-
÷åì åñëè sr′ = m, ãäå r′ ∈ AnnSM, òî s(r − r′) = 0 è, ââèäó íåðàçëîæèìîñòè
àëãåáðû S è ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, r = r′. Ñëåäîâàòåëüíî, S = 〈m, s, r〉Φ. Åñëè
rs = αm, òî äëÿ r′ = r − αm èìååì r′s = (r − αm)s = 0. Åñëè r′

2
= βm,

òî r′′
2

= (r′ − βs)2 = 0. Àëãåáðà S = 〈m, s, r′′〉Φ èçîìîðôíà A3. Èçîìîðôèçì
çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì m→ v1, s→ (v2 + e11), r′′ → e21.

�

Ñëåäñòâèå. Òîæäåñòâî (13) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òîæäåñòâ àëãåáðû A3 âíóòðè
ìíîãîîáðàçèÿ M1.

Òåîðåìà 3. Ìíîãîîáðàçèå M6, ïîðîæäåííîå àëãåáðîé A6 = A2⊕A3, îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ;
2) ïî÷òè êðîññîâî;
3) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ êðîññîâûõ ìíîãîîáðàçèé;
4) èìååò äèñòðèáóòèâíóþ ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî ïîñëå ëåììû 1 è ëåììû 4,
òîæäåñòâà (1), (6)-(11), (13) îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ àëãåáðû A6. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ó÷èòûâàÿ ëåììû 1-4, íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî àëãåá-
ðà A6 íå èìååò êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ. Ïóñòü wn = z[x1, x2]y1...yn[x3, x4].
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî òîæäåñòâî wn = 0 ïðè n > 2q íå ñëåäóåò âíóòðè
ìíîãîîáðàçèÿ P èç òîæäåñòâ (8)− (10), w0, w1, ..., wn−1 ïî ìîäóëþ (6), (7), (13).
Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå èç [9], íåîáõîäèìî òîëüêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òîæäåñòâî wn = 0
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ïðè n > 2q íå ñëåäóåò âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ P èç òîæäåñòâ (6), (7), (13). Ðàñ-
ñìîòðèì àëãåáðó 〈v1, v2, v3 + e11, e12, e31〉Φ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîé àë-
ãåáðå âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (6), (7), (13). Ïîäñòàâèì ýëåìåíòû z = x1 = y1 =
... = yn = x3 = v3 + e11, x2 = e31, x4 = e12 â wn. Ïîëó÷èì

wn(z, x1, x2, x3, x4, y1, ..., yn) = v2 6= 0.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
�
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