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Abstract. In this paper, we investigate the problem of classi�cation
of abelian antipodal distance-regular graphs Γ of diameter three with
the following property (∗): there is a vertex-transitive group of automor-
phisms G of Γ which induces an almost simple primitive permutation
group GΣ on the set Σ of antipodal classes of Γ. This problem has been
recently solved in the case when the permutation rank rk(GΣ) of GΣ

equals 2 (which implies classi�cation of all arc-transitive representatives).
Here we start to study the next case rk(GΣ) = 3. We elaborate a
method of reduction to minimal quotients of Γ, which gives us a base
for a classi�cation scheme that depends on a type of such quotient. By
analysing equitable partitions of Γ which arise as collections of orbits of
some subgroups of G, we obtain several strong restrictions on spectra and
parameters of Γ as well as a description of its minimal quotients. This
allows us to settle the case when the socle of GΣ is a sporadic simple
group.

Keywords: distance-regular graph, antipodal cover, abelian cover, vertex-
transitive graph, rank 3 group.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ
ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ àíòèïîäàëüíûõ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûõ
ãðàôîâ ïî èõ àíòèïîäàëüíûì ÷àñòíûì. Åñëè âîññòàíàâëèâàåìûé ãðàô èìååò

Tsiovkina, L.Yu., On a class of vertex-transitive distance-regular covers of

complete graphs.

© 2021 Öèîâêèíà Ë.Þ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 20-71-
00122).

Ïîñòóïèëà 16 ìàðòà 2021 ã., îïóáëèêîâàíà 2 èþëÿ 2021 ã.

758



ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÂÅÐØÈÍÍÎ-ÒÐÀÍÇÈÒÈÂÍÛÕ ÍÀÊÐÛÒÈÉ 759

äèàìåòð íå áîëüøå 2, òî îí ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì, ëèáî ïîëíûì ìíî-
ãîäîëüíûì ãðàôîì ñ äîëÿìè îäèíàêîâûõ ïîðÿäêîâ. Íî óæå â ñëó÷àå, êîãäà
åãî äèàìåòð ðàâåí 3, óêàçàííàÿ ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåðàçðå-
øèìîé: òàêèå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ àíòèïîäàëüíûìè íàêðûòèÿìè ïîëíûõ ãðàôîâ
è íå èìåþò óíèâåðñàëüíîé êîíñòðóêöèè.

Äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíîå àíòèïîäàëüíîå íàêðûòèå ïîëíîãî ãðàôà Kn ýê-
âèâàëåíòíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñâÿçíûé ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî äî-
ïóñêàåò ðàçáèåíèå íà ìíîæåñòâî èç n áëîêîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà r ≥ 2 òàêîå,
÷òî êàæäûé áëîê èíäóöèðóåò r-êîêëèêó, îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ
áëîêîâ èíäóöèðóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, è ëþáûå äâå íåñìåæíûå âåð-
øèíû, ëåæàùèå â ðàçíûõ áëîêàõ, èìåþò ðîâíî µ ≥ 1 îáùèõ ñîñåäåé. Ñëåäóÿ
[11], òàêîé ãðàô ìû áóäåì êðàòêî íàçûâàòü (n, r, µ)-íàêðûòèåì.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ (n, r, µ)-íàêðûòèé îäíîé èç îñíîâ-
íûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ãðàôîâ, îáëàäàþùèõ òðàíçèòèâ-
íûìè ãðóïïàìè àâòîìîðôèçìîâ. Òîò ôàêò, ÷òî êàæäûé òàêîé ãðàô äîïóñêàåò
òåîðåòèêî-ãðóïïîâóþ õàðàêòåðèçàöèþ, ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ïîëó÷åíèå íî-
âûõ êîíñòðóêöèé è ïîëíîãî îïèñàíèÿ îòäåëüíûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ,
êëàññîâ (n, r, µ)-íàêðûòèé. Îáçîð ïî èññëåäîâàíèþ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ìîæ-
íî íàéòè â [14].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè àáåëå-
âûõ (â ñìûñëå Ãîäñèëà è Õåíçåëÿ) (n, r, µ)-íàêðûòèé Γ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì:

(∗) Γ èìååò òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ G, êîòîðàÿ èíäóöè-
ðóåò ïðèìèòèâíóþ ïî÷òè ïðîñòóþ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê GΣ íà ìíî-
æåñòâå Σ åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ.

Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî G ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ãðóïïû
GΣ â Aut(Γ). Ýòà çàäà÷à íåäàâíî áûëà ðåøåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäñòàíîâî÷-
íûé ðàíã rk(GΣ) ãðóïïû GΣ ðàâåí 2 (íàïîìíèì, ðàíã ãðóïïû ïîäñòàíîâîê íà
ìíîæåñòâå � ýòî ÷èñëî åå îðáèò îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ, èíäóöèðóåìîãî åþ íà
äåêàðòîâîì êâàäðàòå äàííîãî ìíîæåñòâà), ñì. îáçîð â [17]. Îòìåòèì, ÷òî êëàññ
ãðàôîâ Γ ñî ñâîéñòâîì (∗), óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó óñëîâèþ íà ðàíã, ñîñòîèò
òîëüêî èç ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûõ ãðàôîâ è âêëþ÷àåò íåñêîëüêî áåñêîíå÷íûõ
ñåìåéñòâ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êëàññà àáåëåâûõ (n, r, µ)-íàêðûòèé
Γ ñî ñâîéñòâîì (∗) â ñëó÷àå, êîãäà rk(GΣ) = 3. Äëÿ ýòîãî ìû ðàçðàáàòûâàåì
ìåòîä ðåäóêöèè ê ìèíèìàëüíûì ÷àñòíûì ãðàôà Γ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü ãðàôû Γ â çàâèñèìîñòè îò òèïà òàêîãî ÷àñòíîãî. Èññëåäóÿ ðàâ-
íîìåðíûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà Γ, êîòîðûå âîçíèêàþò êàê ðàç-
áèåíèÿ íà ìíîæåñòâî îðáèò íåêîòîðûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ìû ïîëó÷àåì ðÿä
ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ñïåêòð è ïàðàìåòðû ãðàôà Γ, à òàêæå êëàññè-
ôèöèðóåì åãî ìèíèìàëüíûå ÷àñòíûå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû
ðåøàåì èññëåäóåìóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî öîêîëü ãðóïïû GΣ ÿâëÿåòñÿ ñïî-
ðàäè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì êëàññèôèêàöèþ ïðèìè-
òèâíûõ ãðóïï ïîäñòàíîâîê ðàíãà 3 ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà [3, Ch.11].

Äàííàÿ ñòàòüÿ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäÿòñÿ íåêî-
òîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Â ðàçäåëå 3
äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå 2, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè êëàññèôèêàöèþ ãðàôîâ
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Γ ñî ñâîéñòâîì (∗) ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ (n, r, µ)-
íàêðûòèé, íàçûâàåìûõ ìèíèìàëüíûìè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî rk(GΣ). Â ðàçäå-
ëå 4 óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà àáåëåâûõ (n, r, µ)-íàêðûòèé
ïðè óñëîâèè rk(GΣ) = 3 è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1, êîòîðàÿ äàåò îãðàíè÷åíèÿ
íà ñïåêòð è ïàðàìåòðû àáåëåâûõ (n, r, µ)-íàêðûòèé, äîïóñêàþùèõ íåêîòîðûå
ðàâíîìåðíûå ðàçáèåíèÿ. Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ àáåëåâûõ ìèíèìàëüíûõ
(n, r, µ)-íàêðûòèé Γ ñî ñâîéñòâîì (∗) òàêèõ, ÷òî rk(GΣ) = 3 (ïðåäëîæåíèÿ 3
è 4). Â íåì ìû, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû
Soc(GΣ) â G íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîñòîé ãðóïïîé, òî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî
èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: (i) Γ èìååò âåðøèííî-òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó àâ-
òîìîðôèçìîâ, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Soc(GΣ), (ii) Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Òåéëîðà
(è åãî ïàðàìåòðû n, r è µ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðîâ
ãðàôîâ ðàíãà 3, àññîöèèðîâàííûõ ñ GΣ), (iii) rk(Soc(GΣ)) > 3, (iv) ñòåïåíü
dmin(Soc(GΣ)) ìèíèìàëüíîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Soc(GΣ)
íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà r. Çàòåì ìû óòî÷íÿåì ñòðîåíèå ãðóïïû Soc(GΣ), à òàê-
æå ïàðàìåòðû è ñïåêòð ãðàôà Γ ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðóïïà G êâàçèïðîñòà. Ñî-
âîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ
àáåëåâûõ (n, r, µ)-íàêðûòèé Γ ñî ñâîéñòâîì (∗) ïðè óñëîâèè, ÷òî rk(GΣ) = 3 è
Soc(GΣ) ÿâëÿåòñÿ ñïîðàäè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå
6 (òåîðåìà 2 è ñëåäñòâèå 1).

2. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Âñþäó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è
êðàòíûõ ðåáåð.

Ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ àíòèïîäàëüíûì, åñëè îòíîøåíèå ¾ñîâïàäàòü èëè
áûòü íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè¿ íà ìíîæåñòâå åãî âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ, à êëàññû ýòîãî îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ àíòèïîäàëüíûìè êëàññàìè
ãðàôà. Êàæäîìó àíòèïîäàëüíîìó ãðàôó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åãî
àíòèïîäàëüíîå ÷àñòíîå, òî åñòü ãðàô íà ìíîæåñòâå àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ
èñõîäíîãî ãðàôà, â êîòîðîì äâå âåðøèíû ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Åñëè ãðàô Γ àíòèïîäàëåí è
ëþáûå äâà åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññà îáðàçóþò êîêëèêó èëè ñîâåðøåííîå ïà-
ðîñî÷åòàíèå, òî ãîâîðÿò, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ àíòèïîäàëüíûì r-íàêðûòèåì ñâîåãî
àíòèïîäàëüíîãî ÷àñòíîãî, ãäå r � ýòî ïîðÿäîê àíòèïîäàëüíîãî êëàññà.

Ïóñòü Γ � ãðàô, V(Γ) � ìíîæåñòâî åãî âåðøèí è dΓ � åãî åñòåñòâåííàÿ ìåò-
ðèêà. Äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 è a ∈ V(Γ) ÷åðåç Γi(a) îáîçíà÷àåòñÿ i-îêðåñòíîñòü âåð-
øèíû a, òî åñòü ïîäãðàô, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì {b ∈ V(Γ)|dΓ(a, b) = i},
à ÷åðåç Γi � ãðàô íà V(Γ), ðåáðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïàðû âåðøèí {a, b} ñ
dΓ(a, b) = i. Åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû a ãðàôà Γ ÷èñëî k := |Γ1(a)| ïîñòîÿííî,
òî ãðàô íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòåïåíè k, à ÷èñëî k îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç deg Γ.
Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî 3-öèêëîâ, â êîòîðûõ ëåæèò çàäàííîå ðåáðî ãðàôà Γ, íå
çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî ðåáðà, òî ýòî ÷èñëî ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç λ(Γ). ×åðåç
A(Γ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî {(a, b) ∈ V(Γ)2|dΓ(a, b) = 1}, ýëåìåíòû
êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ äóãàìè ãðàôà Γ (òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ðåáðó {a, b}
ñîîòâåòñòâóþò äâå äóãè (a, b) è (b, a)). Åñëè Γ � ñâÿçíûé ãðàô äèàìåòðà d è äëÿ
ëþáîãî 0 ≤ i ≤ d ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû bi, ai è ci, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
âåðøèí x è y ãðàôà Γ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i, ñðåäè ñîñåäåé âåðøèíû y
íàéäåòñÿ ðîâíî bi âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i+1 îò âåðøèíû x, ðîâíî
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ai âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i îò âåðøèíû x, è ðîâíî ci âåðøèí, íà-
õîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i−1 îò âåðøèíû x, òî ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ äèñòàíöè-
îííî ðåãóëÿðíûì (ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî bd = c0 = 0), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïàðàìåòðîâ {b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd} íàçûâàåòñÿ åãî ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé. Ïî
òåîðåìå Ñìèòà (ñì. [2]), êàæäûé èìïðèìèòèâíûé äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé
ãðàô (ò.å. ä.ð.ã. Γ ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Γi äëÿ íåêîòîðîãî 1 < i ≤ d(Γ)) ñòåïåíè
íå ìåíüøå òðåõ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì èëè àíòèïîäàëüíûì.

Ïóñòü Γ � àíòèïîäàëüíûé äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðàô äèàìåòðà 3. Òî-
ãäà Γ � àíòèïîäàëüíîå r-íàêðûòèå ïîëíîãî ãðàôà íà k+ 1 âåðøèíàõ, Γ èìååò
(ñì. [2]) ìàññèâ ïåðåñå÷åíèé {k, (r−1)µ, 1; 1, µ, k} è ñïåêòð k1, nf , (−1)k, (−m)g,
ãäå n,−m � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − (λ − µ)x − k = 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî k − rµ − 1 = λ − µ, ãäå ÷åðåç λ îáîçíà÷àåòñÿ ïàðàìåòð a1 = λ(Γ).
Âïîñëåäñòâèè ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîé ãðàô Γ ïðîñòî (k+ 1, r, µ)-íàêðûòèåì.
Íàïîìíèì, ÷òî (k + 1, r, µ)-íàêðûòèÿ ñ r = 2 ýêâèâàëåíòíû íåïîëíûì ðåãó-
ëÿðíûì äâà-ãðàôàì (ñì. [2, Proposition 1.5.1]) è íàçûâàþòñÿ ãðàôàìè Òåéëîðà.
Ïðè ýòîì (k+1, r, µ)-íàêðûòèÿ ñ r = 2 è µ = k−1 � ýòî â òî÷íîñòè äâóäîëüíûå
(k + 1, r, µ)-íàêðûòèÿ (âñå îíè èçâåñòíû è ïîëó÷àþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì
êàê äîïîëíèòåëüíûé ãðàô ê 2× (k + 1)-ðåøåòêå).

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå Ω è Λ ⊆ Ω. Ìíîæå-
ñòâà G{Λ} = {g ∈ G|Λg = Λ} è GΛ = {g ∈ G|xg = x äëÿ âñåõ x ∈ Λ} îáðàçóþò
äâå ïîäãðóïïû â G, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãëîáàëüíûì ñòàáè-
ëèçàòîðîì è ïîòî÷å÷íûì ñòàáèëèçàòîðîì ìíîæåñòâà Λ â G. Åñëè g ∈ G{Λ},
òî ãîâîðÿò, ÷òî g ôèêñèðóåò Λ êàê ìíîæåñòâî; â ÷àñòíîñòè, åñëè g ∈ GΛ, òî g
ôèêñèðóåò Λ ïîòî÷å÷íî. Åñëè Λ � G-èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ò.å. G = G{Λ},

òî ÷åðåç GΛ îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê, èíäóöèðóåìàÿ ãðóïïîé G íà Λ,
òàêèì îáðàçîì, GΛ ' G/GΛ.

×åðåç CG(Γ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïó âñåõ àâòîìîðôèçìîâ (k + 1, r, µ)-
íàêðûòèÿ Γ, ôèêñèðóþùèõ êàê ìíîæåñòâî êàæäûé åãî àíòèïîäàëüíûé êëàññ.
Ââèäó [11] äëÿ ëþáîé íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïûN èç CG(Γ) ïîðÿäêà, ìåíüøåãî
÷åì r, ÷àñòíîå ΓN (îïðåäåëÿåìîå êàê ãðàô íà ìíîæåñòâå N -îðáèò, â êîòîðîì
äâå îðáèòû ñìåæíû, åñëè ìåæäó íèìè èìååòñÿ ðåáðî ãðàôà Γ) ÿâëÿåòñÿ (k +
1, r/|N |, µ|N |)-íàêðûòèåì. Åñëè ãðóïïà CG(Γ) àáåëåâà è äåéñòâóåò ðåãóëÿðíî
íà (êàæäîì) àíòèïîäàëüíîì êëàññå, òî Γ íàçûâàåòñÿ àáåëåâûì (k + 1, r, µ)-
íàêðûòèåì (ñì. [11]).

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà
íåäâóäîëüíûõ (k+ 1, r, µ)-íàêðûòèé, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü Γ � íåäâóäîëüíîå (k+ 1, r, µ)-íàêðûòèå ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè k > n > −1 > −m. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

(i) 1 ≤ (r − 1)µ ≤ k − 1 ≤ µ(2r − 1)− 2 (ñì. [2, 11]);
(ii) êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé n è −m ðàâíû f = m(r − 1)(k +

1)/(n+m) è g = n(r− 1)(k + 1)/(n+m) ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [2, 11]);
(iii) åñëè λ 6= µ, òî ÷èñëà n è m � öåëûå, k = nm, rµ = (m − 1)(n + 1) è

λ = µ+ n−m (ñì. [2, 11]);
(iv) åñëè r > 2, òî m ≤ n2 (ñì. [2, 10]);
(v) åñëè k � íå÷åòíî, òî µ � ÷åòíî [11];

(vi) åñëè λ = 0, òî r − 2 >
√
µ [8];
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(vii) åñëè CG(Γ) 6= 1 è ÷èñëà n,m � öåëûå, òî n+m äåëèò (k+ 1) gcd(n,m)
(ñì., íàïðèìåð, [21, ëåììà 3], [16, Lemma 5]);

(viii) åñëè CG(Γ) � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà r, òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü
÷èñëà r äåëèò è ÷èñëî k + 1 [12, Theorem 2.5].

Äàëåå, åñëè G � òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
Ω è Orb2(G) � ìíîæåñòâî îðáèòàëîâ ãðóïïû G íà Ω (òî åñòü îðáèò ãðóïïû G
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ, èíäóöèðóåìîãî åþ íà äåêàðòîâîì êâàäðàòå Ω× Ω), òî
÷èñëî |Orb2(G)| íàçûâàåòñÿ (ïîäñòàíîâî÷íûì) ðàíãîì ãðóïïû G è îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç rk(G). Åñëè Q ∈ Orb2(G), òî ÷åðåç Q∗ îáîçíà÷àåòñÿ îðáèòàë, ñïàðåí-
íûé ñ Q; ïðè ýòîì åñëè Q∗ = Q è a ∈ Ω, òî ÷åðåç Q(a) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê b ∈ Ω òàêèõ, ÷òî (a, b) ∈ Q.

Åñëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G ãðàôà Γ òðàíçèòèâíà íà ìíîæåñòâå åãî âåð-
øèí, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ G-âåðøèííî-òðàíçèòèâíûì ãðà-
ôîì. Â ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà Γ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà
A(Γ), òî Γ íàçûâàåòñÿ ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûì; åñëè ê òîìó æå ãðàô Γ ñâÿçåí
è îáëàäàåò ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ d(Γ) äåéñòâó-
åò òðàíçèòèâíî íà A(Γi), òî Γ íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûì. Èç
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòíî, ÷òî êàæäûé äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûé ãðàô ÿâëÿåò-
ñÿ äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì. Äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûé ãðàô Γ äèàìåòðà
2 íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ðàíãà 3 (ñ ïàðàìåòðàìè (v, b0, a1, c2)), ãäå v = |V(Γ)|, ïðè
ýòîì ïàðàìåòð c2 îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç µ(Γ).

Ïóñòü G � ýòî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. ×åðåç Soc(G), Z(G) è G′ îáîçíà÷àþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî öîêîëü, öåíòð è êîììóòàíò ãðóïïû G. Åñëè G = G′, òî ÷åðåç
M(G) îáîçíà÷àåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîð Øóðà ãðóïïû G. Åñëè G 6= 1, òî ìû òàêæå
ïîëàãàåì dmin(G) = |G : H|, ãäå H � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â G íàèìåíüøåãî
èíäåêñà. Åñëè H è G � äâå ãðóïïû è H èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â G, òî
â ñëó÷àå, êîãäà ýòî ÿñíî èç êîíòåêñòà, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü H ≤
G; â ÷àñòíîñòè, åñëè H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, òî ýòîò ôàêò
îáîçíà÷àåòñÿ êàê H E G.

Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå, â îñíîâíîì, ñòàí-
äàðòíû è ìîãóò áûòü íàéäåíû â [1, 2].

3. Ðåäóêöèÿ ê ìèíèìàëüíûì ÷àñòíûì

Çäåñü ìû äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâåñòè
êëàññèôèêàöèþ ãðàôîâ ñî ñâîéñòâîì (∗) ê ðàññìîòðåíèþ (k+1, r, µ)-íàêðûòèé
íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü Γ � íåäâóäîëüíîå (k+ 1, r, µ)-íàêðûòèå è Σ � ìíî-
æåñòâî åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ èìååò òðàíçè-
òèâíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ G1, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò ïðèìèòèâíóþ ïî-
÷òè ïðîñòóþ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê G1

Σ íà Σ è T = Soc(G1
Σ). Ïóñòü G �

ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû T â G1 è K � ÿäðî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà Σ. Òîãäà K
ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ â G1 ïîäãðóïïó N , óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîìó èç ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé (íèæå ïðè ïîìîùè ñèìâîëà ¯ îáîçíà÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ
ïî N):

(T1) K ' Epl � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ýêñïîíåíòû p è ëèáî

(i) G = K ×G′ è G′ ' T , ëèáî
(ii) G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öåíòðîì K;
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(T2) K ' Epl � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ýêñïîíåíòû p, T äåéñòâóåò

òî÷íî íà K, ò.å. T ≤ GLl(p), è ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó

èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî ÷èñëà pl−1
p−1 ;

(T3) K ' Sl, ãäå S � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, è ëèáî
(i) G = K × CG(K) è CG(K) ' T , ëèáî

(ii) G ≤ Aut(K) è T ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó èíäåêñà, äåëÿ-
ùåãî l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1 ÿäðî äåéñòâèÿ ãðóïïû G1 íà Σ. Ïî
óñëîâèþ ãðóïïà GΣ = T ' G/K � ïðîñòàÿ. Òàê êàê GK1 E G1 è GK1/K1 '
G/K, òî ïî âûáîðó G ìû èìååì K1 = K ≤ G. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîä-
ãðóïïû X ≤ K òàêîé, ÷òî |X| < r è X E G1 ÷àñòíîå ΓX ãðàôà Γ ÿâëÿåòñÿ
(k + 1, r/|X|, µ|X|)-íàêðûòèåì, êîòîðîå äîïóñêàåò òðàíçèòèâíóþ íà âåðøèíàõ
ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ G1/X.

Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ â G1 ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
K. Äàëåå äëÿ ïîäãðóïïû X ≤ G1 ÷åðåç X ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç X îò-
íîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà èç G1 íà G1/N . Òàêèì îáðàçîì, K
� õàðàêòåðèñòè÷åñêè ïðîñòàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â G1. Òàê êàê CG(K) = CG1

(K)∩G E G1, òî ââèäó ïðèìèòèâíîñòè

G1 íà Σ ãðóïïà CG(K) ëèáî äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà Σ, ëèáî ôèêñèðóåò Σ
ïîòî÷å÷íî.

Ñëó÷àé K ' Epl = (Zp)l. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ëèáî G = CG(K), ëèáî K =

CG(K).

Ïóñòü G = CG(K). Î÷åâèäíî, ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Z(G) = K. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî G
′
< G. Òîãäà K 6≤ G′, ïîäãðóïïà G′ ∩K < K íîðìàëüíà â G1 è

ïî âûáîðó N ìû ïîëó÷àåì G
′ ∩K = 1, à ïîñêîëüêó G

′ 6= 1, òî G
′ ' G/K.

Îòñþäà ëèáî G = Z(G)×G′ = K ×G/K, ëèáî G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà.

Ïóñòü òåïåðü K = CG(K). Îòîæäåñòâèì K ñ ïðîñòðàíñòâîì (Fp)l è çàäàäèì
åãî áàçèñ e1, ..., el. Òîãäà G/K ≤ Aut(K) ' GLl(p) è ïîýòîìó l > 1. Â ñèëó âû-
áîðà N , G1 äåéñòâóåò áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå 1-ìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â K (åñëè áû ýòî íå âûïîëíÿëîñü, òî òàêîå 1-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
èç K ïîðîæäàëî áû ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó â K, êîòîðàÿ áûëà áû íîðìàëüíà
â G1, ÷òî íåâîçìîæíî ïî âûáîðó N). Ïîýòîìó ÷èñëî s := |G1 : NG1

(S)|, ãäå
S = 〈e1〉, íå ìåíüøå ÷åì l è íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà pl−1

p−1 < r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

s äåëèòñÿ íà |G : NG(S)|. Åñëè G ôèêñèðóåò (êàê ìíîæåñòâî) êàæäîå 1-ìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî èç K, òî G/K ≤ Z(GLl(p)), ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî |G : NG(S)| 6= 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî ïðîîáðàçà Y ãðóïïû

NG(S) â G ïîëó÷àåì, ÷òî 1 < |G/K : Y/K| ≤ pl−1
p−1 .

Ñëó÷àé K ' Sl (S � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ' Sl,

ãäå S � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ïîäãðóïïà âK. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååìG1/CG1
(K) ≤

Aut(K) ' Aut(S) o Syml (ñì. [6, Exercise 4.3.9]). Ââèäó ãèïîòåçû Øðåéåðà (ñì.
[1]) ãðóïïà Out(S) ðàçðåøèìà è ïî âûáîðó N ãðóïïà G1 äåéñòâóåò òðàíçèòèâ-
íî íà ìíîæåñòâå èç âñåõ l íîðìàëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï, âõîäÿùèõ â óêàçàííîå
ðàçëîæåíèå äëÿ K.
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Òàê êàê G/K � íåàáåëåâà ãðóïïà, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî CG(K) ' CG(K)K/K '
X/K E G/K, ãäå X îáîçíà÷àåò ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû CG(K)K â G, çàêëþ-

÷àåì, ÷òî ëèáî CG(K) ' G/K è G ' K×G/K, ëèáî CG(K) = 1 è G ≤ Aut(K).

Âî âòîðîì ñëó÷àå |G1 : NG1
(S)| = l äåëèòñÿ íà |G : NG(S)| è ïîýòîìó äëÿ ïîë-

íîãî ïðîîáðàçà Y ãðóïïû NG(S) â G ïîëó÷àåì, ÷òî l1 := |G/K : Y/K| äåëèò l,
à ïîñêîëüêó G/K 6≤ Out(S), òî l1 > 1.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ãðàô Γ, îïðåäåëåííûé â ïðåäëîæåíèè 2, áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì (k+
1, r, µ)-íàêðûòèåì òèïà (Tx), åñëè |K| = r è òðîéêà (G1, G,K) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ï. (Tx) çàêëþ÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, N = 1). Â òàêîì
ñëó÷àå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Γ ÷åðåç Γ(G1, G,K).

4. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà G̃-âåðøèííî-òðàíçèòèâíûõ
(k + 1, r, µ)-íàêðûòèé ñ rk(G̃Σ) = 3

Ïóñòü äàëåå Γ � íåäâóäîëüíîå (k + 1, r, µ)-íàêðûòèå è Σ � ìíîæåñòâî åãî
àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ. Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Γ èìååò òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ G̃, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò ãðóïïó

ïîäñòàíîâîê G̃Σ ðàíãà 3 íà Σ ÷åòíîãî ïîðÿäêà, è ÿäðîK äåéñòâèÿ G̃ íà Σ èìååò
ïîðÿäîê, ðàâíûé r. ×åðåç G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû

Soc(G̃) â G̃.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ñòàáèëèçàòîð àíòèïîäàëüíîãî êëàññà F â G̃, ñîäåðæà-

ùåãî âåðøèíó a, è ÷åðåç H � ïîäãðóïïó G̃a. Ïóñòü S = Orb2(G̃Σ). Ïî óñëîâèþ

G̃/K ' G̃Σ ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, ïîýòîìó (ñì., íàïðèìåð, [1, 16.1]) êàæäûé

îðáèòàë G̃ íà Σ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñïàðåííûì, òî åñòü S = {S0, S1, S2} è S∗i = Si,
i = 0, 1, 2 (÷åðåç S0 îáîçíà÷àåòñÿ äèàãîíàëüíûé îðáèòàë).

Ïóñòü (a, bi) ∈ (F, Fi) ∈ Si è ki := |M(Fi)| � äëèíà ïîäîðáèòû ãðóïïû G̃Σ,
îòâå÷àþùåé îðáèòàëó Si. Òîãäà k1 + k2 = k.

Ïîëîæèì Ω = V(Γ), Q = Orb2(G̃) è âûáåðåì Q1, Q2 ∈ Q òàêèå, ÷òî Q1 6= Q2

è Q1 ∪ Q2 ⊂ A(Γ). Ïóñòü Γ(Q1 ∪ Q2)∗ � ýòî ãðàô íà Ω, ðåáðàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ïàðû âåðøèí {x, y} òàêèå, ÷òî (x, y) ∈ Qi äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2.
Ïîñêîëüêó |K| = r, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî M = K : H è ïîýòîìó A(Γ) ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì äâóõ G̃-îðáèòàëîâ, òî åñòü A(Γ) = Q1 ∪Q2, Q
∗
i = Qi, ãäå i = 1, 2,

è Γ = Γ(Q1 ∪Q2)∗. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (a, bi) ∈ (F × Fi) ∩Qi.
Òîãäà |Qi| = rki(k+ 1) è òàê êàê ãðóïïà G̃ òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà,

òî äëÿ äóãè (a, bi) ∈ Qi èìååì

r(k + 1)ki = |Qi| = |G̃ : G̃a,bi | = |G̃ : H| · |H : G̃a,bi |,

ïîýòîìó |H : G̃a,bi | = ki, òî åñòüH èìååò ðîâíî äâå îðáèòû íà Γ1(a) ñ ïðåäñòàâè-
òåëÿìè b1 è b2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò M -îðáèòû Σ1 := M(F1) è Σ2 := M(F2)

íà Σ. Ïðè ýòîì M{Fi} = K : G̃a,bi .
Çàìåòèì, ÷òî ãðàô Ωi := (Ω, Qi) ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî ñèììåòðè÷íûì r-íàêðû-

òèåì (íåîáÿçàòåëüíî àíòèïîäàëüíûì) ãðàôà Φi := (Σ, Si), êîòîðûé â ñâîþ î÷å-
ðåäü ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ðàíãà 3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ðåáðî ãðàôà Ωi
ëåæèò ðîâíî â λ(Ωi) 3-öèêëàõ è ìàêñèìàëüíûå êëèêè â Ωi èìåþò îäèí è òîò
æå ðàçìåð, íå ïðåâîñõîäÿùèé λ(Ωi) + 2. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî

Cl(Ωi) ≤ Cl(Φi), λ(Ωi) ≤ λ(Φi) è Co(Ωi) ≤ r · Co(Φi),
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ãäå ÷åðåç Cl(∆) (Co(∆)) � îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé êëèêè (êîêëèêè,
ñîîòâåòñòâåííî) ãðàôà ∆.

Ïîëîæèì Xi := H(bi) è λi := |Γ1(bi) ∩Xi|. Ïóñòü δij(x, y) := |Qi(x) ∩Qj(y)|,
i, j = 1, 2. Òîãäà äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Qi èìååì λ(Ωi) = δii(x, y), δ12(x, y) = δ21(x, y)
(ïîñêîëüêó Q∗i = Qi) è

2δ12(x, y) = λ− δ11(x, y)− δ22(x, y).

Â ÷àñòíîñòè,

δ11(a, b1) + δ12(a, b1) = λ1,(1)

δ21(a, b2) + δ22(a, b2) = λ2,(2)

δ21(a, b1) + δ22(a, b1) = λ− λ1,(3)

δ11(a, b2) + δ12(a, b2) = λ− λ2.(4)

Ïîäñ÷åò ÷èñëà ðåáåð â Γ ìåæäó X1 è X2 äàåò ðàâåíñòâà

(5) δ21(a, b1)k1 = δ11(a, b2)k2,

(6) δ22(a, b1)k1 = δ12(a, b2)k2

äëÿ ðåáåð òèïîâ Q1 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà

(λ− λ1)k1 = (λ− λ2)k2,(7)

δ11(a, b1) + δ12(a, b1) = λ(Ω1) +
k2

k1
δ11(a, b2) = λ1,(8)

δ21(a, b2) + δ22(a, b2) =
k1

k2
δ22(a, b1) + λ(Ω2) = λ2.(9)

Ïîýòîìó k1 äåëèò gcd(k1, k2)δ11(a, b2), è k2 äåëèò gcd(k1, k2)δ22(a, b1).
Ïîëîæèì Yi :=

⋃
X∈Σi

X è ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ðåáåð òèïà Q1 è Q2 â Γ ìåæäó
Y1 è Y2. Ïîñêîëüêó K ðåãóëÿðíà íà êàæäîì àíòèïîäàëüíîì êëàññå, ïîëó÷àåì,
÷òî

|Q1(b1) ∩ Y1| = λ(Φ1),

|Q1(b1) ∩ Y2| = k1 − λ(Φ1)− 1 = |Q2(b1) ∩ Y1|,
|Q2(b1) ∩ Y2| = k2 − (k1 − λ(Φ1)− 1) = µ(Φ2).

Ñèììåòðè÷íî,

|Q2(b2) ∩ Y2| = λ(Φ2),

|Q2(b2) ∩ Y1| = k2 − λ(Φ2)− 1 = |Q1(b2) ∩ Y2|,
|Q1(b2) ∩ Y1| = k1 − (k2 − λ(Φ2)− 1) = µ(Φ1).

Òàê êàê
|Qi(b1) ∩ Yj | =

∑
b∈F1

|Qi(b) ∩Xj |

äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, òî ÷èñëî ðåáåð òèïà Q1 â Γ ìåæäó F1 è X1 ðàâíî

(10) λ(Φ1) = |Q1(b1) ∩ Y1| = δ11(a, b1) +
∑

b∈F1\{b1}

δ11(a, b),

à ÷èñëî ðåáåð òèïà Q1 â Γ ìåæäó F1 è X2 ðàâíî

(11) k1 − λ(Φ1)− 1 = |Q1(b1) ∩ Y2| = δ21(a, b1) +
∑

b∈F1\{b1}

δ21(a, b).



766 Ë.Þ. ÖÈÎÂÊÈÍÀ

Îòñþäà êàæäàÿ âåðøèíà èç F1 \ {b1} ¾â ñðåäíåì¿ èìååò λ(Φ1)−λ(Ω1)
r−1 ñîñåäåé

òèïà Q1 â X1 è
k1−λ(Φ1)−1−δ21(a,b1)

r−1 ñîñåäåé òèïà Q1 â X2.
Êðîìå òîãî, ÷èñëî ðåáåð òèïà Q2 â Γ ìåæäó F1 è X1 ðàâíî

(12) k1 − λ(Φ1)− 1 = |Q2(b1) ∩ Y1| = δ12(a, b1) +
∑

b∈F1\{b1}

δ12(a, b),

à ÷èñëî ðåáåð òèïà Q2 â Γ ìåæäó F1 è X2 ðàâíî

(13) µ(Φ2) = |Q2(b1) ∩ Y2| = δ22(a, b1) +
∑

b∈F1\{b1}

δ22(a, b).

Îòñþäà êàæäàÿ âåðøèíà èç F1 \ {b1} ¾â ñðåäíåì¿ èìååò k1−λ(Φ1)−1−δ12(a,b1)
r−1

ñîñåäåé òèïà Q2 â X1 è
µ(Φ2)−δ22(a,b1)

r−1 ñîñåäåé òèïà Q2 â X2.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå
ðàçáèåíèå (ñ ïàðàìåòðàìè (µ1, µ2)), åñëè äëÿ êàæäîãî j = 1, 2 è ëþáûõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ âåðøèí z1, z2 èç F ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Qj(z1) è Qj(z2) ïîñòîÿííî è
ðàâíî kjµj (µj � öåëîå).

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |K| = r, G{F} = Ga × K è rk(GΣ) = 3. Åñëè
ãðóïïà H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà F \{a} èëè r ≤ 3, òî ìíîæåñòâî ðåáåð
ãðàôà Γ äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G{F} = Ga × K è rk(GΣ) = 3, òî Ga(bi) = Qi(a)
è Ga = GF . Ïðè r = 2 èìååì F = {a, a∗} è ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Qj(z1) è
Qj(z2) ðàâíî kjµj , ãäå µj = |Γ1(bj) ∩ Qj(a∗)|. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ëþ-
áîì èç ñëó÷àåâ, êîãäà H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà F \ {a} èëè r = 3, íàé-
äåòñÿ àâòîìîðôèçì g ãðàôà Γ, ïåðåâîäÿùèé ïàðó {z1, z2} âåðøèí èç F â ëþ-
áóþ äðóãóþ ïàðó {z′1, z′2} âåðøèí èç F . Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî j = 1, 2 èìååì
{Qj(z1)g, Qj(z2)g} = {Qj(z′1), Qj(z

′
2)}. Îòñþäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåð-

øèí z1, z2 èç F ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Qj(z1) è Qj(z2) ïîñòîÿííî. Ëåììà äîêàçà-
íà. �

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G{F} = Ga × K è rk(GΣ) = 3. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî x ∈ F \ {a} èìååì

(14) δ11(a, x1) = δ11(x, b1), δ12(a, x1) = δ12(x, b1),

(15) δ21(a, x2) = δ21(x, b2), δ22(a, x2) = δ22(x, b2),

(16) δ11(a, x2)k2 = δ21(x, b1)k1, δ12(a, x2)k2 = δ22(x, b1)k1,

äëÿ âñåõ xi ∈ Qi(x), â ÷àñòíîñòè,

(µ− µ1)k1 = (µ− µ2)k2,(17)

ãäå µi = |Γ1(bi) ∩Qi(x)|, i = 1, 2. Åñëè, ê òîìó æå, ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ
äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (µ′1, µ

′
2), òî µ′i = µi äëÿ

êàæäîãî i = 1, 2 è ÷èñëî γ = −(λ− λ1− λ2) + (µ− µ1− µ2) = r(µ− µ1− µ2)− 1
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ F \ {a}. Ïîëîæèì

µ1 := δ11(b1, x) + δ21(b1, x) = |Γ1(b1) ∩Q1(x)|,
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è

µ2 := δ12(b2, x) + δ22(b2, x) = |Γ1(b2) ∩Q2(x)|.
Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ïîëîæèì µi(u,w) := |Γ1(u) ∩ Qi(w)|. ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ
z ∈ Γ2(a) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

µ1(a, z) + µ2(a, z) = µ = µ1(z, a) + µ2(z, a).

Òàê êàê G{F} = Ga ×K è rk(GΣ) = 3, òî Ga(bi) = Qi(a) è Ga = GF . Îòñþäà
ïîäñ÷åò ÷èñëà ðåáåð òèïîâ Q1 è Q2 â Γ ìåæäó Q1(a) è Q1(x), ìåæäó Q2(a)
è Q2(x) è ìåæäó Q1(a) è Q2(x) äàåò ðàâåíñòâà (14), (15), (16), cîâîêóïíîñòü
êîòîðûõ âëå÷åò ðàâåíñòâî (17).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå ðàç-
áèåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (µ′1, µ

′
2). Ïîñêîëüêó ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Qj(a) è Qj(x)

ðàâíî kjµj(bj , x), äëÿ êàæäîãî x ∈ F \ {a} ïîëó÷àåì

µ′1 = µ1 = µ1(b′1, x) = µ1(x1, a),

äëÿ âñåõ b′1 ∈ Q1(a), x1 ∈ Q1(x), è

µ′2 = µ2 = µ2(b′2, x) = µ2(x2, a),

äëÿ âñåõ b′2 ∈ Q2(a), x2 ∈ Q2(x).

Ââèäó òðàíçèòèâíîñòè K íà F ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ F è z ∈ Γ2(y)
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µi(z, y) ðàâíî µi (÷òî âëå÷åò µj(z, y) = µ − µi äëÿ j 6= i),
åñëè z ∈ Qi(x′) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x′ ∈ F .

Ïóñòü σ = {C1, . . . , C3r} � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà Γ íà
ìíîæåñòâî Ga-îðáèò. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ σ
ñ èíäåêñàìè i, i+1, i+2, ãäå 1 ≤ i ≤ 3r è i ≡ 1 (mod 3), ýòî ñîîòâåòñòâåííî Ga-
îðáèòû {z}, Q1(z), Q2(z), ãäå z ∈ F , è C1 = {a}. Äëÿ âñåõ Ci, Cj ∈ σ ïîëîæèì
eij := |Γ1(x) ∩ Cj |, ãäå x ∈ Ci, è ïóñòü Eσ := (eij)1≤i,j≤3r � quotient-ìàòðèöà
ðàçáèåíèÿ σ.

Òàêèì îáðàçîì, Eσ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå áëî÷íîé r× r-ìàòðèöû
ñëåäóþùåãî âèäà

Eσ =


A B · · · B
B A · · · B
...

...
. . .

...
B B · · · A

 ,
ãäå

A =

 0 k1 k2

1 λ1 λ− λ1

1 λ− λ2 λ2

 , B =

 0 0 0
0 µ1 µ− µ1

0 µ− µ2 µ2

 .
Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(γ) ìàòðèöû Eσ ðàâåí

χ(γ) = det(Eσ − γI) = det(A(γ) + (r − 1)B)
(

det(A(γ)−B)
)r−1

,

ãäå

A(γ) =

 −γ k1 k2

1 λ1 − γ λ− λ1

1 λ− λ2 λ2 − γ

 .
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Ïðåîáðàçîâàâ äàííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì

χ(γ) =
(
γ + (λ− λ1 − λ2) + (r − 1)(µ− µ1 − µ2)

)(
k − γ2 + γ(λ+ (r − 1)µ)

)
×

×
(
γ2 − γ(λ− µ)− k

)r−1 ·
(
γ + (λ− λ1 − λ2)− (µ− µ1 − µ2)

)r−1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà

γ1 = −(λ− λ1 − λ2)− (r − 1)(µ− µ1 − µ2), γ2 = −(λ− λ1 − λ2) + (µ− µ1 − µ2)

è

γ3,4 =
λ+ (r − 1)µ

2
±
√

(λ+ (r − 1)µ)2 + 4k

2

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãðàôà Γ (ñì., íàïðèìåð, [2, p. 436, � A.4]
èëè [4, Ch. 2.3]). Òåïåðü ââèäó òîæäåñòâà k − 1 = λ+ (r − 1)µ ïîëó÷àåì γ3,4 ∈
{k,−1}, à ïîñêîëüêó λ1 + (r− 1)µ1 + λ2 + (r− 1)µ2 = k1 − 1 + k2 − 1 = k− 2, òî
γ1 = −1. Îòñþäà γ1, γ3,4 âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãðàôà Γ è
ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ãðàôà ìîæåò äàòü òîëüêî
γ2 = r(µ− µ1 − µ2)− 1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

5. Àáåëåâû ìèíèìàëüíûå (k + 1, r, µ)-íàêðûòèÿ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ìèíèìàëüíûõ (k+1, r, µ)-íàêðûòèé

Γ = Γ(G̃,G,K) òàêèõ, ÷òî rk(G̃Σ) = 3 è K ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Êëàññè-
ôèêàöèÿ ïðèìèòèâíûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ïîäñòàíîâîê ðàíãà 3 (ñì., íàïðè-
ìåð, [3, Ch.11]) âëå÷åò, ÷òî GΣ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñïîðàäè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé,
ëèáî çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé, ëèáî ïðîñòîé ãðóïïîé èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà
òèïà, ëèáî êëàññè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé. Ïðè ýòîì îïèñàíû âñå àññîöèèðî-

âàííûå ñ G̃Σ âçàèìîäîïîëíèòåëüíûå ãðàôû Φ1 è Φ2 ðàíãà 3, è áîëåå òîãî, âî
ìíîãèõ ïîäñëó÷àÿõ ðàíã ãðóïïû GΣ òàêæå ðàâåí 3.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàô Γ èìååò òèï (T2), òî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïàðàìåòð
dmin(GΣ) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ãðóïï GΣ, ïðåäëîæåíèå 2
äàåò äîñòàòî÷íî ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ íà r, k è G, èëè âîâñå ïîçâîëÿåò èñêëþ-
÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ãðàôà Γ â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ GΣ. Íî åñëè ãðàô Γ
èìååò òèï (T1), òî ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ îòñóòñòâóþò. Çäåñü ìû îïècûâàåì

ñâîéñòâà ãðóïïû G̃ è ïàðàìåòðû ãðàôà Γ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîñëåäíèé èìååò
òèï (T1). Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè 3 íàìè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè G íå
ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîñòîé ãðóïïîé, òî ëèáî rk(GΣ) > 3, ëèáî Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì
Òåéëîðà (è åãî ïàðàìåòðû λ è µ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ïðè ïîìîùè ïàðàìåò-
ðîâ ãðàôîâ Φ1 è Φ2), ëèáî G

′ ' GΣ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà
Γ. Çàòåì, íà îñíîâå òåîðåìû 1, â ïðåäëîæåíèè 4 ìû ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ íà

ãðóïïó G, à òàêæå íà ïàðàìåòðû è ñïåêòð ãðàôà Γ ïðè óñëîâèè, ÷òî G̃ = G �
êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ � ìèíèìàëüíîå (k+1, r, µ)-íàêðûòèå

òèïà (T1), Γ = Γ(G̃,G,K), Σ � ìíîæåñòâî åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ è

ïóñòü T = G′. Ïðåäïîëîæèì ê òîìó æå, ÷òî rk(G̃Σ) = 3. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè T ' GΣ è T äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ, òî
äëÿ ëþáîãî F ∈ Σ ãðóïïà T{F} ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïðîñòîãî èíäåêñà
p, äåëÿùåãî r, ïðè÷åì åñëè r = p, òî ãðóïïà T{F}/TF ðàçðåøèìà.
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2. Åñëè T äåéñòâóåò èíòðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ, òî G = T×K
è ëèáî
(i) r = 2, Qi(a) ⊂ T (a) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}, Qi(a) ∩ Qi(bi) �

êîêëèêà, Γ � íåäâóäîëüíûé ãðàô Òåéëîðà ñ µ = 2µ(Φi)+kj−ki−1,
ãäå j ∈ {1, 2}\{i}, 2(λ(Φ1)+λ(Φ2)+1) = k−1, ÷èñëî γ = −2(λ(Φj)+
ki
kj
µ(Φj) + 1) + k ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ, Γ1(a)

� ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè

(k, λ,
1

2
(3λ− (k + 1)),

λ

2
),

ãäå λ = k − µ− 1 è k � íå÷åòíî, ëèáî
(ii) r = 4, Qi(a) ⊂ T (a) äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}, k � íå÷åòíî, λ 6= µ

è ÷èñëî ki − kj/3 ∈ {± gcd(ki, kj/3)} � ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ãðàôà Γ, ãäå j ∈ {1, 2} \ {i}, è rk(GΣ) ≥ 4, ëèáî

(iii) r ≤ 1 + 4 · |G̃Σ : GΣ|2 è rk(GΣ) ≥ 6, èëè rk(GΣ) = 5, k = 35, r = 16
è µ = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì T = G′ è H = G̃a. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååì
G = T ×K è K ≤ Z(G). Ïîëîæèì L = T{F} è M1 = G{F}. Òîãäà L ' Ga, M1 =
KL, |M1 : Ga| = |M1 : L| = |K| è L ∩K = Ga ∩K = 1. Òàêæå äëÿ s = |L : La|
ìû èìååì |GaL| = s|Ga| è s äåëèò |K|. Äëÿ ïîäãðóïïû K0 ïðîñòîãî èíäåêñà
p â K ãðàô Γ0 = ΓK0 ÿâëÿåòñÿ G0-âåðøèííî-òðàíçèòèâíûì (k + 1, p, µ|K0|)-
íàêðûòèåì, ãäå G0 ' G/K0. Ïðè ýòîì G{F} = K × L, La = LF è LK/K0

èçîìîðôíà ñòàáèëèçàòîðó àíòèïîäàëüíîãî êëàññà X ãðàôà Γ0 â G0.

Äîïóñòèì, ÷òî T òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Òîãäà T äåéñòâóåò òðàí-
çèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ0 è r = s. Åñëè ãðóïïà L/LX íåðàçðåøèìà, òî
ïîñêîëüêó L öåíòðàëèçóåò K, ïî [22, Theorem 11.7] ïîëó÷àåì, ÷òî L ôèêñèðóåò
X ïîòî÷å÷íî, ÷òî âëå÷åò s ≤ r/p, ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå 1.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T èíòðàíçè-

òèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Ïîëîæèì Ω = V(Γ), Q = Orb2(G̃) è âûáåðåì
Q1, Q2 ∈ Q òàêèå, ÷òî A(Γ) = Q1 ∪Q2, òî åñòü Γ = Γ(Q1 ∪Q2)∗. Çàôèêñèðóåì
(a, bi) ∈ Qi è ïóñòü |Qi(a)| = ki, i = 1, 2. Ïóñòü îáîçíà÷åíèÿ Φi, Ωi, Yi è δ(·, ·)
èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ðàçäåëå 4.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî s = 1.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ T -îðáèòà íà Ω ïåðåñåêàåò êàæäûé àíòèïîäàëüíûé

êëàññ ðîâíî ïî s âåðøèíàì è ìíîæåñòâî T -îðáèò íà Ω îáðàçóåò ñèñòåìó èìïðè-

ìèòèâíîñòè τ ãðóïïû G̃ ñ áëîêàìè ðàçìåðà r′(k + 1), ãäå r′ = r/s. Îáîçíà÷èì

÷åðåç N ÿäðî äåéñòâèÿ, èíäóöèðóåìîãî ãðóïïîé G̃ íà τ . ßñíî, ÷òî L ≤ T ≤ N
è K äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà τ . Ïîýòîìó |K : K{A}| = |τ | = r′ äëÿ êàæäîãî
A ∈ τ è |K{A}| = s. Ïî îïðåäåëåíèþ, K � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

â G̃, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî K ∩N = 1 (èíà÷å K ≤ N è s = r, òî åñòü T òðàí-
çèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ) è Kτ ' K.
Íî êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ ãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è ïîýòîìó K{A} ≤ N .
Òàêèì îáðàçîì, K{A} = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, s = 1.

Äëÿ i = 1, 2 îïðåäåëèì íà áëîêàõ ñèñòåìû τ ãðàô Ψi, â êîòîðîì äâà áëîêà
A è B ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A × B) ∩ Qi 6= ∅ (ò.å. ìåæäó A è
B èìååòñÿ ðåáðî ãðàôà Ωi).
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Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì íà áëîêàõ ñèñòåìû τ ãðàô Ψ, â êîòîðîì äâà áëîêà
A è B ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A× B) ∩ A(Γ) 6= ∅ (ò.å. ìåæäó A
è B èìååòñÿ ðåáðî ãðàôà Γ).

Ìû èìååì T ≤ N , deg Ψ ≤ rk(NΣ)− 1 è ïîñêîëüêó â ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ
áëîêàõ ñèñòåìû τ íàéäóòñÿ âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëüøå 2
â Γ, çàêëþ÷àåì d(Ψ) ≤ 2 è ïîýòîìó

(18) |Ψ| ≤ 1 + deg Ψd(Ψ) ≤ 1 + (rk(NΣ)− 1)d(Ψ) ≤ 1 + (rk(GΣ)− 1)d(Ψ).

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ãðàô Ωi ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî ñèììåòðè÷-
íûì, ÷èñëî ti := |Qi(a)∩T (x)| íå çàâèñèò îò âûáîðà âåðøèíû x ∈ Qi(a). Áîëåå
òîãî, äëÿ âñåõ x ∈ Qi(a), z ∈ T (x) è y ∈ T (a) âåðíî ðàâåíñòâî

|Qi(y) ∩ T (x)| = |Qi(z) ∩ T (a)|.
Òàêèì îáðàçîì, ëèáî deg Ψi = 0 (÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Qi(a) ⊂ T (a)) è
ti = |Qi(a)|, ëèáî ti · deg Ψi = ki è â F \ {a} ñîäåðæèòñÿ âñåãî deg Ψi âåðøèí
x, èìåþùèõ â òî÷íîñòè ti ñîñåäåé òèïà Qi èç T (a) \ {a}. Ïðè ýòîì â F \ {a}
èìååòñÿ âñåãî r − 1− deg Ψ âåðøèí, íåñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç T (a).

Òàê êàê ãðóïïà Ta íîðìàëüíà â H è äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ãðóïïà H äåéñòâóåò
òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå Ta-îðáèò íà Qi(a), òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ Qi(a)
÷èñëî ti äåëèòñÿ íà |Ta(x)|, à ÷èñëî ni Ta-îðáèò íà Qi(a) ðàâíî ki

|Ta(x)| è äåëèò

÷èñëî |H : Ta| = |G̃ : G|. Îòñþäà ni äåëèò |Out(T )|. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
deg Ψi > 0, òî ni = ti

|Ta(x)| deg Ψi è deg Ψi ≤ |Out(T )|, ÷òî âëå÷åò deg Ψ ≤
2|Out(T )|.

Òàêèì îáðàçîì, èç (18) ñëåäóåò, ÷òî |K| ≤ 1 + deg Ψ2 ≤ 17 âñÿêèé ðàç, êîãäà
rk(GΣ) ≤ 5 èëè |Out(T )| ≤ 2.

Äàëåå ÷åðåç n, −m (m > 0) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ãðàôà Γ, îòëè÷íûå îò −1 è k.

Tàê êàê äëÿ âñåõ A,B ∈ τ ÷èñëî eAB := |Γ1(x) ∩ B| íå çàâèñèò îò âûáîðà
âåðøèíû x ∈ A, òî åñòü ðàçáèåíèå τ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, òî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Eτ := (eAB)A,B∈τ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãðà-
ôà Γ (ñì., íàïðèìåð, [2, p. 436, � A.4] èëè [4, Ch. 2.3]). Ìû èìååì

(19) Eτ = eAAIr + t1A(Ψ1) + t2A(Ψ2),

ãäå Ir � åäèíè÷íàÿ r×r-ìàòðèöà, A(Ψi) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Ψi (ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå ïîäãðàôà â Ψ) è A 6= B. Â ÷àñòíîñòè, åñëè eAB
ïîñòîÿííî äëÿ âñåõ A 6= B, òî

(20) Eτ = eAAIr + eABA(Ψ),

ãäå A(Ψ) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Ψ è A 6= B.
Ýòè íàáëþäåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ïîçäíåå äëÿ èñêëþ÷åíèÿ áîëüøèíñòâà ïîä-

ñëó÷àåâ ïðè rk(GΣ) ≤ 5 è r > 2.

I. Äîïóñòèì, ÷òî õîòÿ áû îäèí áëîê ñèñòåìû τ íå ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé. Íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b1 ∈ T (a) è ïîëîæèì t := t2. Â ýòîì ñëó÷àå
÷èñëî n2 = t

|Ta(x)| deg Ψ = k2
|Ta(x)| äåëèò |Out(T )|, Q1(x) ⊂ T (x) äëÿ âñåõ x ∈ F ,

â ÷àñòíîñòè, Q1(a) ⊂ T (a). Åñëè ïðè ýòîì b2 ∈ T (a), òî Q2(a) ⊂ T (a) è Ψ � êî-
êëèêà, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó T (a), à çíà÷èò, è ëþáîé äðóãîé áëîê ñèñòåìû τ
íå ñîäåðæàò ðåáåð òèïà Q2, òî åñòü eAA = k1. Îòñþäà Ψ1 ÿâëÿåòñÿ r-êîêëèêîé,
Ψ = Ψ2 è Γ íå ñîäåðæèò 3-öèêëîâ {x, y, z} òàêèõ, ÷òî (x, y), (x, z) ∈ Q1 è
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(y, z) ∈ Q2. Â ÷àñòíîñòè, Q1(a) íå ñîäåðæèò ðåáåð òèïà Q2, ÷òî ââèäó ñîîòíî-
øåíèé (5), (1), (3) âëå÷åò

δ12(a, b1) = δ21(a, b1) = δ11(a, b2) = 0,

δ11(a, b1) = λ(Ω1) = λ1,

δ22(a, b1) = λ− λ1.

Îòñþäà ââèäó ñîîòíîøåíèé (2), (4) ïîëó÷àåì

δ21(a, b2) + δ22(a, b2) = λ2, δ12(a, b2) = λ− λ2.

Êðîìå òîãî, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10) èìååì λ1 = λ(Φ1) = λ(Ω1) è âåðøèíà

èç F1 \{b1} ¾â ñðåäíåì¿ èìååò k1−λ(Φ1)−1
r−1 ñîñåäåé òèïà Q1 â Q2(a) è k1−λ(Φ1)−1

r−1

ñîñåäåé òèïà Q2 â Q1(a).
Ïîñêîëüêó TH èíäóöèðóåò ãðóïïó ðàíãà 3 íà T (a), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîäãðàô

â Γ, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì T (a), èçîìîðôåí ãðàôó Φ1. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåðøèíà b1 èìååò ðîâíî k1−λ(Φ1)−1 ñîñåäåé òèïà Q1 â

(
T (a)\(Q1(a)∪{a})

)
⊂

Y2.
Êðîìå òîãî, â F \{a} ñîäåðæèòñÿ âñåãî deg Ψ âåðøèí x, èìåþùèõ â òî÷íîñòè

t ñîñåäåé òèïà Q2 èç T (a)\(Q1(a)∪{a}), è âñåãî r−1−deg Ψ âåðøèí, íåñìåæíûõ
ñ âåðøèíàìè T (a). Çíà÷èò,

t = δ12(a, b2) + |
(
T (a) \Q1(a)

)
∩Q2(b2)| = δ21(a, b2) + |

(
T (b2) \Q1(b2)

)
∩Q2(a)|.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = 1. Òîãäà Q2(a) ⊂ T (b2), |K| = 2 = |Ψ| è äëÿ
a∗ ∈ F \ {a} èìååì ñ îäíîé ñòîðîíû

µ = |Γ1(a∗)∩Γ1(b1)| = |Q1(b1)∩Y2|+|Q2(b1)∩Y1| = 2(k1−λ(Φ1)−1) = 2
k2

k1
µ(Φ1),

è ñ äðóãîé �

µ = |Γ1(a∗) ∩ Γ1(b2)| = |Q1(b2) ∩ Y1|+ |Q2(b2) ∩ Y2| = µ(Φ1) + λ(Φ2),

îòêóäà

µ = 2(k1 − λ(Φ1)− 1) = µ(Φ1) + (1 + k− 2k1 + µ(Φ1)− 2) = 2µ(Φ1) + k2 − k1 − 1,

òî åñòü 3k1 = 2(µ(Φ1) + λ(Φ1)) + k2 + 1 è λ = k − µ− 1 = µ(Φ2) + λ(Φ1).
Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

µ− µ1 = k1 − λ(Φ1)− 1, µ1 = µ(Φ1) + λ(Φ2)− k1 + λ(Φ1) + 1,

µ−µ2 =
k1

k2
(µ−µ1) =

k1

k2
(k1−λ(Φ1)−1), µ2 = µ(Φ1)+λ(Φ2)−k1

k2
(k1−λ(Φ1)−1),

à òàêæå

λ−λ1 = µ(Φ2), λ1 = λ(Φ1), λ−λ2 =
k1

k2
µ(Φ2), λ2 = µ(Φ2)+λ(Φ1)−k1

k2
µ(Φ2).

Îòñþäà ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 1

2(λ(Φ1) + λ(Φ2) + 1)− k = −1,

è ÷èñëî

γ = −2(λ(Φ2) + k1 +
k1

k2
(−k1 + λ(Φ1) + 1) + 1) + k

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû ñìåæíîñòè A(Γ) ãðàôà Γ.
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Ïîñêîëüêó Γ � íåäâóäîëüíûé ãðàô Òåéëîðà, ïî [2, Theorem 1.5.3] ïîëó÷àåì,
÷òî ∆ := Γ1(a) � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (k, λ, λ(∆), λ2 ) è, òàê

êàê k(∆) = λ > 0, òî λ(∆) = 1
2 (3λ− (k + 1)).

Ïîêàæåì, ÷òî Q1(a)∩Q1(b1) � êîêëèêà. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà íàé-
äåòñÿ äóãà (x, y) ∈ Q1 ∩ (Q1(a) ×Q1(a)). Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî âåðøèí â [x] ∩ [y] ∩
Γ1(a). Èìååì

|[x] ∩ [y] ∩Q1(a)| = δ11(x, y)− 1 = λ(Φ1)− 1,

|[x] ∩ [y] ∩Q2(a)| = δ22(x, y) = δ22(a, b1) =
k2

k1
δ12(a, b2) =

k2

k1
|Q2(b2) ∩ Y1| =

=
k2

k1
(k2 − λ(Φ2)− 1) = µ(Φ2),

ïîýòîìó

λ(∆) = λ(Φ1)− 1 + µ(Φ2) = λ− 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî k − 1 = λ è ãðàô Γ íåñâÿçåí, ïðîòèâîðå÷èå.

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé deg Ψ = 2, 3 íåâîçìîæåí.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = 2. Òîãäà Ψ � l-öèêë, l ≤ 5 è t = k2/2. Çàìåòèì,
÷òî H íå ìîæåò ôèêñèðîâàòü F ïîòî÷å÷íî, ïîñêîëüêó èíà÷å äëÿ âåðøèíû
a∗ ∈ F \ {a} H-îðáèòà íà [a∗]∩Q2(a) ñîäåðæèò âñå âåðøèíû èç Q2(a) è t = k2,
÷òî íåâîçìîæíî.

Äîïóñòèì, l = 3, òî åñòü Ψ � 3-öèêë. Òîãäà â H íàéäåòñÿ 2-ýëåìåíò, ïåðå-
ñòàâëÿþùèé ìåæäó ñîáîé T (a1) è T (a2), ãäå a1, a2 ∈ F \ {a}, è Y2 ñîäåðæèò
÷åòûðå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ðàçìåðà t:

Q2(ai) ∩ T (a) ∩ Y2, Q2(a) ∩ T (ai) ∩ Y2 (i = 1, 2).

Òàê êàê Q1(a1) ⊂ T (a1) \ Y2 è Q2(a1) ∩ T (a1) = ∅, òî t = |Q2(a1) ∩ T (a2) ∩ Y2|
è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà a1 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç îäíîãî è òîãî æå
àíòèïîäàëüíîãî êëàññà, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü l = 4. Ââèäó (20) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ ∈ {±2, 0} ãðàôà Ψ äàåò
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ · eAB + eAA = γ · k22 + k1 ∈ {k1± k2, k1} ãðàôà Γ, îòêóäà
k1 äåëèò gcd(k, k2). Ïîñêîëüêó ãðàô Γ íåäâóäîëåí, k2 6= k1. Ïîýòîìó λ 6= µ,
n = k1, m = k2 − k1 è k1 + k2 = nm, ÷òî âëå÷åò k1 = 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü l = 5. Ââèäó (20) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ ∈ {2, 1
2 (−1 ±

√
5)} ãðàôà Ψ

äàåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ ·eAB+eAA = γ · k22 +k1 ∈ {k2 +k1,
k2
4 (−1±

√
5)+k1}

ãðàôà Γ, ÷òî âëå÷åò λ = µ è
√
k = k2

4 (−1 +
√

5) + k1, ïðîòèâîðå÷èå.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = 3. Òîãäà t = k2/3, r ≤ 10 è ïîñêîëüêó ÷èñëî
âåðøèí ãðàôà íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî, òî r = 4, 8.

Ïóñòü r = 4. Òîãäà Ψ � 4-êëèêà. Ââèäó (20) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ ∈ {3,−1}
ãðàôà Ψ äàåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ · eAB + eAA ∈ {k,−k2/3 + k1} ãðàôà Γ è
k1 − k2/3 äåëèò k1 + k2. Òàê êàê k � íå÷åòíî, òî k1 − k2/3 = ± gcd(k1, k2/3) è
ïîýòîìó λ 6= µ.

Ïóñòü r = 8. Èìååòñÿ âñåãî òðè òðàíçèòèâíûõ ãðàôà ñòåïåíè 3 íà 8 âåðøèíàõ
(ýòî ãðàô êóáà, ãðàô Âàãíåðà (îáõâàòà 4, ñ ïîëíîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ
èçîìîðôíîé Dih8) è íåñâÿçíûé ãðàô îáõâàòà 3 (îáúåäèíåíèå äâóõ òåòðàýäðîâ),
ñì. ïï. H5,H6,H7 ïåðå÷íÿ èç [18, p. 1111]), íî íè îäèí èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèÿì íà ãðóïïó èëè äèàìåòð ãðàôà Ψ. Ïðîòèâîðå÷èå.
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II. Äîïóñòèì, ÷òî õîòÿ áû îäèí áëîê ñèñòåìû τ ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé. Ýòî ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáîé åå áëîê ñîñòîèò èç âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ ïîïàðíî
íà ðàññòîÿíèè 2 â Γ. Ïðè ýòîì ãðóïïà T ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò g,
äåéñòâóþùèé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà Σ (ñì., íàïðèìåð, [6, Exercise 1.7.2]).
Îòñþäà ïî [21, ëåììà 3] è [16, Lemma 3] â ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ãðàôà Γ öåëûå, ïîëó÷àåì, ÷òî n+m äåëèò k + 1.

Äàëåå, eAA = 0 äëÿ âñåõ A ∈ τ è ïî (19) ìàòðèöà Eτ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
âçâåøåííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Ψ (ñ âåñàìè t1 è t2). Ïóñòü γ

+ è γ− �
ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
Eτ , à γ

+
i è γ−i � ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ìàòðèöû tiA(Ψi), i = 1, 2. Òîãäà (ñì., íàïðèìåð, [4])

γ−1 + γ−2 ≤ γ− ≤ γ+ ≤ γ+
1 + γ+

2 ≤ t1 deg Ψ1 + t2 deg Ψ2 = k.

Ïîêàæåì, ÷òî r > 2 è deg Ψ > 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî deg Ψ = 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà r = 2. Íî åñëè r = 2, òî H = G̃F öåíòðàëèçóåò K è ôèêñèðóåò F
ïîòî÷å÷íî, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ãðàô Γ íåäâóäîëåí.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè deg Ψ < r−1, òî íàéäåòñÿ âåðøèíà a+ ∈ F \{a} òàêàÿ, ÷òî
a+ 6∈ Γ1(x) äëÿ âñåõ x ∈ T (a), îòêóäà ãðàô Γ ñîäåðæèò 2(k+ 1)-êîêëèêó T (a)∪
T (a+) è ââèäó ãðàíèöû Õîôìàíà äëÿ êîêëèê (ñì., íàïðèìåð, [2, Proposition
1.3.2]) ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(21) 1 +
k

θ
≤ r

2
,

ãäå−θ = −m� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ãðàôà Γ. Îòñþäà ïðè deg Ψ <
r − 1 ñëåäóåò, ÷òî r ≥ 6 (èíà÷å n = 1 èëè k ≤ 2, ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ).

Äàëåå, ïðè ôèêñèðîâàííîì i = 1, 2 ÷èñëî

ti12 := |Γ1(a) ∩ T (x)|
ïîñòîÿííî äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ Qi(a). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî èìåþòñÿ ðîâíî
äâå âîçìîæíîñòè:

(a) t112 = t212 = t1 + t2, G̃ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà äóãàõ ãðàôà Ψ è

deg Ψ =
k

t112

=
k1 + k2

t1 + t2
=
ki
ti

= deg Ψi;

(b) t1 = t112 6= t212 = t2, H èìååò ðîâíî äâå îðáèòû íà îêðåñòíîñòè âåðøèíû
T (a) â Ψ è

deg Ψ =
k1

t1
+
k2

t2
= deg Ψ1 + deg Ψ2.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ Qi(a) ÷èñëî ti äåëèòñÿ íà |Ta(x)| è
äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ÷èñëî Ta-îðáèò íà Qi(a) ðàâíî ni := ti

|Ta(x)| deg Ψi = ki
|Ta(x)|

è äåëèò |Out(T )|.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçWi, ãäå i = 1, 2, âñå âåðøèíû ãðàôà Ψi, íàõîäÿùèåñÿ â Ψi íà

ðàññòîÿíèè íå ìåíüøå 3 îò ã := T (a) èëè ñîäåðæàùèåñÿ â ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
ãðàôà Ψi, íå ñîäåðæàùåé ã. Òîãäà èç óñëîâèÿ d(Ψ) ≤ 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé
âåðøèíû x̃1 ∈W1 â Ψ2 èìååòñÿ 2-ïóòü îò x̃1 ê ã (î÷åâèäíî, ÷èñëî òàêèõ ïóòåé
íå ïðåâîñõîäèò deg Ψ2(deg Ψ2 − 1). Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ W2,
ïîëó÷àåì

(22) |Wi| ≤ deg Ψj(deg Ψj − 1) ({i, j} = {1, 2}).
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Äàëåå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè (a) è (b) è äîêàæåì, ÷òî
â áîëüøèíñòâå âîçíèêàþùèõ ïîäñëó÷àåâ deg Ψ ≥ 5 (è, ñòàëî áûòü, rk(GΣ) > 5).

(a): t112 = t212 = t1 + t2. Ïóñòü G̃ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà äóãàõ ãðàôà Ψ.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = r − 1 (ïî äîêàçàííîìó âûøå r > 2). Òîãäà G̃

èíäóöèðóåò àôôèííóþ 2-òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê G̃Ψ íà ìíîæåñòâå

âåðøèí r-êëèêè Ψ è Soc(G̃Ψ) ' K. Ââèäó (20) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ ∈ {r −
1,−1} ãðàôà Ψ äàåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ · eAB = γ(t1 + t2) ∈ {k,−(t1 +
t2)} ãðàôà Γ. Åñëè λ 6= µ, òî m = t1 + t2 = µ, n = r − 1 è k ÷åòíî, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åíèþ (r − 1)µ ≤ k − 1 èç ï. (i) ïðåäëîæåíèÿ 1. Çíà÷èò,

λ = µ = r−2 è
√
k = t1+t2 = r−1. Ïîñêîëüêó ïî ï. (viii) ïðåäëîæåíèÿ 1 êàæäûé

ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà r äåëèò è ÷èñëî k+ 1 = rµ+ 2, òî r � ñòåïåíü 2 è K

� ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Òàê êàê ãðóïïà U := H/G̃F âêëàäûâàåòñÿ
èçîìîðôíî â ãðóïïó Out(T ) è ïîñëåäíÿÿ ðàçðåøèìà, òî è U ðàçðåøèìà. Ïðè

ýòîì r − 1 äåëèò ÷èñëî |H : G̃F |, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü, äåëèò |Out(T )|.
Åñëè r = 4, òî k = 9, µ = λ = 2. Íî ïî çàìå÷àíèþ â íà÷àëå ÷àñòè II

äîêàçàòåëüñòâà ÷èñëî k + 1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà 2
√
k, ïðîòèâîðå÷èå.

2. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ < r− 1. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå èìååì r ≥ 6.
Ïîýòîìó deg Ψ = deg Ψi ≥ 3 è rk(GΣ) ≥ 4. Ââèäó (20) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ
ãðàôà Ψ äàåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ · eAB = γ(t1 + t2) ãðàôà Γ.

2.1. Äîïóñòèì, ÷òî deg Ψ = 3. Òîãäà r = 8 è ïî [18] ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå òåì
æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ÷àñòè I.

2.2. Äîïóñòèì, ÷òî deg Ψ = 4. Òîãäà r = 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17 è òàê êàê K �
ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî ïî [9, Theorem 1.2] èìååì ëèáî r = 8, Ψ '
K4,4 ' C(2; 4; 1) (ñì. ï.H8 èç [18, p.1111]) è γ ∈ {±4, 0}, ëèáî r = 16, Ψ ' H4,2 '
C(2; 4; 2) (4-êóá) è γ ∈ {±4,±2, 0}, ëèáî r = 9, Ψ ' G(32) è γ ∈ {−2, 1, 4} (ñì. ï.
I4 èç [18, p.1112]), ëèáî r = 13, 17 è Ψ ' C(r;±1;±ε) � r-öèðêóëÿíò, ãäå ε2 ≡ −1
(mod r) (ïðè r = 13 ãðàô èìååò òðè ðàçëè÷íûõ íåöåëûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ
(ñì. ï. M3 èç [18, p.1112]), ïðè r = 17 ãðàô èìååò äèàìåòð 3). Ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî d(Ψ) ≤ 2 è â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
{γ · (t1 + t2)} íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ Γ.

(b): t1 = t112 6= t212 = t2. Â ýòîì ñëó÷àå deg Ψ ≥ 2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî

i = 1, 2 îáõâàò ãðàôà Ψi áîëüøå òðåõ (òî åñòü λ(Ψi) = 0), òî

δ11(a, b1) = δ22(a, b2) = 0

è ââèäó ñîîòíîøåíèé (1), (2), (3) è (4) ïîëó÷àåì

δ12(a, bi) = λi (i = 1, 2), δ22(a, b1) = λ− 2λ1, δ11(a, b2) = λ− 2λ2,

÷òî ïî (5) è (6) âëå÷åò

(23) (λ− 2λ1)k1 = λ2k2, λ1k1 = (λ− 2λ2)k2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ(Ψi) = 0 (i = 1, 2), òî èìååì ëèáî λi > 0 è

(24) (λ− 2λ2)(λ− 2λ1) = λ1λ2,

ëèáî λi = λ = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå deg Ψ = r − 1 ãðóïïà H èìååò ðîâíî äâå îðáèòû íà
F \ {a} è òîãäà Ψ1 è Ψ2 � äâà âçàèìîäîïîëíèòåëüíûõ ãðàôà ðàíãà 3 íà r
âåðøèíàõ.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = 2. Òîãäà Ψ � r-öèêë è ti = ki (i = 1, 2) è òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå r ≤ 5, òî deg Ψ = r − 1, òî åñòü Ψ � 3-öèêë. Íî òîãäà H
ôèêñèðóåò F = {a, a1, a2} ïîòî÷å÷íî è äëÿ âåðøèí a1 è a2 èìååì Qi(ai) ⊂ T (a)
è Q2(a1) ⊂ T (a2), ÷òî âëå÷åò T (a1) = T (a), ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = 3. Òîãäà r ≤ 10 ÷åòíî, òî åñòü r = 4, 8. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî t1 = k1 è t2 = k2/2.

Ïóñòü r = 4. Òîãäà Ψ � 4-êëèêà, Ψ1 � îáúåäèíåíèå äâóõ èçîëèðîâàííûõ
ðåáåð è Ψ2 � 4-öèêë. Ïîýòîìó

δ11(a, b1) = δ11(a, b2) = δ12(a, b1) = 0, δ22(a, b2) = 0

è ââèäó ñîîòíîøåíèé (1), (2), (3) è (4) ïîëó÷àåì

λ1 = 0, δ12(a, b2) = λ− λ2 = λ2, δ22(a, b1) = λ,

Òî åñòü λ2 = 1
2λ è ïî (7) λk1 = λ2k2. Äîïóñòèì, λ > 0. Òîãäà t2 = k1

λ
2λ2

= k1

è Eτ = k1A(Ψ), ñëåäîâàòåëüíî −k1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ
è k1 äåëèò gcd(k, k2), ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, λ = 0, k − 1 = 3µ è ïî ï. (vi)
ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì 2 ≥ √µ. Òàê êàê k + 1 ÷åòíî, òî µ ÷åòíî (ñì. ïî ï.
(v) ïðåäëîæåíèÿ 1), òî åñòü µ = 2, 4 è k = 7, 13. Íî òîãäà {n,m} = {1, k},
ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé r = 8 èñêëþ÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè [18] òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ÷àñòè I.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg Ψ = 4. Òîãäà 5 ≤ r ≤ 17 è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî
ti = ki/2, i = 1, 2, ëèáî t1 = k1 è t2 = k2/3.

3.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé deg Ψ1 = deg Ψ2 = 2. Òîãäà Ψi � îáúåäèíåíèå si èçîëè-
ðîâàííûõ li-öèêëîâ, si ≥ 1 è li äåëèò r. Ââèäó ãðàíèöû (22) ïîëó÷àåì |Wi| ≤ 2
è d(Ψi) ≤ 3 (i = 1, 2), è ïîýòîìó r = 5, 7.

Ïóñòü r = 5 è Ψ � ýòî 5-êëèêà. Äîïóñòèì, λ > 0. Òîãäà ïî (23) èìååì

k2 = (λ−2λ1)
λ2

k1 = xk1 è

Eτ =
1

2
·


0 k1 k1 k2 k2

k1 0 k2 k2 k1

k1 k2 0 k1 k2

k2 k2 k1 0 k1

k2 k1 k2 k1 0

 =
k1

2
·


0 1 1 x x
1 0 x x 1
1 x 0 1 x
x x 1 0 1
x 1 x 1 0

 .
Ñëåäîâàòåëüíî, (1+x)(−1±

√
5)k1

4 = k(−1±
√

5)
4 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ãðàôà Γ. Íî òîãäà λ = µ è ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû±
√
k, ÷òî, î÷åâèäíî,

íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, λ = 0, k+1 = (r−1)µ+2 è ïî ï. (vi) ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì 3 ≥ √µ.

Íî ââèäó ï. (viii) ïðåäëîæåíèÿ 1 ÷èñëî 5 äåëèò k+ 1, ïîýòîìó è (µ, k) = (2, 9),
(7, 29). Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó µ äîëæíî áûòü ÷åòíî, ñì. ï. (v)
ïðåäëîæåíèÿ 1. Òîãäà k = 9 è n = m = 3, íî λ− µ = n−m, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü r = 7. Ïî [18] â ýòîì ñëó÷àå Ψ � ýòî ãðàô îáõâàòà 3 íà ñåìè âåðøèíàõ
(7-öèðêóëÿíò, ñì. ï.G3 ïåðå÷íÿ èç [18, p. 1111]) è ââèäó (21) k ≤ 5

2θ. Åñëè λ = µ,
òî r ≤ k ≤ 6, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè λ 6= µ, òî ïî ï. (iv) ïðåäëîæåíèÿ 1 èìååì
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θ = m ≤ n2, ÷òî âëå÷åò n ≤ 2 è m ≤ 4, òî åñòü k = 8, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
r äåëèò k + 1 â ñèëó ï. (viii) ïðåäëîæåíèÿ 1.

3.2. Òåïåðü ïóñòü deg Ψ2 = 3. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåðøèí ãðàôà íå÷åòíîé ñòåïåíè
÷åòíî, òî â ýòîì ñëó÷àå r = 8, 16 è d(Ψ) = 2.

Ïóñòü r = 8. Â ýòîì ñëó÷àå èç íåðàâåíñòâà (21) ñëåäóåò, ÷òî k ≤ 3θ. Åñëè
λ = µ, òî r ≤ k ≤ 9. Åñëè λ 6= µ, òî óñëîâèå äåëèìîñòè ÷èñëà k + 1 íà m + n
(ñì. çàìå÷àíèå â íà÷àëå ÷àñòè II äîêàçàòåëüñòâà) äàåò (n,m) = (3, 5) è k = 15.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî òîãäà rk(Soc(G̃Σ)) = rk(G̃Σ) [19].
Ïóñòü r = 16. Â ýòîì ñëó÷àå èç íåðàâåíñòâà (21) ñëåäóåò, ÷òî k ≤ 7θ ≤ 73,

îòêóäà ïî [19] rk(GΣ) = 5, k = 35, k1 = t1 = 14 è k2 = 21 = 3t2. Òîãäà λ 6= µ,
(n,m) = (7, 5), λ = 4 è µ = 2.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Γ = Γ(G̃,G,K) � ìèíèìàëüíîå (k + 1, r, µ)-íàêðûòèå òèïà

(T1) c rk(G̃Σ) = 3 è k+ 1 ≤ 2500. Ïî [19] è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîâåðêè
â GAP [7] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òîãäà rk(GΣ) = 3, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ:

(a) k + 1 = 36, k1 = 14, k2 = 21, GΣ ' L2(8), rk(GΣ) = 5 è G̃Σ ' PΓL2(8),

(b) k + 1 = 36, k1 = 14, k2 = 21, GΣ ' U3(3), rk(GΣ) = 4 è G̃Σ ' PΓU3(3),

(c) k + 1 = 2016, k1 = 567, k2 = 1512, GΣ ' Sp4(8), rk(GΣ) = 5 è G̃Σ '
Sp4(8).Z3.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâà. Ïåðåáîð îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ãðóïïû L2(8) â åå
òðàíçèòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè íà 72 òî÷êàõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô Γ ñóùåñòâóåò

è èìååò ïàðàìåòðû r = 2 è µ ∈ {16, 18}. Ïðè ýòîì G̃ = PΓL2(8)×K, G′ ' L2(8)
òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ è ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû â G èçîìîðôåí Z7.

Ïåðåáîð îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ãðóïïû PΓU3(3) â åå òðàíçèòèâíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè íà 72 òî÷êàõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô Γ ñóùåñòâóåò è èìååò òîò æå

íàáîð ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì G̃ = PΓU3(3) × K, G′ ' U3(3) èìååò äâå îðáè-
òû íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ è ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû â G èçîìîðôåí L2(7). Ïðè
µ = 18 ãðàô Γ èìååò ïàðàìåòðû λ1 = 4, λ2 = 8, äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð ñ ïàðàìåòðàìè µ1 = 9, µ2 = 12. Êðîìå òîãî, Γ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ = −7.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì µ ïîëó÷àþùèåñÿ ãðàôû èçîìîðôíû äðóã äðóãó è ÿâ-
ëÿþòñÿ äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûìè ñ Aut(Γ) ' Z2 × Sp6(2).

Ïóñòü òåïåðü k+1 = 2016. Ïåðåáîð îðáèòàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ãðóïïû Sp4(8).Z3

â åå òðàíçèòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè íà 4032 òî÷êàõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô Γ ñóùå-

ñòâóåò è èìååò ïàðàìåòðû r = 2 è µ ∈ {1024, 990}. Ïðè ýòîì G̃ = (Sp4(8).Z3)×
K, G′ ' Sp4(8) òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ è ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû
â G èçîìîðôåí L2(64). Ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Γ) ' Z2 × Sp12(2)
ãðàôà Γ äåéñòâóåò äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíî.

Â êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðèìåíÿëñÿ ïàêåò GRAPE [20]. Êîíñòðóêöèè

óêàçàííûõ ïðèìåðîâ ãðàôîâ Γ(G̃,G,K) ìîæíî íàéòè â [2, p. 228].

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ � ìèíèìàëüíîå (k+1, r, µ)-íàêðûòèå

òèïà (T1), Γ = Γ(G̃,G,K), Σ � ìíîæåñòâî åãî àíòèïîäàëüíûõ êëàññîâ è H

� ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû a â G̃. Ïðåäïîëîæèì ê òîìó æå, ÷òî G̃ = G è G
� êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà. Òîãäà ÷èñëî r � ïðîñòîå è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.
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1. Åñëè r > 3, òî ëèáî GΣ ' PSUd(q) è r äåëèò gcd(d, q + 1), ëèáî GΣ '
PSLd(q) è r äåëèò gcd(d, q − 1).

2. Åñëè r = 3 è rk(GΣ) = 3, òî γ = 3(µ−µ1−µ2)− 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ, ãäå (µ1, µ2) � ïàðàìåòðû H-ðàâíîìåðíîãî ðàç-
áèåíèÿ ìíîæåñòâà ðåáåð.

3. Åñëè r = 2 è rk(GΣ) = 3, òî γ = 2(µ−µ1−µ2)− 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ è Γ1(a) � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåò-
ðàìè (k, λ, 1

2 (3λ−(k+1)), λ2 ), ãäå (µ1, µ2) � ïàðàìåòðû H-ðàâíîìåðíîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ èìååì K ≤ Z(G) è |K| = r. Òîãäà Ga E G{F} è
ïîýòîìó G{F} = K ×Ga. Îòñþäà Ga ôèêñèðóåò F ïîòî÷å÷íî, òî åñòü Ga = GF
è ïîýòîìó r · rk(GΣ) = rk(G).

Òàê êàê G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà è K = Z(G), òî K ' M(GΣ)/M(G) (ñì. [1,

33.8]). Ââèäó òîãî, ÷òî Γ = Γ(G̃,G,K) � ìèíèìàëüíîå (k + 1, r, µ)-íàêðûòèå è

G = G̃ äåéñòâóåò ïðèìèòèâíî íà Σ, ïîëó÷àåì, ÷òî r � ïðîñòîå ÷èñëî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà r, òî äëÿ ïîäãðóïïû K1 èç K èíäåêñà
p ãðàô ΓK1 ÿâëÿåòñÿ G/K1-âåðøèííî-òðàíçèòèâíûì (k+1, p, rµ/p)-íàêðûòèåì.
Ïîñêîëüêó äåéñòâèå ãðóïïû G/K1 íà àíòèïîäàëüíûõ êëàññàõ ãðàôà ΓK1 ïðè-
ìèòèâíî è ÿäðî ýòîãî äåéñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ K/K1, òî ïî âûáîðó Γ çàêëþ÷àåì
K1 = 1.

Êàê èçâåñòíî, ìóëüòèïëèêàòîð Øóðà êîíå÷íîé íåàáåëåâîé ïðîñòîé ãðóï-
ïû X ëèáî òðèâèàëåí, ëèáî åãî ïîðÿäîê äåëèòñÿ òîëüêî íà 2 èëè íà 3, ëèáî
{2, 3}′-÷àñòü îò åãî ïîðÿäêà äåëèò ÷èñëî gcd(d, q − 1) ïðè X ' PSLd(q) èëè
÷èñëî gcd(d, q + 1) ïðè X ' PSUd(q) (ñì., íàïðèìåð, [13]). Ïðèìåíèâ ï. (viii)
ïðåäëîæåíèÿ 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå 1.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ 2 è 3. Ïóñòü rk(GΣ) = 3. Ïîëîæèì Ω = V(Γ), Q =
Orb2(G) è âûáåðåì Q1, Q2 ∈ Q òàêèå, ÷òî A(Γ) = Q1 ∪Q2, òî åñòü Γ = Γ(Q1 ∪
Q2)∗. Ïóñòü (a, bi) ∈ Qi è |Qi(a)| = ki, ãäå i = 1, 2. Ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 1
ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ äîïóñêàåò H-ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(µ1, µ2), ãäå µi = |Γ1(bi) ∩Qi(x)| äëÿ x ∈ F \ {a}, i = 1, 2, è ÷èñëî

γ = −(λ− λ1 − λ2) + (µ− µ1 − µ2) = r(µ− µ1 − µ2)− 1

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ.
Ïóñòü r = 2. Òîãäà k = 2µ + λ + 1, Γ � íåäâóäîëüíûé ãðàô Òåéëîðà, λ > 0

è ïî [2, Theorem 1.5.3] ∆ := Γ1(a) � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè
(k, λ, λ(∆), λ2 ), ãäå λ(∆) = 1

2 (3λ− (k + 1)).
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

6. Ñïîðàäè÷åñêèé ñëó÷àé

Çäåñü ìû îïèøåì àáåëåâû ìèíèìàëüíûå (k+1, r, µ)-íàêðûòèÿ Γ = Γ(G̃,G,K)

òàêèå, ÷òî rk(G̃Σ) = 3 è GΣ ÿâëÿåòñÿ ñïîðàäè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé. Îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ = Γ(G̃,G,K) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìèíè-

ìàëüíûì (k + 1, r, µ)-íàêðûòèåì è Soc(G̃Σ) � ñïîðàäè÷åñêàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà.
Òîãäà K ≤ Z(G) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
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(S1) G′ äåéñòâóåò èíòðàíçèòèâíî íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ, G̃ = G, G′ 'M22,
k = 175, r = 2, Γ � äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûé ãðàô Òåéëîðà ñ µ ∈
{72, 102} è Aut(Γ) = HiS ×K;

(S2) G � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà, r = 2 è ëèáî G = Z2.M22, k = 175 è {λ, µ} =
{72, 102}, ëèáî G = Z2.F i22, k = 3509 è {λ, µ} = {1600, 1908}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r = pl, ãäå p � ïðîñòîå. Íàïîìíèì, ÷òî ïî ï. (viii)

ïðåäëîæåíèÿ 1 ÷èñëî p äåëèò k + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = GΣ(= Soc(G̃Σ)) �
ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà è K � àáåëåâà ãðóïïà. Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìûå âîç-
ìîæíîñòè äëÿ T îïèñûâàþòñÿ òàáëèöåé 1, â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìàÿ
äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé èíôîðìàöèÿ î ãðóïïå T (ýòè ñâåäåíèÿ ìîæíî
ïî÷åðïíóòü â [15, òàáëèöà 4], [3, Ch. 11], [5], [13]).

Òàáëèöà 1

# k + 1 k1, k2 T T{F} M(T ) Out(T ) dmin(T )
1 55 18, 36 M11 M9.2 1 1 11
2 66 20, 45 M12 M10.2 (2 êë.) Z2 Z2 12
3 77 16, 60 M22 24.A6 Z12 Z2 22
4 100 22, 77 HiS M22 Z2 Z2 k + 1
5 100 36, 63 HJ U3(3) Z2 Z2 k + 1
6 176 70, 105 M22 A7 Z12 Z2 22
7 253 42, 210 M23 M21.2 1 1 23
8 253 112, 140 M23 24.A7 1 1 23
9 275 112, 162 McL U4(3) Z3 Z2 k + 1
10 276 44, 231 M24 M22.2 1 1 24
11 1288 495, 792 M24 M12.2 1 1 24
12 1782 416, 1365 Suz G2(4) Z6 Z2 k + 1
13 2300 891, 1408 Co2 U6(2).2 1 1 k + 1
14 3510 693, 2816 Fi22 2.U6(2) Z6 Z2 k + 1
15 4060 1755, 2304 Ru 2F 4(2) Z2 1 k + 1
16 14080 3159, 10920 Fi22 Ω7(3) (2 êë.) Z6 Z2 3510
17 31671 3510, 28160 Fi23 2.F i22 1 1 k + 1
18 137632 28431, 109200 Fi23 PΩ+

8 (3).S3 1 1 k + 1
19 306936 31671, 275264 Fi′24 Fi23 Z3 Z2 k + 1

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî K ≤ Z(G). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïî ïðåäëî-
æåíèþ 2 èìååì dmin(T ) < k+ 1, òî åñòü ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç ñëó÷àåâ # 1, 2, 3,
6, 7, 8, 10, 11, 16. Íî â ëþáîì èç íèõ îãðàíè÷åíèå T ≤ Aut(K) ' GLl(p) âëå÷åò
r = pl ≥ k + 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàê êàê rk(T ) = 3, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2 çàêëþ÷àåì K ≤ Z(G) è ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî r = p. Ïîëîæèì N = G′. Ïóñòü L � ñòàáèëèçàòîð àíòèïîäàëüíîãî
êëàññà F â N è a ∈ F .
Ñëó÷àé N ' T . Äîïóñòèì, ÷òî N èíòðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Â ýòîì
ñëó÷àå r = 2 è Γ � ãðàô èç ï. 2(i) ïðåäëîæåíèÿ 3, òî åñòü Γ � íåäâóäîëüíûé
ãðàô Òåéëîðà, è 2(λ(Φ1) + λ(Φ2) + 1) = k − 1 (Φ1 è Φ2 îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå,
êàê è â ðàçäåëå 4).

Ââèäó ï. (viii) ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî k+ 1 ÷åòíî. Ýòèì ñðàçó
èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè # 1, 3, 7, 8, 17.
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Ïîëíûé ïåðåáîð îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ñ ó÷åòîì êëàññèôèêàöèè ãðàôîâ Φ1,Φ2

(ñì. íàïðèìåð, [3, Table 11.7]) ïîêàçûâàåò, ÷òî òîæäåñòâî 2(λ(Φ1)+λ(Φ2)+1) =
k − 1 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå #6. Îòñþäà k + 1 = 176, ãðàô Φ1 èìååò
ïàðàìåòðû (176, 70, 18, 34) è ãðàô Φ2 èìååò ïàðàìåòðû (176, 105, 68, 54). Çíà÷èò,

{λ, µ} = {72, 102}. Â ýòîì ñëó÷àå G̃ = G, N 'M22 ≤ HiS è Γ � äèñòàíöèîííî-
òðàíçèòèâíûé ãðàô ñ Aut(Γ) = K×HiS (ïîñëåäíèé ôàêò ïðîâåðåí ñ ïîìîùüþ
âû÷èñëåíèé â GRAPE [20]).

Òåïåðü ïóñòü N òðàíçèòèâíà íà âåðøèíàõ ãðàôà Γ. Òîãäà L ñîäåðæèò íîð-
ìàëüíóþ ïîäãðóïïó La èíäåêñà r, r = 2 è ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç ñëó÷àåâ # 2,
10, 11, 13, 18. Ïðè ýòîì λ > 0 è Γ1(a) � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåò-
ðàìè (k, λ, 1

2 (3λ− (k + 1)), λ2 ). Ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 1 èìååì k1 − 1 = λ1 + µ1,
k2−1 = λ2 +µ2 è ÷èñëî γ = 2(µ−(µ1 +µ2))−1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ãðàôà Γ. Îòñþäà k = (2(µ− (µ1 + µ2))− 1)z äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî z.

Ïóñòü k+ 1 = 276. Òîãäà G̃ = G è ãðàô Φ1 èìååò ïàðàìåòðû (276, 44, 22, 4) è
ãðàô Φ2 èìååò ïàðàìåòðû (276, 231, 190, 210). Äîïóñòèì, λ = µ = 137. Ïîñêîëü-

êó γ = 2(µ−(µ1 +µ2))−1 = 274−2(µ1 +µ2)−1 6= ±
√

275, ïîëó÷àåì µ = µ1 +µ2.
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî 44(µ−µ1) = 44µ2 = 231(µ−µ2), òî åñòü
275µ2 = 231µ, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, λ 6= µ. Òàê êàê ïî ï. (vii) ïðåäëîæåíèÿ 1
÷èñëî n+m äåëèò (k + 1) gcd(n,m) = 276 gcd(n,m), òî {n,m} = {55, 5} è, ó÷è-
òûâàÿ ï. (iii) ïðåäëîæåíèÿ 1, ïîëó÷àåì λ−µ = ±50, òî åñòü ±50 ·274 = λ2−µ2.
Çíà÷èò, {λ, µ} = {112, 162}. Íî, êàê ïîêàçûâàþò êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ â
GAP, â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè íà 552 òî÷êàõ ïîäñòàíîâî÷íûé ðàíã ãðóïïûM24

ðàâåí 7, ïðè÷åì äëèíû ïîäîðáèò ðàâíû 12, 224, 4621, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü k+1 = 2300. Òîãäà G̃ = G è ãðàô Φ1 èìååò ïàðàìåòðû (2300, 891, 378,
324) è ãðàô Φ2 èìååò ïàðàìåòðû (2300, 1408, 840, 896). Êàê è âûøå, λ 6= µ è
ââèäó ïï. (vii), (iii) ïðåäëîæåíèÿ 1 ÷èñëî n + m äåëèò (k + 1) gcd(n,m) =
2300 gcd(n,m), ÷òî âëå÷åò {n,m} = {11, 209} è {λ, µ} = {1050, 1248}. Íî, êàê
ïîêàçûâàþò êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ â GAP, â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè íà
4600 òî÷êàõ ïîäñòàíîâî÷íûé ðàíã ãðóïïû Co2 ðàâåí 5, ïðè÷åì äëèíû ïîäîðáèò
ðàâíû 12, 8912, 28161, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü k + 1 = 66, 1288, 137632. Äîïóñòèì, λ = µ = (k − 1)/2. Ïîñêîëüêó

γ = 2(µ− (µ1 + µ2))− 1 = k − 1− 2(µ1 + µ2)− 1 6= ±
√
k, ïîëó÷àåì µ = µ1 + µ2.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî k1(µ− µ1) = k1µ2 = k2(µ− µ2), òî åñòü
kµ2 = k2µ, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, λ 6= µ. Íî òîãäà ïî ï. (vii) ïðåäëîæåíèÿ 1
÷èñëî n+m äåëèò (k + 1) gcd(n,m), ïðîòèâîðå÷èå âî âñåõ ïîäñëó÷àÿõ.

Ñëó÷àé Z(N) = K. Ïóñòü r = 3. Òîãäà k − 1 = λ + 2µ è òàê êàê k + 1 äîëæíî

äåëèòüñÿ íà 3 â ñèëó ï. (viii) ïðåäëîæåíèÿ 1, òî äîïóñòèìû òîëüêî ñëó÷àè #
12, 14, 19. Ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 1 èìååì k1 − 1 = λ1 + 2µ1, k2 − 1 = λ2 + 2µ2

è ÷èñëî γ = 3(µ − (µ1 + µ2)) − 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ.
Îòñþäà k = (3(µ− (µ1 + µ2))− 1)z äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî z.

Òàê êàê gcd(k − 1, k + 1) íå äåëèòñÿ íà 3, òî λ 6= µ. Íî òîãäà ââèäó ïï. (iv),
(vii) ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì m ≤ n2 è n + m äåëèò (k + 1) gcd(n,m), ÷òî
âëå÷åò ïðîòèâîðå÷èå âî âñåõ ïîäñëó÷àÿõ.

Ïóñòü r = 2. Òîãäà k − 1 = λ+ µ è òàê êàê ïî ï. (viii) ïðåäëîæåíèÿ 1 ÷èñëî
k + 1 äîëæíî áûòü ÷åòíî, òî äîïóñòèìû òîëüêî ñëó÷àè # 2, 4�6, 12, 14�16.
Ïî ëåììå 1 è òåîðåìå 1 èìååì k1 − 1 = λ1 + µ1, k2 − 1 = λ2 + µ2 è ÷èñëî
γ = 2(µ − (µ1 + µ2)) − 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Γ. Îòñþäà
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k = (2(µ− (µ1 + µ2))− 1)z äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî z. Ïðè ýòîì λ > 0 è Γ1(a) �
ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (k, λ, 1

2 (3λ− (k + 1)), λ2 ).
Äîïóñòèì, λ = µ = (k − 1)/2. Ïîñêîëüêó γ = 2(µ − (µ1 + µ2)) − 1 = k −

1 − 2(µ1 + µ2) − 1 6= ±
√
k, ïîëó÷àåì µ = µ1 + µ2. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (17)

ñëåäóåò, ÷òî k1(µ − µ1) = k1µ2 = k2(µ − µ2), òî åñòü kµ2 = k2µ = (k − 1)µ/2,
ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, λ 6= µ. Íî òîãäà èç ï. (vii) ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî n + m äå-
ëèò (k + 1) gcd(n,m). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ
âîçìîæíîñòåé: ëèáî k = 99, (n,m, µ) = (9, 11, 50), (11, 9, 48), ëèáî k = 175,
(n,m, µ) = (5, 35, 102), (35, 5, 72), ëèáî k = 3509, (n,m, µ) = (11, 319, 1908),
(319, 11, 1600), ëèáî k = 4059, (n,m, µ) = (41, 99, 2058), (99, 41, 2000), ëèáî k =
14079, (n,m, µ) = (19, 741, 7400), (57, 247, 7134), (247, 57, 6944), (741, 19, 6678).
Ñîïîñòàâèâ ðàâåíñòâî

µ1 = −µ2 + µ− 1 + γ

2
è ñîîòíîøåíèå (17), ïîëó÷àåì

kµ2 = k2µ− k1
1 + γ

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 ≤ µ1 ≤ k1, ýòèì èñêëþ÷àþòñÿ âñå ñëó÷àè, êðîìå ñëó÷àåâ # 4�
6,14, â êîòîðûõ ëèáî k = 99, k1 = 22 è (γ, µ1, µ2) = (−11, 15, 40), (11, 6, 36), ëèáî
k = 99, k1 = 36 è (γ, µ1, µ2) = (−9, 20, 32), (9, 15, 30), ëèáî k = 175 è (γ, µ1, µ2) =
(−35, 51, 68), (5, 39, 60), (−5, 30, 44), (35, 18, 36), ëèáî k = 3509 è (γ, µ1, µ2) =
(11, 372, 1530), (−11, 320, 1285). Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ â GAP, åñëè G =
Z2.HiS, òî G íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï èíäåêñà 200, à åñëè G = Z2.HJ , òî rk(G) =
5. Ïîýòîìó k 6= 99.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 1. Ãðàô Òåéëîðà èç ï. (S1) çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò,
èçâåñòåí è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ k, r è µ ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) äèñòàíöèîííî-òðàíçèòèâíûì
(k + 1, r, µ)-íàêðûòèåì (ñì., íàïðèìåð, [12]). Ñóùåñòâîâàíèå ãðàôîâ Òåéëîðà
èç ï. (S2) çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 2, ðàâíî êàê è íàêðûòèé, îïèñûâàåìûõ íèæå â
ñëåäñòâèè 1, íåèçâåñòíî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì (k+1, r, µ)-íàêðûòèåì
ñî ñâîéñòâîì (∗) è T := Soc(Aut(Γ)Σ) � ñïîðàäè÷åñêàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ðàí-
ãà 3. Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ (r/2)-íàêðûòèåì ãðàôà Òåéëîðà èç ï. (S2) çàêëþ÷åíèÿ
òåîðåìû 2 è ëèáî T 'M22, k = 175 è rµ/2 ∈ {72, 102}, ëèáî T ' Fi22, k = 3509
è rµ/2 ∈ {1600, 1908}.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííûå â ýòîé ñòàòüå ìåòîäû
èññëåäîâàíèÿ àáåëåâûõ (k + 1, r, µ)-íàêðûòèé ñî ñâîéñòâîì (∗) äëÿ ðàññìîòðå-

íèÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ äëÿ Soc(G̃Σ) ïðè óñëîâèè rk(G̃Σ) = 3, îïèðàÿñü íà
êëàññèôèêàöèþ ïðèìèòèâíûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàíãà.
Ýòî áóäåò ïðåäìåòîì îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèé àâòîðà.
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