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Abstract. Generic-case approach to algorithmic problems was suggested
by Miasnikov, Kapovich, Schupp and Shpilrain in 2003. This approach
studies behavior of an algorithm on typical (almost all) inputs and ignores
the rest of inputs. In this paper we present a polynomial algorithm for
the word problem in some �nitely de�ned semigroups. This algorithm
works for semigroups with one de�ning relation. Its justi�cation relies on
the theory of �nite periodic Markov chains.
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1. Ââåäåíèå

Ãåíåðè÷åñêèé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â 2003 ãîäó È. Êàïîâè÷åì, À. Ã. Ìÿñ-
íèêîâûì, Â. Øïèëüðàéíîì è Ï. Øóïïîì â ðàáîòå [7]. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõî-
äà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ íà ìíîæåñòâàõ âõîäîâ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 1 (ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ãåíåðè÷åñêèìè), è èã-
íîðèðóåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìà íà îñòàëüíûõ âõîäàõ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì
ìîæåò ðàáîòàòü ìåäëåííî èëè âîîáùå íå îñòàíàâëèâàòüñÿ. Èññëåäîâàíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ íà÷àëîñü â 1970-80-õ ãîäàõ,
ïîñëå òîãî êàê áûë âûäåëåí îãðîìíûé ïëàñò òðóäíîðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè-
÷åñêèõ ïðîáëåì � NP-ïîëíûõ ïðîáëåì, äëÿ êîòîðûõ íå óäàëîñü íàéòè ýôôåê-
òèâíûõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ âñåõ âõîäîâ.
Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè íåìíîãî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè � ðàññìàò-
ðèâàòü íå âñå âõîäû, à ¾ïî÷òè âñå¿ èëè ñëó÷àéíûå âõîäû, òî èíîãäà ìîæíî

Rybalov, A.N., On the generic complexity of the word problem in some finitely

defined semigroups.
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áûñòðî ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ òàêèõ òèïè÷íûõ âõîäîâ. Ýòîò ïîäõîä èìååò ïðàêòè-
÷åñêèé ñìûñë, êîãäà àëãîðèòì äîëæåí ðåøàòü áûñòðî çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àéíûõ
âõîäíûõ äàííûõ: åñëè âåðîÿòíîñòü ¾íàòêíóòüñÿ¿ íà ¾ïëîõîé¿ âõîä ïðåíåáðå-
æèìî ìàëà, òî àëãîðèòì áóäåò áûñòðî ðàáîòàòü ïðàêòè÷åñêè âñåãäà. ßðêèì
ïðèìåðîì òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä: ýòîò àëãîðèòì èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
ðåøàåò çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäíûõ äàííûõ.

Âàæíåéøåé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìîé â àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàâåí-
ñòâà äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: ãðóïï, ïîëóãðóïï, êîëåö, àëãåáð
è ò.ä. Îäíèì èç âûäàþùèõñÿ äîñòèæåíèé àëãåáðû 20 âåêà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï À. À. Ìàðêîâûì [10], Ý. Ïîñòîì [16]
è ãðóïï Ï. Ñ. Íîâèêîâûì [15] ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà. Ïîçä-
íåå ïðîñòûå ïðèìåðû ïîëóãðóïï ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà áûëè
íàéäåíû Ã. Ñ. Öåéòèíûì [18], Ã. Ñ. Ìàêàíèíûì [9] è Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷åì [11].
È. Êàïîâè÷, À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Â. Øïèëüðàéí è Ï. Øóïï [7] ïðåäëîæèëè ãåíåðè-
÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â íåêîòîðûõ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ
ãðóïïàõ, â òîì ÷èñëå â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðà-
âåíñòâà. Òàêæå ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â êîíå÷íî
ïîðîæäåííûõ ãðóïïàõ ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, òîãäà êàê êëàñ-
ñè÷åñêèé àëãîðèòì Ìàãíóñà, ðåøàþùèé ïðîáëåìó ðàâåíñòâà â òàêèõ ãðóïïàõ
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ãåíåðè÷íîñòè ýòîãî àëãîðèò-
ìà áûëè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû Â. Âîññà [19], Ë. Áàðòîëüäè [2], Ð. Ãðè-
ãîð÷óêà [3] î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ïî ãðàôàì Êýëëè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
ãðóïï. Â äàëüíåéøåì Ä. Âîí [20] ïðåäëîæèë ïðîñòîé ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì
äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïïàõ, â òîì ÷èñëå è
äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà: ïîëóãðóï-
ïà Öåéòèíà, ïîëóãðóïïà Ìàêàíèíà. Îäíàêî îí íå ðàáîòàåò äëÿ ïîëóãðóïï ñ
îäíèì ñîîòíîøåíèåì. Ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà äëÿ òàêèõ ïîëóãðóïï ìíîãî çàíè-
ìàëèñü Ñ. È. Àäÿí è åãî ó÷åíèêè [1]. Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì äî ñèõ ïîð îòêðûò.
Â [17] áûë ïîëó÷åí ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â íåêî-
òîðîì êëàññå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï, âêëþ÷àþùèì ïîëóãðóïïû ñ
îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðî-
áëåìû ðàâåíñòâà, ðàáîòàþùèé â áîëåå øèðîêîì êëàññå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ
ïîëóãðóïï, ÷åì àëãîðèòì èç ðàáîòû [17]. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ãåíåðè÷íîñòè ýòîãî
àëãîðèòìà áóäóò èñïîëüçîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå êîíå÷íûå öåïè Ìàðêîâà.

2. Ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû

Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå In � ìíîæåñòâî âõîäîâ ðàçìåðà n, à Sn = S ∩ In � ìíîæåñòâî âõîäîâ èç
S ðàçìåðà n. Çàìåòèì, ÷òî ρn(S) ýòî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â S ïðè ñëó÷àéíîé
è ðàâíîâåðîÿòíîé ãåíåðàöèè âõîäîâ èç In. Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ S
íàçîâåì ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).
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Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(S) = 1 è ïðåíåáðåæèìûì, åñ-
ëè ρ(S) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî S ãåíåðè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
äîïîëíåíèå I \ S ïðåíåáðåæèìî.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ìíî-
æåñòâî {x ∈ I : A(x) ↓} ãåíåðè÷åñêîå. Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) ↓ ⇒ f(x) = A(x).
Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî

∀x ∈ I A(x) ↓ ⇒ tA(x) < p(size(x)).

Åùå òàêèå àëãîðèòìû ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûìè ãåíåðè÷åñêèìè.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðåøà-

þùèé êîíêðåòíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ, óäîáíåå
ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû ñëåäóþùåãî òèïà. Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì îñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ, íà âõîäàõ èç íåêîòîðîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, à íà ïðåíåáðåæèìîì ìíîæåñòâå îñòàëüíûõ âõîäîâ
âûäàåò ñïåöèàëüíûé îòâåò ¾?¿ � ¾Íå çíàþ¿. Îïðåäåëåíèå òàêîé ýôôåêòèâíîé
ãåíåðè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè ìîæíî íàéòè â îáçîðå [5] è â ãîðàçäî áîëåå ðàííåé
ðàáîòå [12].

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J ∪ {?} (? /∈ J)
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

(1) A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I,
(2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) =?} ïðåíåáðåæèìî.

Ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) 6=? ⇒ f(x) = A(x).
Ìíîæåñòâî S ⊆ I è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) (ýôôåê-

òèâíî) ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìû, åñëè ñóùåñòâóåò (ýôôåêòèâíî) ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ S.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýôôåêòèâíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ãå-
íåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýôôåêòèâíûé ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì ìîæíî ëåãêî ïåðåäåëàòü â ãåíåðè÷åñêèé çàìåíèâ âûäà÷ó îòâåòà ¾?¿
íà áåñêîíå÷íîå çàöèêëèâàíèå. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íåâåðíî � ñì., íàïðèìåð,
òåîðåìó 2.22 è ñëåäñòâèå 2.24 â [6]. Îäíàêî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé (ýêñïîíåíöè-
àëüíîé) ñëîæíîñòè âåðíî è îáðàòíîå: èç ïîëèíîìèàëüíîé (ýêñïîíåíöèàëüíîé)
ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ) ýô-
ôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ îöåí-
êà p(n) íà âðåìÿ ðàáîòû ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå, êîãäà îí îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, òî ìîæíî çàâåñòè ñ÷åò÷èê T ÷èñëà øàãîâ, è, â ñëó÷àå, åñëè T > p(n),
ìîæíî îáðûâàòü âû÷èñëåíèå è âûäàâàòü îòâåò ¾?¿, � â ýòîì ñëó÷àå ãåíåðè-
÷åñêèé àëãîðèòì óæå íå îñòàíîâèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíî
ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó æå ïðîáëåìó.

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, â äàëüíåéøåì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà, áóäóò ñòðîèòüñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýôôåêòèâíîãî (ïîëèíîìèàëüíîãî) ãåíåðè÷åñêîãî
àëãîðèòìà áóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå (ïîëèíîìèàëüíîãî) ãåíåðè÷åñêîãî
àëãîðèòìà.
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3. Ïîëóãðóïïû è öåïè Ìàðêîâà

Ïðè èçëîæåíèè íóæíûõ íàì ñâåäåíèé è ðåçóëüòàòîâ òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà
áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Ôåëëåðà [4].

Ïóñòü S � êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êîììóòàòèâíûé ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè è
ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A = {a1, . . . , am}. Ñâîéñòâî ñîêðàùåíèÿ îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ S èç ðàâåíñòâà xy = xz ñëåäóåò y = z. Áîëåå òîãî,
äîïóñòèì, ÷òî ìîíîèä S êîíå÷íûé è {s1, . . . , sr} � âñå åãî ýëåìåíòû.

Îïðåäåëèì öåïü ÌàðêîâàMC(S) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîñòîÿíèÿ öåïèMC(S)
åñòü âñå ýëåìåíòû ìîíîèäà {s1, . . . , sr}, ïðè÷åì s1 = 1. Ìàòðèöà P = ||pij || öåïè
MC(S) � ýòî êâàäðàòíàÿ r × r ìàòðèöà, åå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

pij =

{
1
m , åñëè sia = sj äëÿ íåêîòîðîãî ïîðîæäàþùåãî a ∈ A,
0, èíà÷å.

Ýëåìåíò pij çàäàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ si â ñîñòîÿíèå sj . Öåïü
MC(S), íà÷èíàÿ ñ ñîñòîÿíèÿ s1 íà íóëåâîì øàãå, êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå
ïåðåõîäèò èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ si â ïîñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå sj ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ pij . Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ãðàôó Êýëè
ìîíîèäà S ñ íà÷àëîì â 1, êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íàõîäÿñü â âåðøèíå
si ðàâíîâåðîÿòíî èç âñåõ âûõîäÿùèõ ðåáåð (ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ïîðîæäàþ-
ùèì èç A) âûáèðàåòñÿ ðåáðî, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñëåäóþùóþ
âåðøèíó. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü öåïü ÌàðêîâàMC(S) è îïè-
ñàííîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ãðàôó Êýëè ìîíîèäà S.

Ïóñòü òåïåðü M � áåñêîíå÷íûé êîììóòàòèâíûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé ìî-
íîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè è ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A = {a1, . . . , am}. Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî q äîáàâèì ê îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì ìî-
íîèäà M ñîîòíîøåíèÿ {aq1 = 1, . . . , aqm = 1}. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé íîâûé
ìîíîèä ÷åðåç M(q). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ìîíîèä M(q) êîíå÷åí.

Ó êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî ai åñòü îáðàòíûé aq−1i , òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè M(q)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Ëåììà 1. Ïóñòü M(a1, . . . , am) � áåñêîíå÷íûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êîììó-
òàòèâíûé ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ M(q) ðàñòåò ñ
ðîñòîì q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [8], ÷òî ìîíîèä M âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî îïðå-
äåëåííóþ àáåëåâó ãðóïïó A ñ òàêèì æå ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ a1, . . . , am.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(q) ãðóïïó A ñ äîáàâëåííûìè ê åå îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-
øåíèÿì ñîîòíîøåíèÿìè aq1 = 1, . . . , aqm = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A(q) èçîìîðôíà
M(q).

Ïî òåîðåìå î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï [13], A
èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï è áåñêîíå÷íûõ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, òî åñòü

A ∼= 〈b1〉 ⊕ . . .⊕ 〈bk〉 ⊕ 〈c1〉 ⊕ . . .⊕ 〈cl〉,

ãäå b1, . . . , bk � ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à ýëåìåíòû c1, . . . , cl èìåþò
êîíå÷íûå ïîðÿäêè r1, . . . , rl. Ïðè÷åì, òàê êàê A áåñêîíå÷íà, òî k > 0. Êðîìå
òîãî, âñå ýëåìåíòû b1, . . . , bk íåçàâèñèìû, òî åñòü ëþáóþ íåíóëåâóþ ñòåïåíü bi
íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå è c1, . . . , cl.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî bs1 6= 1 â M(q) ïðè 0 < s < q. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü
óòâåðæäåíèå ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü bs1 6= 1 â M(q) ïðè 0 < s < q. Òîãäà

bs1 = aqt11 . . . aqtmm cr1u1
1 . . . crlul

l

â ãðóïïå A. Òåïåðü ïåðåïèøåì ai ÷åðåç b1, . . . , bk è c1, . . . , cl. Ïîëó÷èì âûðàæå-
íèå

bs1 = bqz11 . . . bqzkk cy1

1 . . . cyl

l

èëè
bs−qz11 = bqz22 . . . bqzkk cy1

1 . . . cyl

l

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ z1, . . . , zk, y1, . . . , yl. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íåíó-
ëåâàÿ ñòåïåíü b1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç b2, . . . , bk è c1, . . . , cl. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû è
ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà P öåïè
Ìàðêîâà MC(S) (êàê è ëþáîé äðóãîé êîíå÷íîé öåïè) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîé. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè åå ýëåìåíòû íåîò-
ðèöàòåëüíû è ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíà
1. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ îïÿòü äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé.

Ëåììà 2. Ìàòðèöà P öåïè MC(M(q)) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî â ëþáóþ âåðøèíó s ãðà-
ôà Êýëè ìîíîèäà MC(q) âõîäÿò ðîâíî m ðåáåð, ïîìå÷åííûõ ïîðîæäàþùèìè
a1, . . . , am. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî ai îäíî ðåáðî, ïîìå-
÷åííîå ai, âõîäèò â âåðøèíó s èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó saq−1i .
Äîïóñòèì, ÷òî äâà ðåáðà, ïîìå÷åííûå ai, âõîäÿò â s èç äâóõ ðàçíûõ âåðøèí
sl è st. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî s = slai = stai, îòêóäà, òàê êàê ìîíîèä M(q) åñòü
ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè, ñëåäóåò, ÷òî sl = st. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åå ðàçëè÷íûõ
ñîñòîÿíèé si è sj ñîñòîÿíèå sj äîñòèæèìî èç si è íàîáîðîò, si äîñòèæèìî èç
sj . Äîñòèæèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü îäíî
ñîñòîÿíèå èç äðóãîãî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Çàìåòèì, ÷òî öåïü MC(M(q))
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ãðàôå Êýëè ìîíîèäà
M(q) ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçàíû îðèåíòèðîâàííûì ïóòåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(si) � âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ñîñòîÿíèå si èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ s1 çà n øàãîâ. Ïåðèîäîì ñîñòîÿíèÿ si öåïè Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

t = ÍÎÄ(t1, t2, t3, . . . , tk, . . .),

ãäå äëÿ ëþáîãî k èìååò ìåñòî

(1) ptk(si) > 0,
(2) pl(si) = 0 äëÿ ëþáîãî l òàêîãî, ÷òî tk < l < tk+1.

Òî åñòü ÷åðåç t1 øàãîâ ìû ìîæåì âïåðâûå ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàñòü
â ñîñòîÿíèå si, ÷åðåç t2 � âî âòîðîé ðàç, ÷åðåç tk � â k-é ðàç è òàê äàëåå.
Äëÿ ñîñòîÿíèÿ si öåïè MC(M(q)) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå Êýëè ìîíîèäà
M(q) ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå ïóòè èç âåðøèíû s1 â âåðøèíó si äëèí
t1, t2, . . . , tk, . . . è äëÿ ëþáîãî k íå ñóùåñòâóþò ïóòåé äëèíû l, ãäå tk < l < tk+1.
Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ êàæäîãî åå ñîñòîÿíèÿ
ïåðèîä ðàâåí 1, èíà÷å öåïü íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
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Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé: ëþáàÿ êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ ýð-
ãîäè÷åñêîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî åå ñîñòîÿíèÿ si ñóùåñòâóåò ïðåäåëü-
íàÿ âåðîÿòíîñòü, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë

p(si) = lim
n→∞

pn(si).

Äëÿ öåïè MC(M(q)) âåðîÿòíîñòü pn(si) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî
çàïèñàííîå ñëîâî äëèíû n â àëôàâèòå A ðàâíî ýëåìåíòó si â ìîíîèäå M(q).

Â ñëó÷àå æå ïåðèîäè÷åñêîé öåïè âñå ñîñòîÿíèÿ èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä t,
à ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû (ïîäöåïè) C0, . . . , Ct−1 è ñâîé-
ñòâî ýðãîäè÷íîñòè èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî êëàññà Ck, k = 0, . . . , t − 1: äëÿ
ëþáîãî si ∈ Ck èìååò ìåñòî

(1) ñóùåñòâóåò ïðåäåë p(si) = limn→∞ ptn+k(si),
(2) pn(si) = 0, åñëè n 6= k( mod t).

Ýòè ïîäöåïè C0, . . . , Ct−1 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì s1 ∈
C0. Äàëåå â C0 äîáàâëÿþòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå èç s1 ðîâíî çà t øàãîâ.
Ïîòîì äîáàâëÿþòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå ðîâíî çà t øàãîâ èç äîáàâëåí-
íûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà åñòü åùå íå äîáàâëåííûå.
Ïîëó÷àåòñÿ öåïü C0. Òåïåðü öåïü C1 ñîñòîèò èç âñåõ ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ
èç âñåõ ñîñòîÿíèé öåïè C0 ðîâíî çà 1 øàã, öåïü C2 � ðîâíî çà 2 øàãà, è òàê
äàëåå. Ïîñëåäíÿÿ öåïü Ct−1 ñîäåðæèò ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå èç C0 ðîâíî çà
t− 1 øàãîâ.

Åñëè ìàòðèöà èñõîäíîé öåïè åñòü P , òî ìàòðèöû ïîäöåïåé C0, . . . , Ct−1 ðàâ-
íû P t. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ìàòðèöà P äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêàÿ, òî è P t

òîæå äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêàÿ. Äëÿ öåïè ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé
ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâû (ñì. [4], ñòð. 386):

(1) p(si) =
1
r , ãäå r � ÷èñëî ñîñòîÿíèé íåïåðèîäè÷åñêîé öåïè,

(2) p(si) =
1
|Ck| , åñëè si ∈ Ck äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé öåïè, ñîñòîÿùåé èç ïîäöå-

ïåé C0, . . . , Ct−1.

Ëåììà 3. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íûé êîììóòàòèâíûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé
ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè è ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A = {a1, . . . , am}.
Òîãäà ìíîæåñòâî

eq(M) = {(w1, w2) ∈ A∗ ×A∗ : w1 = w2 â ìîíîèäå M}

ïðåíåáðåæèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ρn
(
eq(M)

)
=

|eq(M)n|
|{(w1, w2) : w1, w2 ∈ A∗, |w1|+ |w2| = n}|

=

(1) =
|eq(M)n|∑n
k=0m

kmn−k =

∑n
k=0 |eq(M)n,k|
n ·mn

=
1

n

n∑
k=0

|eq(M)n,k|
mn

,

ãäå

eq(M)n,k = {(w1, w2) ∈ A∗ ×A∗ : |w1| = k, |w2| = n− k}.
Çàôèêñèðóåì ÷èñëî q è ðàññìîòðèì ìîíîèä M(q), îïðåäåëåííûé êàê âûøå
äîáàâëåíèåì ê îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì ìîíîèäà M ñîîòíîøåíèé {aq1 =



Î ÃÅÍÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÐÀÂÅÍÑÒÂÀ 7

1, . . . , aqm = 1}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî eq(M) ⊆ eq(M(q)), à ïîòîìó âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà ρn(eq(M)) ≤ ρn(eq(M(q))).

Ïóñòü {s1, . . . , sr} � âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìîíîèäà. Ðàññìîòðèì êîíå÷-
íóþ öåïü ÌàðêîâàMC(M(q)), ïîñòðîåííóþ ïî ìîíîèäóM(q). Åå ñîñòîÿíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìîíîèäà {s1, . . . , sr}. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

(2)
|eq(M)n,k|

mn
=

r∑
i=1

pk(si)pn−k(si),

ãäå pt(si) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå t øàãîâ, öåïü MC(M(q)) áóäåò íà-
õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè si.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Íå ñóùåñòâóåò íåïóñòîãî ñëîâà w ∈ A∗ òàêîãî, ÷òî w = 1 â ìîíî-

èäå M . Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî q > 1. Òîãäà êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ
öåïü Ìàðêîâà MC(M(q)) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì q. Ïîýòîìó ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé MC(M(q)) ðàçáèâàåòñÿ íà t êëàññîâ C0, . . . , Cq−1 òàê, ÷òî
äëÿ ëþáîãî s ∈ Cl èìååò ìåñòî pt(s) = 0, åñëè t 6= l( mod q). Òàêèì îáðàçîì, ñ
ó÷åòîì (2), âûðàæåíèå (1) äëÿ ìîíîèäà MC(q) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρn
(
eq(M(q))

)
=

1

n

n∑
k=0

|eq(M)n,k|
mn

=
1

n

n∑
k=0

( r∑
i=1

pk(si)pn−k(si)
)
=

1

n

∑
k=0,...,n;k=n−k( mod q)

( r∑
i=1

pk(si)pn−k(si)
)
≤ 1

n

∑
k=0,...,n;k=n−k( mod q)

1,

òàê êàê èìååò ìåñòî îöåíêà
r∑

i=1

pk(si)pn−k(si) =
|eq(M)n,k|

mn
≤ 1.

Òåïåðü
1

n

∑
k=0,...,n;k=n−k( mod q)

1 =
n

q
,

åñëè n = 2e( mod q) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî e, è

1

n

∑
k=0,...,n;k=n−k( mod q)

1 = 0,

èíà÷å. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî ρn
(
eq(M(q))

)
≤ 1

q . Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà

q âåëè÷èíà ρn
(
eq(M(q))

)
, à, çíà÷èò è ρn

(
eq(M)

)
ñòðåìèòñÿ ê 0.

Ñëó÷àé 2. Ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ñëîâî w ∈ A∗ òàêîå, ÷òî w = 1 â ìîíîè-
äå M . Âûáåðåì òàêîå ñëîâî íàèìåíüøåé äëèíû f . Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå
÷èñëî q > f . Òîãäà êîíå÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ öåïü Ìàðêîâà MC(M(q)) ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì g ≤ f . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M � ìîíîèä ñîêðà-
ùåíèÿìè, è â ëþáîå ñîñòîÿíèå si ìîæíî âåðíóòüñÿ ïî ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùåìó
ñëîâó w äëèíû f . Òàêèì îáðàçîì, åñëè t1 < t2 < . . . < tk < . . . � ÷èñëî øàãîâ,
äëÿ êîòîðûõ ptk(si) > 0, òî tk+1− tk ≤ f . Ïîýòîìó ïåðèîä si, îí æå ïåðèîä âñåé
öåïè

g = ÍÎÄ(t1, t2, t3, . . . , tk, . . .) ≤ f.
Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé MC(M(q)) ðàçáèâàåòñÿ íà g ïîäöåïåé C0, . . . , Cg−1

òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ Cl èìååò ìåñòî
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(1) pt(s) = 0, åñëè t 6= l( mod g),
(2) limt→∞ ptg+l(s) = p(s) = 1

|Cl| .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â âèäó òîãî, ÷òî ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïå-
ðåõîäîâ äëÿ êàæäîé ïîäöåïè Cl ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ïî ëåììå
2. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðû êëàññîâ C0, . . . , Cg−1 ðàñòóò ñ ðîñòîì
÷èñëà q, òàê êàê, ïî ëåììå 1, ðàñòåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìîíîèäà M(q) � îíî æå
÷èñëî ñîñòîÿíèé öåïèMC(M(q)). Ýòî ñëåäóåò èç ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ïîäöå-
ïåé C0, . . . , Cg−1, îïèñàííîé âûøå. Òåïåðü îöåíèì âûðàæåíèå (1) äëÿ ìîíîèäà
M(q):

(3) ρn

(
eq(M(q))

)
=

1

n

n∑
k=0

|eq(M)n,k|
mn

≤ 2
√
n

n
+

1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

|eq(M)n,k|
mn

.

Ïóñòü ÷èñëî n äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî l è êàæäîãî s ∈ Cl

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

ptg+l(s) <
2

|Cl|
ïðè tg + l >

√
n. Îöåíèì ñóììó èç (3)

1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

|eq(M)n,k|
mn

=
1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

( r∑
i=1

pk(si)pn−k(si)
)
<

<
1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

(g−1∑
i=0

(∑
s∈Ci

4

|Ci|2
))

<
1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

(g−1∑
i=0

4|Ci|
|Ci|2

)
=

=
4

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

(g−1∑
i=0

1

|Ci|

)
<

4(n− 2
√
ng)

nC
<

4g

C
,

ãäå C = min{|C0|, . . . , |Cg−1|}. Òàê êàê ÷èñëî C ðàñòåò ñ ðîñòîì q, òî ρn(eq(M))
ñòðåìèòñÿ ê 0. �

4. Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïàõ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ïî-
ëóãðóïïû S = 〈A|R〉 ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A è ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé R. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé ïàðû ñëîâ (w1, w2) ∈ A∗×A∗
íóæíî îïðåäåëèòü, ðàâíû ëè ýëåìåíòû, ïðåäñòàâëÿåìûå ñëîâàìè w1, w2 â ïî-
ëóãðóïïå S. Ïîä ðàçìåðîì âõîäà (w1, w2) ïîíèìàåòñÿ ñóììà èõ äëèí |w1|+|w2|.

Îïðåäåëèì ïî ïîëóãðóïïå S êîììóòàòèâíûé ìîíîèä S′ ñ ñîêðàùåíèÿìè,
äîáàâèâ ê îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì R ïîëóãðóïïû S ñîîòíîøåíèÿ êîììó-
òàòèâíîñòè äëÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ aiaj = ajai, 1 ≤ i, j ≤ m, à òàêæå åäèíèöó.
Òàêæå äîïóñêàåì, ÷òî â S′ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñîêðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ ïîëóãðóïïû S ìîíîèä S′ áåñêîíå÷åí, òî ïðîáëåìà ðà-
âåíñòâà â S ãåíåðè÷åñêè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìîíîèä S′ áåñêîíå÷åí. Ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïî-
ëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïå S ðàáîòàåò íà
ïàðå ñëîâ (w1, w2) ∈ A∗ × A∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëîâà w1 è w2 ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê âõîäû äëÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ìîíîèäå S′. Èçâåñòíî [8], ÷òî
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êîììóòàòèâíûé ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè S′ âêëàäûâàåòñÿ â àáåëåâó ãðóïïó ñ
òåì æå ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ, ÷òî è S′. Ìåòîäîì Ãàóññà ðåøàåì çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ðàâíû ëè ñëîâà w1 è w2 â S′. Åñëè îíè íå ðàâíû â S′,
òî òåì áîëåå îíè íå ðàâíû è â S. Â ýòîì ñëó÷àå âûäàåì îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Èíà÷å,
âûäàåì îòâåò ¾?¿.

Ïðåíåáðåæèìîñòü ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ýòîò àëãîðèòì âûäàåò îòâåò ¾?¿,
ñëåäóåò èç ëåììû 3. �

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîñòðîèì íåñêîëüêî áîëåå óäîá-
íûé àëãîðèòì.

Ïóñòü S = 〈A | R〉 � êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè
A = {a1, . . . , am} è ñîîòíîøåíèÿìè R = {u1 = v1, . . . , uk = vk}, ãäå ui, vi, i =
1, . . . , k � íåêîòîðûå ñëîâà â àëôàâèòå A.

Äëÿ êàæäîé áóêâû ai â àëôàâèòå A è äëÿ êàæäîé ïàðû ñëîâ (w1, w2) ∈
A∗ ×A∗ îïðåäåëèì di(w1, w2) êàê ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû ai â ñëîâî w1 ìèíóñ
÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû ai â ñëîâî w2. Äàëåå îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïàðû (w1, w2) ∈ A∗ ×A∗ ñëåäóþùèé âåêòîð

d(w1, w2) =
(
d1(w1, w2), . . . , dm(w1, w2)

)
.

Äëÿ ïîëóãðóïïû S îáîçíà÷èì ÷åðåç VS ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Qm, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè d(vi, ui), i = 1, . . . , k äëÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé
ui = vi, i = 1, . . . , k.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü S = 〈A | R〉 � êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà òà-
êàÿ, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî VS èìååò ðàçìåðíîñòü ìåíüøå m = |A|. Òîãäà
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â S ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìî-
íîèä S′ áåñêîíå÷åí. Äîïóñòèì, ÷òî S′ êîíå÷åí. Òàê êàê îí âêëàäûâàåòñÿ â
àáåëåâó ãðóïïó G ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A è ñîîòíîøåíèé R, òî G òîæå
êîíå÷íà. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Qm/VS áåñêî-
íå÷íî. �

Ïðèìåíèì äàííûé àëãîðèòì ê íåêîòîðûì êëàññè÷åñêèì ïîëóãðóïïàì.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïå Öåéòèíà [18]

T = 〈a, b, c, d, e | ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db,

ce = eca, de = edb, cca = ccae〉
ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì âåêòîðà d äëÿ ñîîòíîøåíèé ïîëóãðóïïû T:

d(ac, ca) = (0, 0, 0, 0, 0),
d(ad, da) = (0, 0, 0, 0, 0),
d(bc, cb) = (0, 0, 0, 0, 0),
d(bd, db) = (0, 0, 0, 0, 0),

d(ce, eca) = (−1, 0, 0, 0, 0),
d(de, edb) = (0,−1, 0, 0, 0),

d(cca, ccae) = (0, 0, 0, 0,−1).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî VT èìååò ðàçìåðíîñòü 3 < 5. Ïîýòîìó ïî
ñëåäñòâèþ 1, ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïå T ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. �
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Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü S = 〈A | u1 = v1, . . . , uk = vk〉 � ïîëóãðóïïà òàêàÿ, ÷òî
÷èñëî ñîîòíîøåíèé k ìåíüøå ÷èñëà ïîðîæäàþùèõ |A|. Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
â S ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |A| > k, òî ïîäïðîñòðàíñòâî VS ïîðîæäåíî k âåêòî-
ðàìè d(u, v) è èìååò ðàçìåðíîñòü ≤ k < |A|. Ïî ñëåäñòâèþ 1, ïðîáëåìà ðàâåí-
ñòâà â ïîëóãðóïïå S ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. �

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï ñ îäíèì îïðå-
äåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì äî ñèõ ïîð îòêðûò, íåñìîòðÿ íà âïå÷àòëÿþùèé ïðî-
ãðåññ äëÿ ìíîãèõ ÷àñòíûõ êëàññîâ òàêèõ ïîëóãðóïï [1].

Ñëåäñòâèå 4. Ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â ïîëóãðóïïå S = 〈A | u = v〉 ñ îäíèì îïðå-
äåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |A| = 1, òî ïîëóãðóïïà S öèêëè÷åñêàÿ è, î÷åâèäíî,
èìååò ðàçðåøèìóþ ïðîáëåìó ðàâåíñòâà. Â ñëó÷àå |A| > 1 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç ñëåäñòâèÿ 3. �

Â ðàáîòå [14] áûëà ïîñòðîåíà êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ ãåíåðè-
÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà. Ïóñòü S = 〈A | R〉 � ïîëóãðóï-
ïà ñ ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà, íåðàçðåøèìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Ïóñòü A =
{a1, . . . , am} è x /∈ A. Â ïîëóãðóïïå

Sx = 〈A, x|R, x = xa1, . . . , x = xam, x = xx〉
ïðîáëåìà ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé. Òåîðåìà 1 íåïðèìå-
íèìà ê ïîëóãðóïïå Sx, òàê êàê ïðè äîáàâëåíèè ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàòèâíîñòè
äëÿ âñåõ ïàð ïîðîæäàþùèõ è ñâîéñòâà ñîêðàùåíèÿ ïîëóãðóïïà S∗x áóäåò òðè-
âèàëüíîé. Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå 1 íå ðàáîòàåò äëÿ ïîëóãðóïïû
Sx. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà äàæå äëÿ íå âñåõ ñîîòíîøåíèé äàþò ïîëíûé áà-
çèñ:

d(x, xa1) = (−1, 0, . . . , 0, 0),
d(x, xa2) = (0,−1, . . . , 0, 0),

. . .
d(x, xam) = (0, 0, . . . ,−1, 0),
d(x, xx) = (0, 0, . . . , 0,−1).
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