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À.Í. ÐÛÁÀËÎÂ

Abstract. Kapovich, Myasnikov, Schupp and Shpilrain in 2003 developed
generic approach to algorithmic problems, which considers an algorithmic
problem on most of the inputs instead of the entire domain and ignores
it on the rest of inputs. This approach can be applied to algorithmic
problems, which are hard in the classical sense. The problem of checking
identities in algebraic structures is the one of the most fundamental
problem in algebra. For �nite algebraic structures this problem can be
decidable in polynomial time, or hard (co-NP-complete). In this paper
we present a generic polynomial algorithms for the identity problem in
all �nite groups, monoids with elements of period greater than 1, and in
�nite Brandt monoids B1

n.

Keywords: generic complexity, identity problem, �nite groups, �nite
monoids, Brantd monoids.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ è îïèñàíèÿ òîæäåñòâ â ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì â àëãåáðå.
Äëÿ ïîëóãðóïï îäíèì èç ìèðîâûõ ëèäåðîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñâåðäëîâ-
ñêàÿ øêîëà, ìíîãî ëåò âîçãëàâëÿåìàÿ Ë. Í. Øåâðèíûì. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü
ðàáîòû Ì. Â. Âîëêîâà, Ì. Ñàïèðà, À. Í. Òðàõòìàíà, Å. È. Êëåéìàíà è äð. Ïî-
ëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ïî òîæäåñòâàì â ïîëóãðóïïàõ ïîñâÿùåí êëàññè÷åñêèé
îáçîð Ë. Í. Øåâðèíà è Ì. Â. Âîëêîâà [16]. Ì. Ñàïèð [12] ïîñòàâèë ïðîáëå-
ìó î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ïðîâåðêè òîæäåñòâ â ðàçëè÷íûõ
êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: ãðóïïàõ, ïîëóãðóïïàõ, êîëüöàõ, ïîëÿõ è
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ò.ä. Â ïîñëåäóþùåå äåñÿòèëåòèå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïîëèíîìèàëü-
íîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé ïðîáëåìû äëÿ àññîöèàòèâíûõ íèëüïîòåíòíûõ êîëåö
(Õ. Õàíò, Ð. Ñòèðíñ [8]), íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï (Ñ. Áàððèñ, Äæ. Ëîóðåíñ [3],
Ã. Õîðâàò, Ñ. Ñàáî [7]), êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï (À. Êèñèëåâè÷ [11]), àïåðè-
îäè÷åñêèõ 0-ïðîñòûõ ïîëóãðóïï (Ñ. Ñåéô, Ñ. Ñàáî [18]), ìîíîèäîâ ñ ìåíåå, ÷åì
6 ýëåìåíòàìè (Î. Êëèìà [13]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû
î co-NP-ïîëíîòå ýòîé ïðîáëåìû äëÿ àññîöèàòèâíûõ íå-íèëüïîòåíòíûõ êîëåö
(Ñ. Áàððèñ, Äæ. Ëîóðåíñ [2]), íåðàçðåøèìûõ ãðóïï (Ã. Õîðâàò, Äæ. Ëîóðåíñ,
Ë. Ìåðàè, Ñ. Ñàáî [6]), íåêîòîðûõ ìàòðè÷íûõ ïîëóãðóïï (Ñ. Ñàáî, Â. Âåðòå-
øè [19]), êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ñ íåðàçðåøèìûìè ïîäãðóïïàìè (Æ. Àëìåéäà,
Ì. Â. Âîëêîâ, Ñ. Â. Ãîëüäáåðã [1]), íåêîòîðûõ 0-ïðîñòûõ ïîëóãðóïï (Ñ. Â. Ïëå-
ùåâà, Â. Âåðòåøè [15]), 6-ýëåìåíòíîãî ìîíèäà Áðàíäòà B1

2 (Î. Êëèìà [13],
Ñ. Ñåéô [17]). Ïðè óñëîâèè P 6= NP äëÿ co-NP-ïîëíîé ïðîáëåìû ïðîâåðêè
òîæäåñòâ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà.

Ãåíåðè÷åñêèé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â 2003 ãîäó È. Êàïîâè÷åì, À. Ã. Ìÿñ-
íèêîâûì, Â. Øïèëüðàéíîì è Ï. Øóïïîì â ðàáîòå [10]. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîä-
õîäà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ íà ìíîæåñòâàõ âõîäîâ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 1 (ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ãåíåðè÷åñêèìè), è èã-
íîðèðóåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìà íà îñòàëüíûõ âõîäàõ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì
ìîæåò ðàáîòàòü ìåäëåííî èëè âîîáùå íå îñòàíàâëèâàòüñÿ. Èññëåäîâàíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ íà÷àëîñü â 1970-80-õ ãîäàõ,
ïîñëå òîãî êàê áûë âûäåëåí îãðîìíûé ïëàñò òðóäíîðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè-
÷åñêèõ ïðîáëåì � NP-ïîëíûõ ïðîáëåì, äëÿ êîòîðûõ íå óäàëîñü íàéòè ýôôåê-
òèâíûõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ âñåõ âõîäîâ.
Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè íåìíîãî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè � ðàññìàò-
ðèâàòü íå âñå âõîäû, à ¾ïî÷òè âñå¿ èëè ñëó÷àéíûå âõîäû, òî èíîãäà ìîæíî
áûñòðî ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ òàêèõ òèïè÷íûõ âõîäîâ. Ýòîò ïîäõîä èìååò ïðàêòè-
÷åñêèé ñìûñë, êîãäà àëãîðèòì äîëæåí ðåøàòü áûñòðî çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àéíûõ
âõîäíûõ äàííûõ: åñëè âåðîÿòíîñòü ¾íàòêíóòüñÿ¿ íà ¾ïëîõîé¿ âõîä ïðåíåáðå-
æèìî ìàëà, òî àëãîðèòì áóäåò áûñòðî ðàáîòàòü ïðàêòè÷åñêè âñåãäà. ßðêèì
ïðèìåðîì òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä: ýòîò àëãîðèòì èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
ðåøàåò çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäíûõ äàííûõ.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ
ïðîáëåìû ïðîâåðêè òîæäåñòâ âî âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïïàõ, â êîíå÷íûõ ìîíîèäàõ
ñ ýëåìåíòàìè ïåðèîäà áîëüøå 1 è â êîíå÷íûõ ìîíîèäàõ Áðàíäòà B1

n.

2. Ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû

Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå In � ìíîæåñòâî âõîäîâ ðàçìåðà n, à Sn = S ∩ In � ìíîæåñòâî âõîäîâ èç
S ðàçìåðà n. Çàìåòèì, ÷òî ρn(S) ýòî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â S ïðè ñëó÷àéíîé
è ðàâíîâåðîÿòíîé ãåíåðàöèè âõîäîâ èç In. Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ S
íàçîâåì ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).



Î ÃÅÍÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÒÎÆÄÅÑÒÂ 3

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(S) = 1 è ïðåíåáðåæèìûì, åñ-
ëè ρ(S) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî S ãåíåðè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
äîïîëíåíèå I \ S ïðåíåáðåæèìî.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ìíî-
æåñòâî {x ∈ I : A(x) ↓} ãåíåðè÷åñêîå. Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) ↓ ⇒ f(x) = A(x).
Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî

∀x ∈ I A(x) ↓ ⇒ tA(x) < p(size(x)).

Åùå òàêèå àëãîðèòìû ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûìè ãåíåðè÷åñêèìè.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðåøà-

þùèé êîíêðåòíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ, óäîáíåå
ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû ñëåäóþùåãî òèïà. Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì îñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ, íà âõîäàõ èç íåêîòîðîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, à íà ïðåíåáðåæèìîì ìíîæåñòâå îñòàëüíûõ âõîäîâ
âûäàåò ñïåöèàëüíûé îòâåò ¾?¿ � ¾Íå çíàþ¿. Îïðåäåëåíèå òàêîé ýôôåêòèâíîé
ãåíåðè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè ìîæíî íàéòè â îáçîðå [5] è â ãîðàçäî áîëåå ðàííåé
ðàáîòå [14].

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J ∪ {?} (? /∈ J)
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

(1) A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I,
(2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) =?} ïðåíåáðåæèìî.

Ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) 6=? ⇒ f(x) = A(x).
Ìíîæåñòâî S ⊆ I è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) (ýôôåê-

òèâíî) ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìû, åñëè ñóùåñòâóåò (ýôôåêòèâíî) ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ S.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýôôåêòèâíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ãå-
íåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýôôåêòèâíûé ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì ìîæíî ëåãêî ïåðåäåëàòü â ãåíåðè÷åñêèé çàìåíèâ âûäà÷ó îòâåòà ¾?¿
íà áåñêîíå÷íîå çàöèêëèâàíèå. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íåâåðíî � ñì., íàïðèìåð,
òåîðåìó 2.22 è ñëåäñòâèå 2.24 â [9]. Îäíàêî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé (ýêñïîíåíöè-
àëüíîé) ñëîæíîñòè âåðíî è îáðàòíîå: èç ïîëèíîìèàëüíîé (ýêñïîíåíöèàëüíîé)
ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ) ýô-
ôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ îöåí-
êà p(n) íà âðåìÿ ðàáîòû ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå, êîãäà îí îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, òî ìîæíî çàâåñòè ñ÷åò÷èê T ÷èñëà øàãîâ, è, â ñëó÷àå, åñëè T > p(n),
ìîæíî îáðûâàòü âû÷èñëåíèå è âûäàâàòü îòâåò ¾?¿, � â ýòîì ñëó÷àå ãåíåðè-
÷åñêèé àëãîðèòì óæå íå îñòàíîâèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíî
ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó æå ïðîáëåìó.

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, â äàëüíåéøåì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà, áóäóò ñòðîèòüñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýôôåêòèâíîãî (ïîëèíîìèàëüíîãî) ãåíåðè÷åñêîãî
àëãîðèòìà áóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå (ïîëèíîìèàëüíîãî) ãåíåðè÷åñêîãî
àëãîðèòìà.
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3. Êîíå÷íûå ãðóïïû

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíûé àëôàâèòû ïåðåìåííûõ
X = {x1, x2, . . .} è îáðàòíûõ ê íèì X−1 = {x−11 , x−12 , . . .}. Îáîçíà÷èì Xn =
{x1, . . . , xn} è X−1n = {x−11 , . . . , x−1n }. Òåðìîì íàä ãðóïïîé G íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íîå ñëîâî t íàä àëôàâèòîì {Xn ∪ X−1n }, ãäå n = |t|. Ïîä ðàçìåðîì òåðìà
áóäåì ïîäðàçóìåâàòü åãî äëèíó. Êàæäûé òåðì t ðàçìåðà n çàäàåò ôóíêöèþ
t : Gn → G, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî (a1, . . . , an) ∈ Gn

çíà÷åíèå t(a1, . . . , an) âû÷èñëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ýëåìåíòà ai âìåñòî xi â ñëîâî
t äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî n èìååì Tn = (2n)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîå èç n ìåñò â òåðìå èç Tn ìîæíî ïîñòàâèòü îäíó èç
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn èëè îáðàòíóþ ïåðåìåííóþ x−11 , . . . , x−1n . Èòîãî ïîëó÷àåì
Tn = (2n)n. �

Òåðì t ðàçìåðà n íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì â G, åñëè äëÿ âñåõ (a1, . . . , an) ∈
Gn èìååò ìåñòî t(a1, . . . , an) = 1. Ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâ â ãðóïïå G
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: Ïî ïðîèçâîëüíîìó çàäàíîìó òåðìó t îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè t òîæäåñòâîì â ãðóïïå G.

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåðìà t ∈ {X ∪X−1}∗ è äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n,
ãäå n = |t|, ÷èñëî di(t) êàê ñóììó ñòåïåíåé áóêâû xi â ñëîâå t.

Ëåììà 2. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøå 1. Ìíîæåñòâî

T (N) = {t ∈ T : di(t) äåëèòñÿ íà N, i = 1, . . . , |t|}
ïðåíåáðåæèìî â T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæå-
ñòâî

T (N,m) = {t ∈ T :
( ∑
i≡j( mod m)

di(t)
)
äåëèòñÿ íà N,

i = 1, . . . , |t|, j = 0, . . . ,m− 1}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî T (N) ⊆ T (N,m) äëÿ ëþáîãî m. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

(1) ρ
(
T (N)

)
≤ ρ
(
T (N,m)

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó F (Zm) ñ m ïîðîæäàþùèìè
Zm = {z1, . . . , zm} è îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

F (Zm, N) = {w ∈ (Zm ∪ Z−1m )∗ : w =

m∏
i=1

zai
i , â F (Zm),

ai äåëèòñÿ íà N, i = 1, . . . ,m}.
Î÷åâèäíî, F (Zm, N) � ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû F (Zm).

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî m. Ïóñòü n = mk+ r, ãäå 0 ≤ r < m. Äëÿ ëþáîãî n > m
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕm : Xn → Zm ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

ϕm(x1) = ϕm(xm+1) = . . . = ϕm(xmk+1) = z1,

ϕm(x2) = ϕm(xm+2) = . . . = ϕm(xmk+2) = z2,

. . .

ϕm(xr) = ϕm(xm+r) = . . . = ϕm(xmk+r) = zr,
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ϕm(xr+1) = ϕm(xm+r+1) = . . . = ϕm(xm(k−1)+r+1) = zr+1,

. . .

ϕm(xm) = ϕm(x2m) = . . . = ϕm(xmk) = zm,

Òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì ϕm â ïåðåìåííûå z1, . . . , zr ïåðåõîäÿò k+1 ïåðå-
ìåííûõ èç Xn, à â îñòàëüíûå ïåðåìåííûå � ïî k ïåðåìåííûõ èç Xn. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè n äåëèòñÿ íà m, òî â êàæäóþ ïåðåìåííóþ èç Zm ïåðåõîäÿò ïîðîâíó,
ïî n/m ïåðåìåííûõ èç Xn. Ñîîòâåòñòâóþùèå èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ
äëÿ ìíîæåñòâ X−1n è T òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕm.

Çàìåòèì, ÷òî

ϕm

(
T (N,m)

)
⊆ F (Zm, N).

Îòêóäà

T (N,m) ⊆ ϕ−1m

(
F (Zm, N)

)
.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà m, à
÷åðåç k íåïîëíîå ÷àñòíîå [n/m]. Òî åñòü n = mk + r, 0 ≤ r < m.
Ñëó÷àé 1. r ≥ m

3 .
Òàê êàê â ëþáîé ýëåìåíò zi ∈ Zm ïåðåõîäÿò ìàêñèìóì [n/m] + 1 ýëåìåíòîâ

èç Xn, òî

(2) |T (N,m)n| ≤ |ϕ−1m

(
F (Zm, N)n

)
| ≤

(
[n/m] + 1

)n|F (Zm, N)n|.
Òåïåðü îöåíèì

ρn

(
T (N,m)

)
=
|T (N,m)n|
|Tn|

=
|T (N,m)n|

(2n)n
=

=
|T (N,m)n|

(2m)n
· (2m)n

(2n)n
≤
(m
n

)n
·
(
k + 1

)n|F (Zm, N)n|
|(Zm ∪ Z−1m )∗n|

=

=
(m(k + 1)

mk + r

)n
ρn

(
F (Zm, N)

)
=
(
1 +

m− r
n

)n
ρn

(
F (Zm, N)

)
<

< em−rρn

(
F (Zm, N)

)
≤ e2m/3ρn

(
F (Zm, N)

)
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà îöåíêà (2), ëåììà 1 è òî,
÷òî |(Zm ∪ Z−1m )∗n| = (2m)n.
Ñëó÷àé 2. r < m

3 .
Áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííûå z1, . . . , zr ïëîõèìè, à zr+1, . . . , zm õîðîøèìè.

Òåïåðü ïåðåìåííàÿ xi èç Xn õîðîøàÿ, åñëè ϕm(xi) õîðîøàÿ, è ïëîõàÿ, åñëè
ϕm(xi) ïëîõàÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîîáðàç ϕ

−1
m (zi) õîðîøåé ïåðåìåííîé zi ñî-

ñòîèò èç k ýëåìåíòîâ, à äëÿ ïëîõîé ïåðåìåííîé zi èç k+1 ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî õîðîøèõ ïåðåìåííûõ Xn ÷åðåç GX, à ïëîõèõ ÷åðåç BX. Àíàëîãè÷-
íî GZ è BZ � õîðîøèå è ñîîòâåòñòâåííî ïëîõèå ïåðåìåííûå ìíîæåñòâà Zm.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |GX| = k(m−r), è |BX| = (k+1)r. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè
r < m

3 õîðîøèõ ïåðåìåííûõ â Xn îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïëîõèõ.
Áóäåì íàçûâàòü òåðì t ∈ Tn ïëîõèì, åñëè ÷èñëî ïëîõèõ ïåðåìåííûõ â t áîëü-

øå |t|2 . Èíà÷å òåðì áóäåì íàçûâàòü õîðîøèì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BT n ìíîæåñòâî
âñåõ ïëîõèõ òåðìîâ â Tn, à ÷åðåç GT n ìíîæåñòâî õîðîøèõ òåðìîâ. Òàêæå ÷å-
ðåç BT (N,m)n è GT (N,m)n îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæåñòâà ïëîõèõ è ñîîòâåòñòâåííî
õîðîøèõ òåðìîâ â T (N,m)n. Î÷åâèäíî, ÷òî

Tn = BT n ∪ GT n, T (N,m)n = BT (N,m)n ∪ GT (N,m)n.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ õîðîøèå è ïëîõèå ñëîâà â ìíîæåñòâå (Zm ∪ Z−1m )∗n.
Ìíîæåñòâà õîðîøèõ è ïëîõèõ ñëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç G(Zm ∪ Z−1m )∗n è B(Zm ∪
Z−1m )∗n ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ÷åðåç BF (Zm, N) è GF (Zm, N) îáîçíà÷àþòñÿ
ìíîæåñòâà ïëîõèõ è õîðîøèõ ñëîâ â F (Zm, N).

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

(3) |BT (N,m)n| ≤
1

2
|T (N,m)n|.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì áèåêöèþ ψ íà Xn òàêóþ, ÷òî ψ(BX) ⊂ GX. Òàêàÿ
áèåêöèÿ ñóùåñòâóåò, òàê êàê õîðîøèõ ïåðåìåííûõ áîëüøå, ÷åì ïëîõèõ. Ýòà áè-
åêöèÿ èíäóöèðóåò áèåêöèþ íà ìíîæåñòâå Tn, êîòîðóþ òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü
ψ. Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(1) ψ
(
BT (N,m)n

)
⊆ GT (N,m)n,

(2) |ψ
(
BT (N,m)n

)
| = |BT (N,m)n|,

(3) ψ
(
BT (N,m)n

)
∩ BT (N,m)n = ∅.

Îòêóäà ñëåäóåò íóæíîå íåðàâåíñòâî (3). Èç íåðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò, ÷òî

(4) |T (N,m)n| ≤ 2|GT (N,m)n|.
Òàê êàê õîðîøèå òåðìû èç T (N,m)n ïîä äåéñòâèåì ϕm ïåðåõîäÿò â õîðîøèå

ñëîâà èç F (Zm, N)n, òî

GT (N,m)n ⊆ ϕ−1m

(
GF (Zm, N)n

)
.

Â ëþáóþ õîðîøóþ áóêâó zi ïåðåõîäÿò k áóêâ èç Xn, â ëþáóþ ïëîõóþ k+1. Íî
ïëîõèõ áóêâ â ëþáîì ñëîâå èç GF (Zm, N)n ìåíüøå n

2 , ïîýòîìó ìîæíî îöåíèòü

|GT (N,m)n| < kn/2(k + 1)n/2|GF (Zm, N)n| <

(5) < kn/2(k + 1)n/2|F (Zm, N)n|.
Òåïåðü îöåíèì

ρn

(
T (N,m)

)
≤ 2|GT (N,m)n|

|Tn|
=

2|GT (N,m)n|
(2n)n

=

=
2|GT (N,m)n|

(2m)n
· (2m)n

(2n)n
≤
(m
n

)n
· 2k

n/2(k + 1)n/2|F (Zm, N)n|
|(Zm ∪ Z−1m )∗n|

=

= 2
( mk

mk + r

)n/2(m(k + 1)

mk + r

)n/2
ρn

(
F (Zm, N)

)
≤

≤ 2
(
1 +

m− r
n

)n/2
ρn

(
F (Zm, N)

)
<

< 2e(m−r)/2ρn

(
F (Zm, N)

)
≤ 2em/2ρn

(
F (Zm, N)

)
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû îöåíêè (4) è (5).

Èòîãî, ñ ó÷åòîì äâóõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ, èìååì îöåíêó

ρn

(
T (N,m)

)
< e2m/3ρn

(
F (Zm, N)

)
.

Äàëåå

ρ
(
T (N,m)

)
= lim

n→∞
ρn

(
T (N,m)

)
≤
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≤ e2m/3 lim
n→∞

ρn

(
F (Zm, N)

)
= e2m/3ρ

(
F (Xm, N)

)
.

Òàê êàê F (Xm, N) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà F (Xm) èíäåêñà Nm, òî, ïî òåîðåìå
6.3 èç [10]

ρ
(
F (Xm, N)

)
≤ 2

Nm
.

Ïîýòîìó

ρ
(
T (N,m)

)
≤ 2

e2m/3

Nm
= 2
(e2/3
N

)m
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m. Òàê êàê N ≥ 2, à e2/3 < 2, òî óâåëè÷åíèåì m ýòó
âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ýòî îçíà÷àåò, ñ ó÷åòîì

íåðàâåíñòâà (1), ÷òî ρ
(
T (N)

)
= 0. �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâ â G
ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |G| = 1, òî ãðóïïà òðèâèàëüíà è ïðîáëåìà ïðîâåðêè
òîæäåñòâ î÷åâèäíî ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà: âñå òåðìû ÿâëÿþòñÿ òîæäå-
ñòâàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |G| > 1. Òîãäà â ãðóïïå G íàéäåòñÿ ýëåìåíò a ïî-
ðÿäêà N > 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì A. Àëãîðèòì A ðàáîòàåò íà âõîäå t ∈ {X ∪ X−1}∗ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

(1) Âû÷èñëÿåò di(t), i = 1, . . . , |t|.
(2) Ïðîâåðÿåò, äåëèòñÿ ëè di(t) íà N äëÿ âñåõ i = 1, . . . , |t|.
(3) Åñëè äà, òî âûäàåò îòâåò ¾?¿.
(4) Åñëè íåò, òî âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòîò àëãîðèòì êîððåêòíî ðåøàåò ïðîáëåìó ïðîâåðêè òîæ-
äåñòâ â ãðóïïå G, ïðåäïîëîæèì, ÷òî dk(t) íå äåëèòñÿ íà N äëÿ íåêîòîðîãî k.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå òåðìà t íà íàáîðå (a1, . . . , an) òàêîì, ÷òî ak = a, ãäå a åñòü
ýëåìåíò ãðóïïû G ïîðÿäêà N , è ai = 1 äëÿ âñåõ i 6= k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

t(a1, . . . , an) = adk(t) 6= 1.

Òàêèì îáðàçîì, òåðì t íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â ãðóïïåG è àëãîðèòìA âûäàåò
ïðàâèëüíûé îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Ãåíåðè÷íîñòü àëãîðèòìà ñëåäóåò èç ëåììû 2. �

4. Êîíå÷íûå ìîíîèäû ñ ýëåìåíòàìè ïåðèîäà > 1

Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = {x1, x2, . . .} ñ÷åòíûé
àëôàâèò ïåðåìåííûõ, à ÷åðåç Xn = {x1, . . . , xn}. Òåðìîì íàä àëôàâèòîì Xn

â ïîëóãðóïïå S íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ñëîâî p íàä Xn. Êàæäûé òåðì p íàä
Xn îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ p : Sn → S ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî íàáîðà
(a1, . . . , an) ∈ Sn çíà÷åíèå p(a1, . . . , an) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ýëåìåíòà ai
âìåñòî of xi â ñëîâî p äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n. Ïàðà òåðìîâ p, q ðàçìåðà n =
|p|+|q| íàä àëôàâèòîìXn çàäàåòòîæäåñòâî íàä ïîëóãðóïïîé S, åñëè äëÿ âñåõ
(a1, . . . , an) ∈ Sn èìååò ìåñòî p(a1, . . . , an) = q(a1, . . . , an). Ïðîáëåìà ïðîâåðêè
òîæäåñòâ íàä ïîëóãðóïïîé S ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïî ïðîèçâîëüíîé çàäàíîé
ïàðå òåðìîâ p, q ðàçìåðà n = |p|+ |q| íàä àëôàâèòîì Xn îïðåäåëèòü, ÿâëÿååòñÿ
ëè p = q òîæäåñòâîì íàä ïîëóãðóïïîé S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PT ìíîæåñòâî âñåõ
ïàð òåðìîâ.
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Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé ïàðû òåðìîâ p, q ∈ X∗ è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n,
ãäå n = |p|+ |q|, di(p, q) � ÷èñëî áóêâ xi â ñëîâå p ìèíóñ ÷èñëî áóêâ xi â ñëîâå
q.

Ëåììà 3. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøåå 1. Ìíîæåñòâî

PT (N) = {(p, q) ∈ PT : di(p, q) äåëèòñÿ íà N, i = 1, . . . , |p|+ |q|}
ïåðåíåáðåæèìî â PT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæå-
ñòâî

PT (N,m) = {(p, q) ∈ PT :
( ∑
i≡j( mod m)

di(t)
)
äåëèòñÿ íà N,

i = 1, . . . , |t|, j = 0, . . . ,m− 1}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî PT (N) ⊆ PT (N,m) äëÿ ëþáîãî m. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

(6) ρ
(
PT (N)

)
≤ ρ
(
PT (N,m)

)
.

Ïóñòü Zm = {z1, . . . , zm}. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé ìîíîèä ñ ñîêðàùåíè-
ÿìè

M(Zm, N) = 〈z1, . . . , zm | zN1 = 1, . . . , zNm = 1〉.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M(Zm, N) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è |M(Zm, N)| = Nm.

Ïóñòü ϕm : Xn → Zm � îòîáðàæåíèå èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî

(p, q) ∈ PT (N,m)⇔ ϕm(p) = ϕm(q) â ìîíîèäå M(Zm, N).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

EM(Zm, N) = {(w1, w2) ∈ Z∗m : w1 = w2 â M(Zm, N)}.
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, ìîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó

(7) ρn

(
PT (N,m)

)
< e2m/3ρn(EM(Zm, N)).

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðèÿ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà. Íåîá-
õîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ýòîé òåîðèè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [4].

Ïîñòðîèì ïî ìîíîèäó M(Zm, N) öåïü Ìàðêîâà MC(M(Zm, N)). Ñîñòîÿíèÿ
ýòîé öåïè � ýëåìåíòû ìîíîèäà s1, . . . , sNm . Ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ
P öåïè ñîñòîèò èç âåðîÿòíîñòåé pij , ãäå

pij =

{
1
m , åñëè sizk = sj , zk ∈ Zm,
0, èíà÷å.

Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ãðàôó Êýëè ìîíîèäà
M(Zm, N) ñ íà÷àëîì â 1, êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íàõîäÿñü â âåðøèíå
si ðàâíîâåðîÿòíî èç âñåõ âûõîäÿùèõ ðåáåð (ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ïîðîæäàþ-
ùèì èç Zm) âûáèðàåòñÿ ðåáðî, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñëåäóþùóþ
âåðøèíó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(si) � âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ñîñòîÿíèå si èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ s1 çà n øàãîâ. Ïåðèîäîì ñîñòîÿíèÿ si öåïè Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

t = ÍÎÄ(t1, t2, t3, . . . , tk, . . .),
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ãäå äëÿ ëþáîãî k èìååò ìåñòî

(1) ptk(si) > 0,
(2) pl(si) = 0 äëÿ ëþáîãî l òàêîãî, ÷òî tk < l < tk+1.

Òî åñòü ÷åðåç t1 øàãîâ ìû ìîæåì âïåðâûå ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàñòü
â ñîñòîÿíèå si, ÷åðåç t2 � âî âòîðîé ðàç, ÷åðåç tk � â k-é ðàç è òàê äàëåå. Äëÿ
ñîñòîÿíèÿ si öåïè MC(M(Zm, N)) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå Êýëè ìîíîèäà
M(Zm, N) ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå ïóòè èç âåðøèíû s1 â âåðøèíó si äëèí
t1, t2, . . . , tk, . . . è äëÿ ëþáîãî k íå ñóùåñòâóþò ïóòåé äëèíû l, ãäå tk < l < tk+1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåïü MC(M(Zm, N)) èìååò ïåðèîä N è ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäöåïè C0, . . . , CN−1, ïðè÷åì

|C0| = . . . = |CN−1| = Nm−1.

Ýòè ïîäöåïè C0, . . . , CN−1 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì s1 ∈ C0.
Äàëåå â C0 äîáàâëÿþòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå èç s1 ðîâíî çà N øàãîâ.
Ïîòîì äîáàâëÿþòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå ðîâíî çà N øàãîâ èç äîáàâ-
ëåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà åñòü åùå íå äîáàâëåííûå.
Ïîëó÷àåòñÿ öåïü C0. Òåïåðü öåïü C1 ñîñòîèò èç âñåõ ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ
èç âñåõ ñîñòîÿíèé öåïè C0 ðîâíî çà 1 øàã, öåïü C2 � ðîâíî çà 2 øàãà, è òàê
äàëåå. Ïîñëåäíÿÿ öåïü CN−1 ñîäåðæèò ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå èç C0 ðîâíî çà
N − 1 øàãîâ. Ìàòðèöû ïîäöåïåé C0, . . . , CN−1 ðàâíû PN .

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû è
ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà P öåïè
Ìàðêîâà MC(M(Zm, N)) (êàê è ëþáîé äðóãîé êîíå÷íîé öåïè) ÿâëÿåòñÿ ñòî-
õàñòè÷åñêîé. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè åå ýëåìåíòû
íåîòðèöàòåëüíû è ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíà
1. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ îïÿòü äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ öåïè MC(M(Zm, N)) è ïîä-
öåïåé C0, . . . , CN−1 ÿâëÿþòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèìè, òàê êàê â ëþáóþ âåð-
øèíó s ãðàôà Êýëè ìîíîèäà M(Zm, N) âõîäÿò ðîâíî m ðåáåð, ïîìå÷åííûõ
ïîðîæäàþùèìè z1, . . . , zm. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî zi îä-
íî ðåáðî, ïîìå÷åííîå zi, âõîäèò â âåðøèíó s èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé
ýëåìåíòó szN−1i . Åñëè äâà ðåáðà, ïîìå÷åííûå zi, âõîäÿò â s èç äâóõ ðàçíûõ
âåðøèí sl è st, òî s = slai = stai, îòêóäà sl = st.

Äëÿ öåïè ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè îäè-
íàêîâû (ñì. [4], ñòð. 386). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî s ∈ Cl èìååò ìåñòî

(1) pt(s) = 0, åñëè t 6= l( mod N),
(2) limt→∞ ptN+l(s) = p(s) = 1

|Cl| =
1

Nm−1 .

Çäåñü pt(s) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå t øàãîâ öåïü áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ñîñòîÿíèè s. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå ñëîâî â
àëôàâèòå Zm äëèíû t ðàâíî ýëåìåíòó s â ìîíîèäå M(Zm, N), òî åñòü

pt(s) =
|eq(s)t|
mt

,

ãäå eq(s) = {w ∈ Z∗m : w = s â M(Zm, N)}.
Ïóñòü n äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû äëÿ t ≥

√
n âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|eq(s)t|
mt

<
2

Nm−1 .
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Îöåíèì

ρn(EM(Zm, N)) =
|EM(Zm, N)n|
(Z∗m × Z∗m)n

=
|EM(Zm, N)n|

nmn
=

=
1

n

n∑
k=0

Nm∑
i=1

( |eq(si)k|
mk

· |eq(si)n−k|
mn−k

)
<

<
2
√
n

n
+

1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

Nm∑
i=1

( |eq(si)k|
mk

· |eq(si)n−k|
mn−k

)
<

<
2
√
n

n
+

1

n

n−[
√
n]∑

k=[
√
n]

Nm∑
i=1

( 2

Nm−1 ·
2

Nm−1

)
<

2
√
n

n
+
n− 2

√
n

n
· 4

Nm−2 .

Òî åñòü èìååì îöåíêó

ρn(EM(Zm, N)) <
2√
n
+

4

Nm−2 .

À ñ ó÷åòîì îöåíêè (7) ïîëó÷àåì

ρn

(
PT (N,m)

)
<

2e2m/3

√
n

+
4e2m/3

Nm−2 .

Òåïåðü

ρ
(
PT (N,m)

)
= lim

n→∞
ρn

(
PT (N,m)

)
≤

≤ lim
n→∞

(2e2m/3

√
n

+
4e2m/3

Nm−2

)
=

4e2m/3

Nm−2 .

À ñ ó÷åòîì (6) èìååì

ρ
(
PT (N)

)
<

4e2m/3

Nm−2

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m. Òàê êàê N ≥ 2, à e2/3 < 2, òî óâåëè÷åíèåì m
ýòó âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ρ
(
PT (N)

)
= 0. �

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðèîäîì ýëåìåíòà a ïîëóãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî ak = ak+m äëÿ íåêîòîðîãî k.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � êîíå÷íûé ìîíîèä òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
a ∈ S ïåðèîäà áîëüøå 1. Òîãäà ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâ íàä S ãåíåðè÷åñêè
ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ S � ýëåìåíò ïåðèîäà N > 1. Ïîëèíîìèàëüíûé ýô-
ôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A, ðåøàþùèé ïðîáëåìó ïðîâåðêè òîæäåñòâ,
ðàáîòàåò íà âõîäå (p, q) ∈ X∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Âû÷èñëÿåò di(p, q), i = 1, . . . , |p|+ |q|.
(2) Ïðîâåðÿåò, äåëèòñÿ ëè di(p, q) íà N äëÿ âñåõ i = 1, . . . , |p|+ |q|.
(3) Åñëè ÄÀ, òî âûäàåò îòâåò ¾?¿.
(4) Åñëè ÍÅÒ, òî âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãîðèòì A êîððåêòíî ðåøàåò ïðîáëåìó ïðî-
âåðêè òîæäåñòâ â ìîíîèäå S, äîïóñòèì, ÷òî dk(p, q) íå äåëèòñÿ íà N äëÿ íåêî-
òîðîãî k. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ òåðìîâ p è q íà íàáîðå ýëåìåíòîâ (a1, . . . , an),
ãäå ak = a è a � ýëåìåíò ìîíîèäà S ïåðèîäà N , è ai = 1 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
i 6= k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

p(a1, . . . , an) = am 6= q(a1, . . . , an) = ak

ïîòîìó ÷òî m − k íå äåëèòñÿ íà N . Òàêèì îáðàçîì, p = q íå ÿâëÿåòñÿ òîæäå-
ñòâîì íàä S è àëãîðèòì A âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Ïðåíåáðåæèìîñòü
ìíîæåñòâà âõîäîâ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì A âûäàåò îòâåò ¾?¿, ñëåäóåò èç ëåììû
3. �

5. Êîíå÷íûå ìîíîèäû Áðàíäòà

Ïîëóãðóïïà Áðàíäòà Bn åñòü ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Bn = {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ n}

ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì 0. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Bn îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i, j)(k, l) =

{
(i, l), åñëè j = k,
0, èíà÷å,

äëÿ âñåõ i, j, k, l ≤ n. Òàêæå ïîëîæèì 0x = 0 è x0 = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Bn. Ìîíîèä
Áðàíäòà B1

n � ýòî ïîëóãðóïïà Áðàíäòà Bn ñ ïðèñîåäèíåííîé åäèíèöåé 1.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìîíîèäà B1

n ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè, à ïîòîìó
èõ ïåðèîäû ðàâíû 1. Òàêèì îáðàçîì, ê ìîíîèäó B1

n íå ïðèìåíèì àëãîðèòì èç
òåîðåìû 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóãðóïïîâûõ òåðìîâ, à ÷åðåç PT ìíî-
æåñòâî ïàð òåðìîâ.

Âàæíåéøóþ ðîëü â èçó÷åíèè òîæäåñòâ â êîíå÷íûõ ìîíîèäàõ Áðàíäòà èãðà-
þò íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûå ãðàôû. Ñëåäóÿ [18], äëÿ òåð-
ìà t(x1, . . . , xn) îïðåäåëèì äâóäîëüíûé ãðàô B(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãðàô
B(t) èìååò n âåðõíèõ âåðøèí u(x1), . . . , u(xn) è n íèæíèõ âåðøèí b(x1), . . . , b(xn).
Êàæäîé ïåðåìåííîé â òåðìå t ñîîòâåòñòâóþò äâå âåðøèíû u(xi) è b(xi). Âåð-
øèíû u(xi) è b(xj) ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå B(t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â òåðìå t åñòü ïîäñëîâî xixj . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

C(B(t)) = {C1, C2, . . . , Ck}

ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (çàäàííûõ ìíîæåñòâàìè âåðøèí) ãðàôà
B(t). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Ck of B(t) çàâèñèò îò ïåðåìåí-
íîé xi, åñëè â Ck ïðèñóòñòâóåò âåðøèíà u(xi) èëè âåðøèíà b(xi).

Íàïðèìåð, òàê âûãëÿäèò ãðàô B(t) äëÿ òåðìà t = x1x3x1x2x5x6x5.
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a

a

b(x4)
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Â ýòîì ãðàôå èìååòñÿ 8 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò:

(1) {u(x1), b(x2), b(x3)},
(2) {b(x1), u(x3)},
(3) {u(x2), b(x5), u(x6)},
(4) {u(x5), b(x6)},
(5) {u(x4)},
(6) {b(x4)},
(7) {u(x7)},
(8) {b(x7)}.
Ñåéô è Ñàáî [18] (Ïðåäëîæåíèå 4.12) äîêàçàëè, ÷òî t1 = t2 ÿâëÿåòñÿ òîæäå-

ñòâîì â ïîëóãðóïïå Áðàíäòà Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1) C(B(t1)) = C(B(t2)),
(2) ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà B(t1), ñîäåðæàùàÿ u(xi), ãäå xi � ýòî ïåðâàÿ áóêâà

t1, ñîâïàäàåò ñî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé B(t2), ñîäåðæàùåé u(xj), ãäå xj
� ýòî ïåðâàÿ áóêâà t2,

(3) ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà B(t1), ñîäåðæàùàÿ b(xk), ãäå xk � ïîñëåäíÿÿ áóêâà
t1, ñîâïàäàåò ñî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé B(t2), ñîäåðæàùåé b(xl), ãäå xl �
ïîñëåäíÿÿ áóêâà t2.

Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû ìíîæåñòâ C(B(t1)) è C(B(t2)) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïîýòîìó ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâ íàä ïîëóãðóï-
ïîé Áðàíäòà Bn ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â òîæå âðåìÿ, êàê áûëî
äîêàçàíî Êëèìîé [13] è Ñåéôîì [17], ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâ íàä ìîíî-
èäîì Áðàíäòà B1

n, n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ co-NP-ïîëíîé, è íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè óñëîâèè P 6= NP.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïàð òåðìîâ

EPT = {(t1, t2) ∈ PT : C(B(t1)) = C(B(t2))}.

Ëåììà 4. Ìíîæåñòâî EPT ïðåíåáðåæèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ðàçìåð ïàðû òåðìîâ n. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå

EPT n = EPT (1, n− 1) ∪ EPT (2, n− 2) ∪ . . . ∪ EPT (n− 1, 1),

ãäå

EPT (l, n− l) = {(t1, t2) ∈ EPT n : |t1| = l, |t2| = n− l}.



Î ÃÅÍÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÒÎÆÄÅÑÒÂ 13

Òåïåðü

(8) ρn

(
EPT

)
=
|EPT n|
|PT n|

=
1

n− 2

n−1∑
l=1

|EPT (l, n− l)|
nn

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n, l) ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ ðàçìåðà l îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.
Çàìåòèì, ÷òî |T (n, l)| = nl.

Çàôèêñèðóåì òåðì t1(x1, . . . , xn) ðàçìåðà l < n. Ïóñòü

C(B(t1)) = {C1, C2, . . . , Ck}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(t1) ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ t2 èç T (n, n − l) òàêèõ, ÷òî
C(B(t1)) = C(B(t2)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(9) EPT (l, n− l) = {(t1, t2) : t1 ∈ T (n, l), t2 ∈ T (n, n− l), t2 ∈ E(t1)}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i 6= j è i, j ≤ n. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕij èç T (n, n− l)

â T (n, n− l), êîòîðîå ïåðåñòàâëÿåò ïåðåìåííûå xi è xj â êàæäîì òåðìå. Ïóñòü
êîìïîíåíòà C1 çàâèñèò îò m ïåðåìåííûõ, ãäå 1 ≤ m ≤ n − 1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî C1 çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi è íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xj . Îáîçíà÷èì
÷åðåç I âñå òàêèå ïàðû i, j. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

(1) E(t1) ∩ ϕij(E(t1)) = ∅ äëÿ âñåõ i, j ∈ I,
(2) áîëåå òîãî ϕij(E(t1)) ∩ ϕkl(E(t1)) = ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ i, j ∈ I è k, l ∈ I,
(3) îòîáðàæåíèå ϕij åñòü áèåêöèÿ ìåæäó E(t1) è ϕij(E(t1)), ïîýòîìó |E(t1)| =
|ϕij(E(t1))|.

Èç ýòîãî ñëåäóåò

E(t1) ∪
⋃

(i,j)∈I

ϕij(E(t1)) ⊆ T (n, n− l)

è

(10) |T (n, n− l)| ≥ |E(t1)|+
∑

(i,j)∈I

|ϕij(E(t1))| = (|I|+ 1)|E(t1)|.

Çàìåòèì, ÷òî |I| ≥ n
2 . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè m ≤ n

2 ,
òî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü i òàêîå, ÷òî C1 çàâèñèò îò xi è èìååòñÿ íå ìåíåå n

2
âàðèàíòîâ âàáîðà j òàê, ÷òî C1 íå çàâèñèò îò xj . Ïîýòîìó |I| ≥ n

2 â ýòîì ñëó÷àå.
Åñëè m > n

2 , òî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü j òàê, ÷òî C1 íå çàâèñèò îò xj è ñíîâà
èìååòñÿ íå ìåíåå n

2 âàðèàíòîâ âûáîðà i òàê, ÷òî C1 çàâèñèò îò xi. Ñíîâà èìååì
|I| ≥ n

2 .
Òåïåðü îöåíêà (10) âëå÷åò

|E(t1)| ≤
|T (n, n− l)|(

n
2 + 1

) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

|EPT l,n−l|
nn

=
|T (n, l)| · |E(t1)|

|T (n, l)| · |T (n, n− l)|
≤ 1

n
2 + 1

.

Ó÷èòûâàÿ (8) è (9), ïîëó÷àåì

ρn

(
EPT

)
=

1

n− 2

n−1∑
l=1

|EPT (l, n− l)|
nn

≤ 1

n− 2
· n− 2

n
2 + 1

=
1

n
2 + 1

.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî EPT ïåðåíåáðåæèìî. �
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Òåîðåìà 3. Ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâ â ìîíîèäå Áðàíäòà B1
n ãåíåðè÷å-

ñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûé ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àë-
ãîðèòì A, êîòîðûé ðàáîòàåò íà âõîäå (t1, t2) ∈ PT ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Ñòðîèò ãðàôû B(t1) è B(t2). Ýòî äåëàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
(2) Åñëè C(B(t1)) 6= C(B(t2)), òî âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Â ýòîì ñëó÷àå òåð-

ìû t1 è t2 íå ýêâèâàëåíòíû íàä ïîëóãðóïïîé Bn ïî òåîðåìå Ñåéôà è
Ñàáî [18]. Òåì áîëåå îíè íå ýêâèâàëåíòíû íàä ìîíîèäîì B1

n.
(3) Åñëè C(B(t1)) = C(B(t2)), òî âûäàåò îòâåò ¾?¿. Ýòîò ñëó÷àé ïðåíåáðå-

æèì ïî ëåììå 4.

Ïðåíåáðåæèìîñòü ìíîæåñòâà âõîäîâ, íà êîòîðûõ àëãîðèòìA âûäàåò îòâåò ¾?¿,
ñëåäóåò èç ëåììû 4. �
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