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Abstract. The paper considers two-parameter families of planar vector
�elds with central symmetry. At zero values of the parameters, the �eld
has a rough saddle at the origin of coordinates O and two symmetric
loops of the separatrices of this saddle. The saddle value � the trace of the
matrix of the linear part of the �eld at the point O � is assumed to be zero.
We describe a bifurcation diagram of a generic family � a partition of a
neighborhood of zero on the parameter plane into topological equivalence
classes of vector �elds in a �xed neighborhood U of the polycycle formed
by loops of separatrices. In particular, for each element of the partition,
the number and type of closed trajectories of the �eld belonging to U are
indicated.

Keywords: planar vector �eld, central symmetry, bifurcation, saddle,
separatrix, limit cycle.

1. Ââåäåíèå

Ïîñêîëüêó äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè, îáëàäàþùèå öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè ðÿäà ïðîöåññîâ, òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå áèôóðêàöèé â òè-
ïè÷íûõ êîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ òàêèõ ñèñòåì. Îïèñàíèå íåëî-
êàëüíûõ áèôóðêàöèé â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ, à òàêæå â íåêîòîðûõ
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äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ, ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå èçâåñòíîãî îïèñà-
íèÿ áèôóðêàöèé â òèïè÷íûõ îäíî- è äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì áåç ñèììåòðèè [1, 2]. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îäèí êëàññ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñèììåòðèåé, èìåþùèõ êîðàçìåðíîñòü äâà â
ïðîñòðàíñòâå âñåõ òàêèõ ñèñòåì, è îïèøåì èõ òèïè÷íûå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå
äåôîðìàöèè, íå ñâîäÿùèåñÿ ê òèïè÷íûì äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì áèôóðêàöèÿì
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áåç ñèììåòðèè. À èìåííî, áóäóò îïèñàíû áèôóðêàöèè
ñèñòåìû X0, èìåþùåé â íà÷àëå êîîðäèíàò O ãðóáîå ñåäëî ñ íóëåâîé ñåäëî-
âîé âåëè÷èíîé, ñåïàðàòðèñû êîòîðîãî îáðàçóþò äâå ñèììåòðè÷íûõ ïåòëè Γ+

0

è Γ−0 , â îêðåñòíîñòè ïîëèöèêëà Γ0 = Γ+
0 ∪Γ−0 . Ïåðâàÿ ñåïàðàòðèñíàÿ âåëè÷èíà

äëÿ ïåòåëü ïðåäïîëàãàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîëèöèêë ÿâëÿåòñÿ
àòòðàêòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî áèôóðêàöèè â îêðåñòíîñòè ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà ñ íóëåâîé
ñåäëîâîé âåëè÷èíîé âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû Å.À. Ëåîíòîâè÷ [3]. Åå ðåçóëü-
òàòû ÷àñòè÷íî ïîâòîðåíû Ð. Ðóññàðè â [4]. Â ñëó÷àå ïåòëè ñ íóëåâîé ñåäëîâîé
âåëè÷èíîé è íåíóëåâîé ïåðâîé ñåïàðàòðèñíîé âåëè÷èíîé áèôóðêàöèîííàÿ äèà-
ãðàììà äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïèñàíà Â.Ï.
Íîçäðà÷åâîé [5].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåéXε(z) = P1(z, ε)∂/∂z1+P2(z, ε)∂/∂z2
íà ïëîñêîñòè, çàâèñÿùåå îò äâóìåðíîãî ïàðàìåòðà ε = (ε1, ε2). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî P1, P2 ∈ Cr ( r ≥ 3) , âåêòîðíûå ïîëÿ Xε èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ S : z 7→ −z, òî åñòü Xε(−z) = −Xε(z), è óäîâëåòâîðÿþò ñôîðìó-
ëèðîâàííûì íèæå óñëîâèÿì Ó1�Ó4.

Ó1. Òî÷êà O = (0, 0) ∈ R2 ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì ñåäëîì ïîëÿ X0 ñ ñåäëîâîé
âåëè÷èíîé (P1)′z1(0, 0) + (P2)′z2(0, 0) = 0.

Ó2. Âûõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñà L+
0 ñåäëà O (ïóñòü îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

z = ζ(t), t ∈ R) ñîâïàäàåò ñ âõîäÿùåé ñåïàðàòðèñîé L−0 , îáðàçóÿ ïåòëþ Γ+
0 :=

L+
0 ∪ {O} = L−0 ∪ {O}. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò è ñåïàðàòðèñû SL+

0 è
SL−0 , îáðàçóÿ ïåòëþ Γ−0 = SΓ+

0 .
Ó3. Ïåðâàÿ ñåïàðàòðèñíàÿ âåëè÷èíà

s1 =

∫ +∞

−∞
((P1)′z1(ζ(t), 0) + (P2)′z2(ζ(t), 0))dt < 0.

Ïðè âñåõ ε, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì äëÿ ïîëÿ
Xε, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè ïîëÿ â òî÷êå O , λ1(ε) > 0
è λ2(ε) < 0 � Cr−1-ôóíêöèè îò ε. Îáîçíà÷èì σ(ε) := λ1(ε) + λ2(ε) ñåäëîâóþ
âåëè÷èíó, λ(ε) := −λ2(ε)/λ1(ε) � ñåäëîâîé èíäåêñ. Ïîñêîëüêó σ(0) = 0, òî
λ(0) = 1.

Ïóñòü η : (−1, 1) → R2 � òàêîå C∞-îòîáðàæåíèå, ÷òî η(0) = ζ(0) , ∀s ∈
(−1, 1) η′(s) 6= 0, à ðåïåð (η′(0), ζ ′(0)) = (η′(0), X0(ζ(0))) ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàí. Òàê êàê èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà Cr−1-ãëàäêî çàâèñÿò
îò ïàðàìåòðà, òî ïðè ε, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, ñåäëî O èìååò âûõîäÿ-
ùóþ (âõîäÿùóþ) ñåïàðàòðèñó L+

ε (L−ε ) , òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ äóãó
η(−1, 1) â òî÷êå η(u+(ε)) (η(u−(ε))), ãäå u±(·) ∈ Cr−1, u±(0) = 0. Îáîçíà÷èì
u(ε) := u+(ε)− u−(ε).

Ó4. Êîâåêòîðû λ′(0) è u′(0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè ïîëÿ X0 â îêðåñòíîñòè ïîëèöèêëà

Óñëîâèå Ó4 íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè ñåïàðàòðèñû L+
0 è îòîá-

ðàæåíèÿ η.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ó1�Ó4 â îêðåñòíîñòè íóëÿ íà ïëîñêîñòè ïàðàìåò-

ðîâ ìîæíî ââåñòè Cr−1-êîîðäèíàòû (ε1, ε2) òàê, ÷òî

(1) λ(ε) = 1− ε1, u(ε) = ε2.

Äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïàðàìåòð ε ñ åãî êîîðäèíàòíîé ñòðîêîé: ε = (ε1, ε2).
Îïèøåì òðàåêòîðèè âåêòîðíûõ ïîëåé Xε â îêðåñòíîñòè ïîëèöèêëà Γ0 :=

Γ+
0 ∪ Γ+

0 , ãîìåîìîðôíîãî ¾âîñüìåðêå¿.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå X0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ó1�Ó3. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü U ïîëèöèêëà Γ0 ñ ãðàíèöåé ∂U , ñîñòîÿùåé èç
òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ãëàäêèõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ
γ+int, γ

−
int = Sγ+int è γext = Sγext, â òî÷êàõ êîòîðûõ ïîëå X0 íàïðàâëåíî âíóòðü

U , à âñå òðàåêòîðèè ïîëÿ X0, íà÷èíàþùèåñÿ â êîëüöåâîé îáëàñòè ìåæäó γ+int
è Γ+

0 , γ−int è Γ−0 , γext è Γ0 , ω-ïðåäåëüíû ñîîòâåòñòâåííî ê Γ+
0 , Γ−0 , Γ0 è âû-

õîäÿò èç U ïðè óáûâàíèè âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ γ+int, γ
−
int, γext

(ðèñ. 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé Xε óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Ó1�Ó4. Òîãäà îêðåñòíîñòü U ïîëèöèêëà Γ0, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â òåîðåìå
1, è ÷èñëî δ > 0 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

Â òî÷êàõ ∂U âåêòîðíûå ïîëÿ Xε , ε ∈ (−δ, δ)2, íàïðàâëåíû âíóòðü U .
Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ (−δ, δ)2 ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâà B0 = {(0, 0)}, Ei,

Bi, i = 1, 2, 3, 4, ãäå (ðèñ. 2)
B1 = {ε : ε1 = β1(ε2)}, β1 : (−δ, 0)→ (0, δ), β1 ∈ C1, β1(−0) = β′1(−0) = 0,

Ei � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà (−δ, δ)2\
⋃4
k=0 Bk, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò Bi è

Bi+1 (çäåñü B6 = B1),
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) Âåêòîðíûå ïîëÿ Xε ïðè ε ∈ Ei (i = 1, 2, 3, 4) ãðóáûå â U .
2) Âåêòîðíûå ïîëÿ Xε ïðè ε ∈ Bi (i = 1, 2, 3, 4) ïåðâîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè

â U .
3) Âåêòîðíûå ïîëÿ Xε |U èìåþò ñëåäóþùèå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè è ïåò-

ëè ñåïàðàòðèñ:
ïðè ïðè ε ∈ B1 � äâîéíîé öèêë, ãîìîòîïíûé γext , è ïî óñòîé÷èâîìó öèêëó

ãîìîòîïíîìó, ñîîòâåòñòâåííî, γ+int è γ
−
int;
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

ïðè ε ∈ E1 � äâà öèêëà, óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé, ãîìîòîïíûå γext, è
ïî óñòîé÷èâîìó öèêëó ãîìîòîïíîìó, ñîîòâåòñòâåííî, γ+int è γ

−
int;

ïðè ε ∈ B2 � óñòîé÷èâûé öèêë, ãîìîòîïíûé γext, ïîëèöèêë èç äâóõ ïåòåëü
ñåïàðàòðèñ è ïî óñòîé÷èâîìó öèêëó, ãîìîòîïíîìó, ñîîòâåòñòâåííî, γ+int è

γ−int;
ïðè ε ∈ E2 � óñòîé÷èâûé öèêë, ãîìîòîïíûé γext, è ïî äâà öèêëà, óñòîé÷è-

âîìó è íåóñòîé÷èâîìó, ãîìîòîïíûõ, ñîîòâåòñòâåííî, γ+int è γ
−
int;

ïðè ε ∈ B3 � óñòîé÷èâûé öèêë, ãîìîòîïíûé γext, è ïî äâîéíîìó öèêëó,
ãîìîòîïíîìó, ñîîòâåòñòâåííî, γ+int è γ

−
int;

ïðè ε ∈ E3 � åäèíñòâåííûé öèêë, îí óñòîé÷èâ è ãîìîòîïåí γext;
ïðè ε ∈ B4 � óñòîé÷èâûé ïîëèöèêë èç äâóõ ïåòåëü ñåïàðàòðèñ;
ïðè ε ∈ E4 � ïî óñòîé÷èâîìó öèêëó, ãîìîòîïíîìó, ñîîòâåòñòâåííî, γ+int è

γ−int.
Òðàåêòîðèè âåêòîðíûõ ïîëåé Xε |U äëÿ ε ∈ Ei è ε ∈ Bi (i = 1, 2, 3, 4) ñõå-

ìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 ïðèâåäåíû â ðàçäåëàõ 3�4.

3. Ôóíêöèè ñîîòâåòñòâèÿ, ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ è ôóíêöèè

ðàñõîæäåíèÿ

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.17 èç [6] â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V (O) òî÷êè O ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò çàìåíà êîîðäèíàò

x = g1(z1, z2, ε), y = g2(z1, z2, ε),

ãäå ôóíêöèè gi ïðèíàäëåæàò êëàññó Cr−1 ïî ïåðåìåííûì z1, z2, à gi è (gi)
′
zj

� êëàññó Cr−2 ïî ïåðåìåííûì z1, z2, ε, òàêàÿ, ÷òî â êîîðäèíàòàõ x, y ïîëå Xε



148 Â.Ø. Ðîéòåíáåðã

èìååò âèä

(2) Xε = x(λ1(ε) + p(x, y, ε))∂/∂x+ y(λ2(ε) + q(x, y, ε))∂/∂y,

ãäå ôóíêöèè p è q ÿâëÿþòñÿ Cr−1-ãëàäêèìè îòíîñèòåëüíî x, y è Cr−2-ãëàäêèìè
îòíîñèòåëüíî x, y, ε,

(3) p(0, y, ε) = p(x, 0, ε) = q(0, y, ε) = q(x, 0, ε) = 0.

Èç äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîé òåîðåìû âèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèèXε(−z) = −Xε(z)
èìååì g1(−z, ε) = −g1(z, ε), g2(−z, ε) = −g2(z, ε), òî åñòü ñèììåòðè÷íûå òî÷êè
z è −z èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå êîîðäèíàòû (x, y) è (−x,−y). Ïîýòîìó

p(−x,−y, ε) ≡ p(x, y, ε), q(−x,−y, ε) ≡ q(x, y, ε).
Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü òî÷êó z ∈ V (O) ñ åå êîîðäè-
íàòíîé ñòðîêîé (x, y). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ε = 0
äóãè y = 0, x > 0 è x = 0, y > 0 ïðèíàäëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, ñåïàðàòðèñàì
L+
0 è SL−0 . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ d > 0 è δ1 > 0 îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ

(x, d) 7→ (d, ϕ+(x, ε)) è (x,−d) 7→ (d, ϕ−(x, ε)), x ∈ (0, d), ε ∈ (−δ1, δ1)2 ïî òðàåê-

òîðèÿì ïîëÿ Xε

∣∣∣V (O) , ãäå ϕ±(x, ε) è (ϕ±)′x(x, ε) � Cr−2-ôóíêöèè (ðèñ. 3). Èç

(1)�(3), ëåìì 13.1, 13.5 è çàìå÷àíèé ê íèì â [2] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà x̄ ∈ (0, d), δ2 ∈ (0, δ1], ÷òî ïðè âñåõ x ∈ (0, x̄], ε ∈ (−δ2, δ2)2

(4) ϕ±(x, ε) = ±d1−λ(ε)xλ(ε) + r±(x, ε)) = ±dε1x1−ε1 + r±(x, ε),

ãäå

(5) |∂i+jr±(x, ε)/∂xi∂εjk| ≤ x
1,5−ε1−i, 0 ≤ i+ j ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 1, k = 1, 2.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ū > 0, ȳ > 0 è δ3 ∈ (0, δ1) îïðåäåëåíû îòîáðàæå-
íèå ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ Xε, ε ∈ [−δ3, δ3]2, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó η(u−(ε) + u) ñ
u ∈ [−ū, ū] â òî÷êó (ψ(u, ε),−d), ãäå ψ(u, ε) ∈ (−x̄, x̄), ψ(0, ε) = 0, ψ ∈ Cr−2

è ψ′u(u, ε) < 0, è îòîáðàæåíèå ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ Xε, ε ∈ [−δ3, δ3]2, ïåðå-
âîäÿùåå òî÷êó (d, y) ñ y ∈ (−ȳ, ȳ) â òî÷êó η(u−(ε) + χ(y, ε)), ãäå χ ∈ Cr−2,
χ′y(y, ε) > 0, χ(0, ε) = u+(ε)− u−(ε) = ε2 (ðèñ. 3). Òðàåêòîðèþ ïîëÿ Xε, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç òî÷êó η(u−(ε) + u), u ∈ [−ū, ū], áóäåì îáîçíà÷àòü Lε(u).

Ïóñòü äàëåå ÷èñëà x̄ è ȳ ôèêñèðîâàíû. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ū è δ3 äëÿ
ëþáîãî ε ∈ (−δ3, δ3)2 îïðåäåëåíû ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 3)

f−ε (u) := χ(ϕ−(ψ(u, ε), ε), ε), u ∈ [−ū, 0)

è

f+ε (u) := χ(ϕ+(−ψ(u, ε), ε), ε), u ∈ (0, ū].

Ââåäåì òàêæå ôóíêöèè ðàñõîæäåíèÿ ∆±(u, ε) := f±ε (u)−u è ôóíêöèè fε(u) :=
f+ε (f+ε (u)).

Ôóíêöèÿ f−ε ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîñëåäîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ Xε íà
äóãå η(u−(ε) − ū, u−(ε)). Ïîýòîìó Lε(u∗), u∗ ∈ [−ū, 0), � çàìêíóòàÿ òðàåê-
òîðèÿ ïîëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f−ε (íóëü
ôóíêöèè ∆−(· , ε)). Ýòà òðàåêòîðèÿ � óñòîé÷èâûé (íåóñòîé÷èâûé) ãðóáûé ïðå-
äåëüíûé öèêë, åñëè (∆−)′u(u∗ , ε) < 0 ((∆−)′u(u∗ , ε) > 0) è äâîéíîé öèêë, åñëè
(∆−)′u(u∗ , ε) = 0, (∆−)′′uu(u∗ , ε) 6= 0.

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ïîëÿ Xε, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòî-
ðèÿ ïîëÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå η(u−(ε) + u) (Sη(u−(ε) + u)) ïðè u ∈ (0, ū],
ïåðåñåêàåò äóãó Sη(−1, 1) (η(−1, 1)) â òî÷êå Sη(u−(ε) + f+ε (u)) ( η(u−(ε) +
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Ðèñ. 3. Îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ïî òðàåêòîðèÿì

f+ε (u))). Ïîýòîìó fε � ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ. Òðàåê-
òîðèÿ Lε(u∗), u∗ ∈ (0, ū], çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðîõîäèò è
÷åðåç òî÷êó Sη(u−(ε)+u∗), ïðè ýòîì u∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, êàê äëÿ fε, òàê è
äëÿ f+ε , è íóëü äëÿ ∆+(· , ε). Òàê êàê (fε)

′(u∗) = [(f+ε )′(u∗)]
2, òî Lε(u∗) � óñòîé-

÷èâûé (íåóñòîé÷èâûé) ãðóáûé ïðåäåëüíûé öèêë, åñëè (f+ε )′(u∗) < 1 (> 1), òî
åñòü (∆+)′u(u∗ , ε) < 0 (> 0). Åñëè Lε(u∗) � íåãðóáàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, òî
(f+ε )′(u∗) = 1, (fε)

′′(u∗) = 2(f+ε )′′(u∗). Ïîýòîìó Lε(u∗) � äâîéíîé öèêë, åñëè
(∆+)′u(u∗ , ε) = 0, (∆+)′′uu(u∗ , ε) 6= 0.

Èç (4), (5) è ñâîéñòâ ôóíêöèé ψ è χ ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
D > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ [−δ3, δ3]2

(6) f+ε (u) = ε2 + c(ε)u1−ε1 +R+(u, ε) ïðè u ∈ (0, ū],

(7) f−ε (u) = ε2 − c(ε)(−u)1−ε1 +R−(u, ε) ïðè u ∈ [−ū, 0),

ãäå c(ε) > 0, c(·) ∈ C1,

(8) |∂i+jR±(u, ε)/∂ui∂εjk| ≤ D |u|
1,5−ε1−i, 0 ≤ i+ j ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 1, k = 1, 2.

Ïðè ε = 0 èç (7) è (8) íàõîäèì c(0) = (f−0 )′(−0). Êàê èçâåñòíî [2, ï. 13.1], [5],
äëÿ ïåòëè ñ íóëåâîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ
(f−0 )′(+0) = es1 . Èç óñëîâèÿ Ó3 è (6) ïîëó÷àåì

(9) (f+0 )′(+0) = c(0) = (f−0 )′(−0) < 1.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü ū ñòîëü ìàëûì, ÷òî

(10) ∆+(u, 0) < 0, (∆+)′u(u, 0) < 0 ïðè âñåõ u ∈ (0, ū],

(11) ∆−(u, 0) > 0 ïðè âñåõ u ∈ [−ū, 0).

Èç (6), (8)�(10) ñëåäóåò, ÷òî u0 ∈ (0, ū) è δ4 ∈ (0, δ3) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

(12) ∆+(u0, ε) < 0, (∆+)′u(u0, ε) < 0 ïðè âñåõ ε ∈ [−δ4, δ4]2,

(13) (∆+)′u(u, ε) < 0 ïðè âñåõ u ∈ (0, u0], ε ∈ [−δ4, 0]× [−δ4, δ4],

(14) (∆+)′′uu(u, ε) < 0 ïðè âñåõ u ∈ (0, u0], ε ∈ (0, δ4]× [−δ4, δ4],
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(15) (∆+)′ε2(u, ε) > 1/2 ïðè âñåõ u ∈ (0, u0], ε ∈ [−δ4, δ4]2,

(16) sgn ∆+(+0, ε) = sgn ε2 ïðè âñåõ ε ∈ [−δ4, δ4]2.

Ïóñòü ε ∈ (0, δ4] × [−δ4, δ4]. Èç (6) è (8) ïîëó÷àåì (∆+)′u(+ 0, ε) = +∞. Îò-
ñþäà, èç (12) è (14) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ Cr−2-ôóíêöèÿ m : (0, δ4] ×
[−δ4, δ4]→ (0, u0), ÷òî

(17) sgn(∆+)′u(u, ε) = sgn(m(ε)− u) ïðè u ∈ (0, u0].

Âûáåðåì ÷èñëî q, c(0) < q < 1. Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî u0 è δ4 ìîæíî ñ÷èòàòü
ñòîëü ìàëûìè, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ε ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

c(ε) < q, 0 < c(ε)(1− ε1)/(1− (R+)′u(m(ε), ε)) < q.

Èç (6) è (17) ïîëó÷àåì m(ε) = (c(ε)(1− ε1)/(1− (R+)′u(m(ε), ε))
1/ε1 , è ïîòîìó

(18) m(ε) ≤ q1/ε1 .

Îáîçíà÷èì M(ε) := ∆+(m(ε), ε). Èç (6), (8) è (18)

M(ε1,−ε1) ≤ −ε1 + q1/ε1 +Dq(1,5−ε 1)/ε 1 .

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå δ ∈ (0, δ4), ÷òî M(ε1,−ε1) < 0 ïðè âñåõ ε1 ∈ (0, δ).
Ïîñêîëüêó ∆+(+0, ε) |ε2=0 = 0 , òî èç (17) ïîëó÷àåì M(ε1, 0) > 0. Èç ýòèõ äâóõ
íåðàâåíñòâ è (15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (0, δ) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
β1(ε1) ∈ (−ε1, 0), ÷òî

(19) ∀ε ∈ (0, δ)× (−δ, 0) sgnM(ε) = sgn(ε2 − β1(ε1)).

Èç (15) è (19) ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì β1(·) ∈ C1. ßñíî, ÷òî
β1(+0) = 0. Ó÷èòûâàÿ (17), èìååì

(20) β′1(ε1) = −
M ′ε1(ε)

M ′ε2(ε)

∣∣∣∣ ε2 = β1(ε1)
= −

(∆+)′ε1(m(ε), ε)

(∆+)′ε2(m(ε), ε)

∣∣∣∣ ε2 = β1(ε1)
.

Èç (6) è (8) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî K > 0, ÷òî ïðè u ∈ (0, u0),
ε ∈ (0, δ)× (−δ, 0) |(∆+)′ε1(u, ε)| ≤ Ku1−ε1 | lnu|. Èç ýòîé îöåíêè, èç (15), (18) è
(20) ñëåäóåò, ÷òî β′1(+0) = 0.

4. Îêðåñòíîñòü U . Ïåðåñòðîéêè ôàçîâûõ ïîðòðåðîâ â U ïðè

èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ

Èç (10) è (11) ñîãëàñíî [8, ï. 3.14] ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç òî÷êó η(f+0 (u0)) (ñîîòâ.
η(f−0 (−u0)) ìîæíî ïðîâåñòè ãëàäêóþ çàìêíóòóþ òðàíñâåðñàëü γext = Sγext
(ñîîòâ. γ+int) ê ïîëþ X0, â òî÷êàõ z êîòîðîé âåêòîð X0(z) íàïðàâëåí âíóòðü åå
îòðèöàòåëüíîé (ïîëîæèòåëüíîé) ïîëóîêðåñòíîñòè. Îáîçíà÷èì U îêðåñòíîñòü
ïîëèöèêëà Γ0, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç êðèâûõ γext , γ

+
int è γ−int = Sγ+int.

Âñëåäñòâèå (10) è (11) ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ X0, íà÷èíàþùàÿñÿ â U è íå
ïðèíàäëåæàùàÿ Γ0, ω-ïðåäåëüíà ê Γ0 è âûõîäèò èç U ïðè óáûâàíèè âðåìåíè.
Îòñþäà ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.

Ñ÷èòàÿ δ âûáðàííûì äîñòàòî÷íî ìàëûì, äëÿ ëþáîãî ε ∈ (−δ, δ)2 áóäåì
èìåòü ïîëå Xε, íàïðàâëåííûì âíóòðü U â òî÷êàõ ∂U è íå èìåþùèì â U îñîáûõ
òî÷åê êðîìå O. Òîãäà ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ â U , îòëè÷íàÿ îò ñåäëà O, ïåðåñåêàåò
îäíó èç äóã η(u−(ε)−u0, u−(ε)+u0) èëè Sη(u−(ε)−u0, u−(ε)+u0). Îáîçíà÷èì
T+
ε := η(u−(ε), u−(ε) + u0), T−ε := η(u−(ε)− u0, u−(ε)).
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ßñíî, ÷òî ïðè ε ∈ (−δ, δ)2 âõîäÿùèå è âûõîäÿùèå ñåïàðàòðèñû ñåäëà O
ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ε2 = 0.

Èç (12), (13), (16), (17) è (19) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Ïðè ε2 = β1(ε1) ∆+(· , ε) èìååò åäèíñòâåííûé (äâóêðàòíûé) íóëü m(ε), à

äâîéíîé öèêë Lε(m(ε)) � åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
äóãó T+

ε . Ïðè ε ∈ (0, δ)× (−δ, 0), ε2 > β1(ε1) ∆+(· , ε) èìååò ðîâíî äâà ïðîñòûõ
íóëÿ 0 < u2(ε) < u1(ε) < u0, à ïîëå Xε èìååò ãðóáûå çàìêíóòûå òðàåêòî-
ðèè, ïåðåñåêàþùèå T+

ε , óñòîé÷èâóþ Lε(u1(ε)) è íåóñòîé÷èâóþ Lε(u2(ε)). Ïðè
ε ∈ (0, δ)× [0, δ) è ε ∈ (−δ, 0]× (0, δ) ∆+(· , ε) èìååò íà (0, u0] åäèíñòâåííûé íóëü
u1(ε) < u0, ïðè÷åì (∆+)′u(u1(ε) , ε) < 0, à ïîëå Xε èìååò åäèíñòâåííóþ çàìêíó-
òóþ òðàåêòîðèþ, ïåðåñåêàþùóþ äóãó T+

ε , � óñòîé÷èâûé ãðóáûé ïðåäåëüíûé
öèêë Lε(u1(ε)). Ïðè ε ∈ (−δ, 0] × (−δ, 0] è ε ∈ (0, δ) × (−δ, 0), ε2 < β1(ε1)
∀u ∈ (0, u0] ∆+(u, ε) < 0, è ïîòîìó âñå òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùóþ äóãó T+

ε ,
íåçàìêíóòûå.

Èç (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà äóãå η(−1, 1) ïàðàìåòð u çàìåíèòü íà −u, à ε2
çàìåíèòü íà − ε2, òî îòîáðàæåíèå ïî òðàåêòîðèÿì, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé f−ε ,
áóäåò èìåòü âèä (6) ñ òîé æå îöåíêîé äîáàâî÷íîãî ÷ëåíà, ÷òî è â (8). Ïîýòîìó,
êàê è âûøå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ïðè ε ∈ (0, δ)× (0, δ), ε2 = β2(ε1), ãäå β2 : (0, δ) → (0, δ), β2 ∈ C1, β2(+0) =
β′2(+0) = 0, ïîëå Xε èìååò åäèíñòâåííóþ çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ, ïåðåñåêàþ-
ùóþ äóãó T−ε (ST−ε ), � äâîéíîé öèêë. Ïðè ε ∈ (0, δ)×(0, δ), ε2 < β2(ε1) ïîëå Xε

èìååò äâå ãðóáûå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå T−ε (ST−ε ), óñòîé÷èâóþ
è íåóñòîé÷èâóþ. Ïðè ε ∈ (0, δ)×(−δ, 0] è ε ∈ (−δ, 0]×(−δ, 0) ïîëåXε èìååò åäèí-
ñòâåííóþ çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ, ïåðåñåêàþùóþ äóãó T−ε (ST−ε ), � óñòîé÷èâûé
ãðóáûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðè ε ∈ (−δ, 0]× [0, δ) è ε ∈ (0, δ)× (0, δ), ε2 > β2(ε1)
âñå òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùóþ äóãó T−ε (ST−ε ), íåçàìêíóòûå.

Îïðåäåëèâ òåïåðü ìíîæåñòâà Ei, Bi, i = 1, 2, 3, 4, òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â
ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2, ïîëó÷èì âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè
ïåòåëü ñåïàðàòðèñ è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Îòñþäà è èç âûáîðà îêðåñòíî-
ñòè U ñëåäóåò, ÷òî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, îòëè÷íûõ îò çàìêíóòûõ, òàêîå, êàê
óêàçàíî íà ðèñ. 2.

Ãðóáîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé Xε ïðè ε ∈ Ei è ïåðâàÿ ñòåïåíü íåãðóáîñòè ïðè
ε ∈ Bi (i = 1, 2, 3, 4) ñëåäóåò èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ãðóáîñòè è ïåðâîé ñòåïåíè
íåãðóáîñòè [7].

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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