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СИНГУЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ОПЕРАТОРА
НОРМАЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА,

ДЕЙСТВУЮЩЕГО НА ТРЕХМЕРНЫЕ СИММЕТРИЧНЫЕ
2-ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ

А.П. Полякова

Abstract. A problem of 3D 2-tensor field potential part reconstruction
by its known value of the normal Radon transform is considered. A
singular value decomposition of the operator is constructed for solving
the problem. Basic fields are constructed with usage of the Yakobi poly-
nomials, Gegenbauer polynomials and spherical harmonics.

Keywords: symmetric tensor field, potential field, potential, normal
Radon transform, singular value decomposition of operator, system of
orthogonal polynomials.

1. Введение

Классическим оператором интегральной геометрии, действующим на век-
торные и 2-тензорные поля, является лучевое преобразование [1]. В двумер-
ном случае для полного восстановления векторного поля необходимо знать
значения двух лучевых преобразований, продольного и поперечного, так как
каждое из них обладает ненулевым ядром, в то время как для полного вос-
становления симметричного, то есть инвариантного относительно всех пере-
становок индексов, 2-тензорного поля в R2 должны быть известны значения
уже трех лучевых преобразований (подробнее см. в [2]). В трехмерном случае
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по продольному лучевому преобразованию можно восстановить лишь солено-
идальную часть векторного или симметричного 2-тензорного поля. Для вос-
становления потенциальной части необходимо иметь другие данные. Одним из
операторов, позволяющих восстанавливать потенциальную часть векторного и
симметричного 2-тензорного поля, является нормальное преобразование Радо-
на. В работе [3] исследован вопрос обращения преобразования Радона симмет-
ричного 2-тензорного поля в R3 и, в частности нормального преобразования
Радона. Отметим также работу [4], в которой предложены два подхода восста-
новления трехмерных потенциальных векторных и симметричных 2-тензорных
полей по известным значениям нормального преобразования Радона, основан-
ные на методе приближенного обращения.

В данной работе построено сингулярное разложение оператора нормаль-
ного преобразования Радона, действующего на трехмерные симметричные 2-
тензорные поля. Сингулярные разложения операторов преобразования Радона
[5]–[10] и продольного лучевого преобразования [11], действующих на скаляр-
ные поля в R3, хорошо известны. В указанных работах базисные поля стро-
ятся на основе различных вариаций ортогональных многочленов и сфериче-
ских гармоник. В частности, при построении базисных полей в работе [9] ис-
пользовались полиномы Якоби и полиномы Гегенбауэра. Основываясь на этом
результате, а также связи лучевых преобразований и нормального преобразо-
вания Радона с преобразованием Радона, были получены сингулярные разло-
жения операторов лучевых преобразований векторных [12] и симметричных
2-тензорных [13] полей в R2 и разложение оператора нормального преобразо-
вания Радона векторных полей в R3 [14],[15], а также результат данной статьи.
Отметим работы посвященные разработке, реализации и исследованию алго-
ритмов численного решения задач векторной и тензорной томографии в R2

и R3 с использованием указанных выше SV-разложений [16]–[19]. Упомянем
работу [20], в которой построено сингулярное разложение оператора веерного
преобразования Радона, действующего на двумерные тензорные поля произ-
вольной валентности.

В работе [19] предложен алгоритм численного решения задачи 2-тензорной
томографии по восстановлению трехмерного потенциального симметричного
2-тензорного поля по его известному нормальному преобразованию Радона, ос-
нованный на методе усеченного сингулярного разложения. Именно, оператор
нормального преобразования Радона представляется в виде ряда по сингуляр-
ным числам и базисным элементам в пространстве образов, тогда обратный
оператор будет представлять собой ряд со схожей структурой, где задейство-
ваны прообразы этих базисных элементов и те же сингулярные числа (более по-
дробно см. [7],[21],[10]). Необходимо отметить, что [19] посвящена лишь числен-
ному решению задачи трехмерной 2-тензорной томографии, ортогональность
базисных полей степени N 6 50 в основном пространстве была проверена с
использованием пакета программ Wolfram Mathematica 9. В данной работе это
утверждение теоретически обосновано для полей произвольной степени, тем
самым построено сингулярное разложение оператора нормального преобразо-
вания Радона, действующего на трехмерное симметричное 2-тензорное поле.
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2. Основные определения

Введем обозначения B = {x ∈ R3
∣∣ |x| = √x21 + x22 + x23 < 1} для единичного

шара, ∂B = {x ∈ R3
∣∣ |x| = 1} — для единичной сферы, Z = {(s, ξ)

∣∣ ξ ∈
R3, |ξ| = 1, s ∈ (−1, 1)} — для цилиндра.

Функции будем обозначать через f(x), g(x), . . . Для потенциалов будем ис-
пользовать обозначения φ(x), ψ(x), . . . Множество симметричных m-тензорных
полей w(x) = (wi1...im(x)), u(x) = (ui1...im(x)), v(x) = (vi1...im(x)), i1, . . . , im =
1, 2, 3, определенных вB, обозначается Sm(B). Скалярное произведение в Sm(B)
вводится формулой

〈u(x),v(x)〉 =

3∑
i1,..,im=1

ui1..im(x)vi1..im(x).

Функциональное пространство L2(Sm(B)) состоит из интегрируемых в квад-
рате симметричных m-тензорных полей, определенных в B. Скалярное про-
изведение двух тензорных полей u и v из пространства L2(Sm(B)) задается
формулой:

(u,v)L2(Sm(B)) =

∫
B

〈u(x),v(x)〉dx.

Пространства Соболева для симметричных m-тензорных полей обозначим че-
рез Hk(Sm(B)). Через Hk

0 (Sm(B)) обозначим пространство симметричных 2-
тензорных полей из Hk(Sm(B)), обращающихся в ноль на границе области
вместе со всеми своими производными вплоть до (k− 1)-го порядка. Кроме то-
го, мы будем использовать весовое пространство L2(Z, ρ), где ρ(s) > 0 задана
на Z. Скалярное произведение функций f и g из L2(Z, ρ) задается формулой:

(f, g)L2(Z,ρ) =

∫
Z

f(x)g(x)ρ(x)dx.

Дифференциальные операторы.Мы будем использовать следующие опе-
раторы:

1) Оператор внутреннего дифференцирования

d : Hk(Sm(B))→ Hk−1(Sm+1(B)),

который действует на потенциал ψ и векторное поле v следующим образом:

(dψ)i =
∂ψ

∂xi
, (dv)ij =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

2) Оператор ротора

rot : Hk(S1(B))→ Hk−1(S1(B)),

который действует на векторное поле w по формуле

rotw =

(
∂w3

∂x2
− ∂w2

∂x3
,
∂w1

∂x3
− ∂w3

∂x1
,
∂w2

∂x1
− ∂w1

∂x2

)
.

3) Оператор дивергенции

div : Hk(Sm+1(B))→ Hk−1(Sm(B)),
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который действует на тензорное поле w по правилу:

(divw)i1..im =

3∑
j=1

∂wi1..imj
∂xj

.

Напомним, что m-тензорное поле u ∈ Hk(Sm(B)) называется потенциаль-
ным, если существует (m−1)-тензорное поле v ∈ Hk+1(Sm−1(B)) (потенциал),
такое что u = dv. Поле w ∈ Hk(Sm(B)) называется соленоидальным, если
divw = 0 ∈ Hk−1(Sm−1(B)). Очевидно, что векторное поле w = rotu — со-
леноидально. Аналогично, симметричное 2-тензорное поле w соленоидально,
если (wi1, wi2, wi3) = rotvi, i = 1, 2, 3 для некоторых векторных полей vi.

Известно [1], что имеет место единственное разложение любого симметрич-
ного m-тензорного поля v ∈ L2(Sm(B)):

v = w + du,

w ∈ H1(Sm(B)), divw = 0, u ∈ H1
0 (Sm−1(B)).

В работе [19] было показано, что для симметричного 2-тензорного поля
v ∈ L2(S2(B)) существует единственное разложение

v = w + d(rotu) + d2φ,

где

w ∈ H1(S2(B)), divw = 0,

u ∈ H2(S1(B)), rotu ∈ H1
0 (S1(B)),

φ ∈ H2
0 (B).

Интегральные операторы. Плоскость Pξ,s в R3 задается нормальным
уравнением 〈ξ, x〉 − s = 0 для x = (x1, x2, x3), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), |ξ| = 1. Здесь
|s| — расстояние от плоскости до начала координат, а ξ — нормальный вектор
плоскости.

Преобразование Радона Rf : L2(B) → L2(Z, ρ) скалярной функции f(x)
задается формулой

[Rf ](s, ξ) =

∫
Pξ,s∩B

f(x) dx.

Нормальное преобразование Радона R⊥2 : L2(S2(B)) → L2(Z, ρ) симметрич-
ного 2-тензорного поля u(x) задается формулой

[R⊥2 u](s, ξ) =

∫
Pξ,s∩B

〈u(x), ξ2〉 dx.

Сформулируем в виде утверждения свойства нормального преобразования
Радона, полученные в работе [19].

Утверждение 1 1) Для функции ψ ∈ H2
0 (B) выполняется равенство

[R⊥2 (d2ψ)](s, ξ) =
∂2

∂s2
[Rψ](s, ξ).

2) Ядро оператора нормального преобразования Радона, действующего на
симметричные 2-тензорные поля, состоит из любых линейных комбинаций
следующих двух типов полей:



148 А.П. Полякова

— соленоидальные симметричные 2-тензорные поля w, для которых вы-
полняется (wi1, wi2, wi3) = rotui, i = 1, 2, 3, где ui ∈ H2(S1(B)) ∪ H1

0 (S1(B)),
i = 1, 2, 3;

— потенциальные симметричные 2-тензорные поля вида w = d(rotv) та-
кие, что v ∈ H2(S1(B)) ∪H1

0 (S1(B)).
Из Утверждения 1 следует, что по известному нормальному преобразова-

нию Радона симметричного 2-тензорного поля можно восстановить лишь его
потенциальную часть вида d2ψ, ψ ∈ H2(B).

Ортогональные многочлены. Напомним определения и некоторые свой-
ства ортогональных многочленов, необходимых для построение сингулярного
разложения оператора нормального преобразования Радона.

Полиномы Якоби P (p,q)
n (t) степени n с индексами (p, q), заданные на отрезке

[0, 1], определяются явной формулой

P (p,q)
n (t) = 1 +

n∑
k=1

(−1)kCkn
(p+ n)(p+ n+ 1) . . . (p+ n+ k − 1)

q(q + 1) . . . (q + k − 1)
tk,

где Ckn — биномиальные коэффициенты. На отрезке [0, 1] эти полиномы орто-
гональны с весом tq−1(1− t)p−q, т.е. при n 6= m имеет место равенство

1∫
0

tq−1(1− t)p−q P (p,q)
n (t)P (p,q)

m (t) dt = 0.

Норма полиномов Якоби может быть вычислена по следующей формуле:

‖P (p,q)
n ‖2 =

1∫
0

tq−1(1− t)p−q P (p,q)
n (t)P (p,q)

n (t) dt =
n!Γ(q)Γ(q)Γ(p− q + n+ 1)

Γ(q + n)Γ(p+ n)(p+ 2n)
.(1)

Первая и вторая производные полинома Якоби вычисляются по формулам(
P

(p,q)
n

)′
(t) = −n(n+ p)

q
P

(p+2,q+1)
n−1 (t),(

P
(p,q)
n

)′′
(t) =

n(n− 1)(n+ p)(n+ p+ 1)

q(q + 1)
P

(p+4,q+2)
n−2 (t).

(2)

Полиномы Гегенбауэра C(µ)
n (t) степени n с индексом µ задаются явной фор-

мулой

C(µ)
n (t) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k
Γ(n− k + µ)

Γ(µ) k! (n− 2k)!
(2t)n−2k,

где Γ(α) — Гамма-функция, а [ · ] — целая часть числа. На отрезке [−1, 1] по-
линомы Гегенбауэра ортогональны с весом (1− t2)µ−1/2. Норма полиномов Ге-
генбауэра может быть вычислена по формуле

‖C(µ)
n ‖2 =

1∫
−1

C(µ)
n (t)C(µ)

n (t)(1− t2)µ−1/2dt =
π21−2µΓ(n+ 2µ)

n!(n+ µ)Γ2(µ)
.

Полиномы Лежандра Lk(t) степени k представляют собой частный случай
полиномов Гегенбауэра: Lk(t) = C

(0.5)
k (t). Производная полинома Лежандра
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вычисляется по формуле
d

dt
Lk(t) =

k

1− t2
(Lk−1(t)− tLk(t)).

Полиномы Лежандра ортогональны на отрезке [−1, 1]. Норма полиномов Ле-
жандра может быть вычислена по формуле

‖Lk‖2 =

1∫
−1

L2
k(t)dt =

2

2k + 1
.

Присоединенный полином Лежандра Lkl(t) степени k с целым индексом
l = 0, . . . , k удовлетворяет уравнению Лежандра, то есть имеет место равен-
ство

d

dt

(
(1− t2)

d

dt
Lkl(t)

)
+

(
k(k + 1)− l2

1− t2

)
Lkl(t) = 0,(3)

и определяется через полином Лежандра:

Lkl(t) = (1− t2)l/2
dl

dtl
Lk(t).(4)

На отрезке [−1, 1] присоединенные полиномы Лежандра ортогональны.
Сферическая функция Ykl порядка k с целым индексом l = −k, . . . , k опре-

деляется формулой

Ykl(θ, ϕ) = Lk|l|(cos θ) ·

{
cos lϕ, l > 0,

sin |l|ϕ, l < 0.

Сферические функции ортогональны на единичной сфере. Норма сферической
функции вычисляется по формуле

‖Ykl‖ =


√

4π

2k + 1
, l = 0,√

2π

2k + 1

(k + |l|)!
(k − |l|)!

, l 6= 0.

Гармонические полиномы Hkl(x) степени k с целым индексом l = −k, . . . , k
в сферической системе координат имеют вид

Hkl(r, θ, ϕ) = rkYkl(θ, ϕ).

3. Сингулярное разложение оператора
нормального преобразования Радона,

действующего на симметричные 2-тензорные поля

Базисные потенциальные симметричные 2-тензорные поля в исходном про-
странстве L2(S2(B)) будем строить методом потенциалов, т.е. выбираем базис-
ную систему функций в пространстве потенциалов H2

0 (B) и далее, применяя
дифференциальный оператор d2, образуем из нее 2-тензорный потенциальный
базис в исходном пространстве L2(S2(B)). За основу исходной базисной систе-
мы потенциалов выбираются полиномы следующего вида:

Φkln(x) = (1− |x|2)2Hkl(x)P (k+3.5,k+1.5)
n (|x|2), k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . k,
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они же в сферической системе координат (x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ,
z = r cos θ)

Φkln(r, θ, ϕ) = (1− r2)2 rk P (k+3.5,k+1.5)
n (r2)Ykl(θ, ϕ).

Применяя к данным потенциалам оператор d2, получим семейство базисных
потенциальных симметричных 2-тензорных полей

Tkln(x) = d2Φkln(x), k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k.

Базисную систему потенциалов определим равенствами Φ̃kln(x) = λklnΦkln(x),
k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . k, где

λkln =
Γ(n+ k + 1.5)

(n+ 2)!Γ(k + 1.5)‖Ykl‖

√
2n+ k + 3.5

8
.

Основным результатом данной статьи является
Теорема 1 Система потенциальных симметричных 2-тензорных полей

T̃kln = d2Φ̃kln, является ортонормированной системой в пространстве
L2(S2(B)).

Сформулируем результаты, полученные в работе [19].
Утверждение 2 Образы потенциальных симметричных 2-тензорных по-

лей T̃kln, k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k, под действием оператора нормального
преобразования Радона имеют вид

[R⊥2 T̃kln](s, θ, ϕ) = bkln(1− s2)C
(1.5)
2n+k+2(s)Ykl(θ, ϕ),

где

bkln =
(−1)n4π

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)‖Ykl‖

√
2n+ k + 3.5

2
.

Утверждение 3 Система функций

Gkln(s, θ, ϕ) =
(−1)n

√
2n+ k + 3.5√

(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)‖Ykl‖
(1− s2)C

(1.5)
2n+k+2(s)Ykl(θ, ϕ),

k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k,

является ортонормированной системой в пространстве L2(Z, (1− s2)−1).
Из Утверждения 2 и определения функций Gkln следуют равенства:

[R⊥2 T̃kln](s, θ, ϕ) = σknGkln(s, θ, ϕ), k, n = 0, 1, 2, . . . , l = −k, . . . , k,
где числа

σkn =
2
√

2π√
(2n+ k + 3)(2n+ k + 4)

,

с учетом Теоремы 1 и Утверждения 3, являются сингулярными числами опе-
ратора нормального преобразования Радона. Таким образом имеет место

Теорема 2 Сингулярное разложение оператора нормального преобразова-
ния Радона

R⊥2 : L2(S2(B))→ L2(Z, (1− s2)−1)

имеет вид

g(s, θ, ϕ) := [R⊥2 w](s, θ, ϕ) =

∞∑
k,n=0

k∑
l=−k

σkn

(
w, T̃kln

)
L2(S2(B))

Gkln(s, θ, ϕ),
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а обратный оператор вычисляется по формуле

w(x) =
(
(R⊥2 )−1g

)
(x) =

∞∑
k,n=0

k∑
l=−k

σ−1kn (g,Gkln)L2(Z,(1−s2)−1)T̃kln(x).

4. Доказательство Теоремы 1

Введем для краткости обозначения:

Pn := P (k+3.5,k+1.5)
n (r2), P ′n :=

∂P
(k+3.5,k+1.5)
n

∂(r2)
(r2), P ′′n :=

∂2P
(k+3.5,k+1.5)
n

∂(r2)2
(r2),

Ykl := Ykl(ϕ, θ), Y ′kl,ϕ :=
∂Ykl
∂ϕ

(ϕ, θ), Y ′kl,θ :=
∂Ykl
∂θ

(ϕ, θ),

Y ′′kl,ϕϕ :=
∂2Ykl
∂ϕ2

(ϕ, θ), Y ′′kl,ϕθ :=
∂2Ykl
∂ϕ∂θ

(ϕ, θ), Y ′′kl,θθ :=
∂2Ykl
∂θ2

(ϕ, θ).

Лемма 1 Значения компонент базисных симметричных 2-тензорных по-
лей могут быть вычислены по формулам (в полярной системе координат)(
Tkln

)
ij

(r, θ, ϕ) =
(
2Aijr

k+2 − 2Bij(1− r2)rk + Cij(1− r2)2rk−2
)
Pn

+
(
−4Aij(1− r2)rk+2 +Bij(1− r2)2rk

)
P ′n +Aij(1− r2)2rk+2P ′′n ,

i, j = 1, 2, 3,

где

A11 = Ykl
(
4 cos2 ϕ sin2 θ

)
,

B11 = Ykl
(
4k cos2 ϕ sin2 θ + 2

)
+ Y ′kl,ϕ (−2 sin 2ϕ) + Y ′kl,θ

(
2 cos2 ϕ sin 2θ

)
,

C11 = Ykl
(
k(k − 2) cos2 ϕ sin2 θ + k

)
+ Y ′kl,ϕ

(
sin 2ϕ(ctg2 θ − k + 1)

)
+ Y ′′kl,ϕϕ

(
sin2 ϕ(1 + ctg2 θ)

)
+ Y ′kl,θ

(
(k − 1) cos2 ϕ sin 2θ + sin2 ϕ ctg θ

)
+ Y ′′kl,ϕθ (− sin 2ϕ ctg θ) + Y ′′kl,θθ

(
cos2 ϕ cos2 θ

)
;

A12 = A21 = Ykl
(
2 sin 2ϕ sin2 θ

)
,

B12 = B21 = Ykl
(
2k sin 2ϕ sin2 θ

)
+ Y ′kl,ϕ (2 cos 2ϕ) + Y ′kl,θ (sin 2ϕ sin 2θ) ,

C12 = C21 = Ykl
(
k(k − 2) sin 2ϕ sin2 θ/2

)
+ Y ′kl,ϕ

(
cos 2ϕ(k − 1− ctg2 θ)

)
+ Y ′′kl,ϕϕ

(
− sin 2ϕ(1 + ctg2 θ)/2

)
+ Y ′kl,θ (sin 2ϕ((k − 1) sin 2θ − ctg θ)/2)

+ Y ′′kl,ϕθ (cos 2ϕ ctg θ) + Y ′′kl,θθ
(
sin 2ϕ cos2 θ/2

)
;

A22 = Ykl
(
4 sin2 ϕ sin2 θ

)
,

B22 = Ykl
(
4k sin2 ϕ sin2 θ + 2

)
+ Y ′kl,ϕ (2 sin 2ϕ) + Y ′kl,θ

(
2 sin2 ϕ sin 2θ

)
,

C22 = Ykl
(
k(k − 2) sin2 ϕ sin2 θ + k

)
+ Y ′kl,ϕ

(
sin 2ϕ(k − 1− ctg2 θ)

)
+ Y ′′kl,ϕϕ

(
cos2 ϕ(1 + ctg2 θ)

)
+ Y ′kl,θ

(
(k − 1) sin2 ϕ sin 2θ + cos2 ϕ ctg θ

)
+ Y ′′kl,ϕθ (sin 2ϕ ctg θ) + Y ′′kl,θθ

(
sin2 ϕ cos2 θ

)
;

A13 = A31 = Ykl (2 cosϕ sin 2θ) ,

B13 = B31 = Ykl (2k cosϕ sin 2θ) + Y ′kl,ϕ (−2 sinϕ ctg θ) + Y ′kl,θ (2 cosϕ cos 2θ) ,
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C13 = C31 = Ykl (k(k − 2) cosϕ sin 2θ/2) + Y ′kl,ϕ (−k sinϕ ctg θ)

+ Y ′kl,θ ((k − 1) cosϕ cos 2θ) + Y ′′kl,ϕθ sinϕ+ Y ′′kl,θθ (− cosϕ sin 2θ/2) ;

A23 = A32 = Ykl (2 sinϕ sin 2θ) ,

B23 = B32 = Ykl (2k sinϕ sin 2θ) + Y ′kl,ϕ (2 cosϕ ctg θ) + Y ′kl,θ (2 sinϕ cos 2θ) ,

C23 = C32 = Ykl (k(k − 2) sinϕ sin 2θ/2) + Y ′kl,ϕ (k cosϕ ctg θ)

+ Y ′kl,θ ((k − 1) sinϕ cos 2θ) + Y ′′kl,ϕθ(− cosϕ) + Y ′′kl,θθ (− sinϕ sin 2θ/2) ;

A33 = Ykl
(
4 cos2 θ

)
,

B33 = Ykl
(
4k cos2 θ + 2

)
+ Y ′kl,θ (−2 sin 2θ) ,

C33 = Ykl
(
k(k − 2) cos2 θ + k

)
+ Y ′kl,θ (−(k − 1) sin 2θ) + Y ′′kl,θθ

(
sin2 θ

)
.

Доказательство. Переходя от декартовой системы координат к сферической,
имеем
∂2Φkln
∂x2

=
∂

∂x

(
∂Φkln
∂x

)
=

∂

∂x

(
∂Φkln
∂r

cosϕ sin θ +
∂Φkln
∂θ

cosϕ cos θ

r
− ∂Φkln

∂ϕ

sinϕ

r sin θ

)
=
∂2Φkln
∂r2

cos2 ϕ sin2 θ +
∂2Φkln
∂θ2

cos2 ϕ cos2 θ

r2
+
∂2Φkln
∂ϕ2

sin2 ϕ

r2 sin2 θ

+ 2
∂2Φkln
∂r∂θ

cos2 ϕ sin θ cos θ

r
− 2

∂2Φkln
∂r∂ϕ

sinϕ cosϕ

r
− 2

∂2Φkln
∂θ∂ϕ

sinϕ cosϕ cos θ

r2 sin θ

+
∂Φkln
∂r

cos2 ϕ cos2 θ + sin2 ϕ

r
+
∂Φkln
∂θ

cos θ(sin2 ϕ− 2 cos2 ϕ sin2 θ)

r2 sin θ

+ 2
∂Φkln
∂ϕ

sinϕ cosϕ

r2 sin2 θ
.

Подставляя выражение для Φkln и группируя слагаемые по функциям от r2,
получим утверждение Леммы для (Tkln)11(r, θ, ϕ).

Аналогичным образом, используя формулы

∂Φkln
∂y

=
∂Φkln
∂r

sinϕ sin θ +
∂Φkln
∂θ

sinϕ cos θ

r
+
∂Φkln
∂ϕ

cosϕ

r sin θ
,

∂Φkln
∂z

=
∂Φkln
∂r

cos θ − ∂Φkln
∂θ

sin θ

r
,

получим оставшиеся утверждения Леммы. �

Ортогональность в случае n1 6= n2, k1 = k2, l1 = l2. Здесь и далее счи-
таем, что l > 0, случай l < 0 доказывается аналогично. Пользуясь Леммой 1,
вычислим скалярное произведение

(Tkln1
,Tkln2

)L2(S2(B)) =

∫∫∫
B

3∑
i,j=1

((Tkln1
)ij(x, y, z)(Tkln2

)ij(x, y, z)) dx dy dz

=

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

 3∑
i,j=1

(Tkln1
)ij(r, θ, ϕ)(Tkln2

)ij(r, θ, ϕ)

 r2 sin θdθ dϕ dr.

Заносим одно r под dr, на второе r домножим все подынтегральное выражение
и рассмотрим отдельно интеграл по r2. Используя свойства ортогональности
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полиномов Якоби
1∫

0

r2k+1(1− r2)2Pn1
Pn2

dr2 = 0,

1∫
0

r2k+3(1− r2)3P ′n1
P ′n2

dr2 = 0,

1∫
0

r2k+5(1− r2)4P ′′n1
P ′′n2

dr2 = 0,

получим

(Tkln1 ,Tkln2)L2(S2(B)) =
1

2

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

3∑
i,j=1

(
B2
ij(2k + 1)−AijBij

(2k + 3)(2k + 1)

2

−AijCij
(2k + 3)(2k + 1)

2
− 2C2

ij +BijCij(2k − 1)

)
(1− r2)2r2k−1Pn1Pn2 sin θdθ dϕ dr2

+
1

2

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

3∑
i,j=1

(
C2
ij +AijCij(k

2 − 1/4)−BijCij(k − 1/2)
)

· (1− r2)2r2k−3Pn1Pn2 sin θdθ dϕ dr2

+
1

2

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

3∑
i,j=1

(
B2
ij − 2AijCij −AijBij

2k + 3

2

)
(1− r2)3r2k+1P ′n1

P ′n2
sin θdθ dϕ dr2.

Рассмотрим отдельно последний интеграл. Подставляя выражения для Aij ,
Bij , Cij и суммируя, получим следующее выражение

1

2

1∫
0

(1− r2)3r2k+1P ′n1
P ′n2

dr2 ·
2π∫
0

π∫
0

3∑
i,j=1

(
B2
ij − 2AijCij −AijBij

2k + 3

2

)
sin θdθ dϕ

=
1

2

1∫
0

(1− r2)3r2k+1P ′n1
P ′n2

dr2

·
2π∫
0

π∫
0

(
−8k(k + 1)Y 2

kl + 8Y ′kl,θY
′
kl,θ + 8

1

sin2 θ
Y ′kl,ϕY

′
kl,ϕ

)
sin θdθ dϕ.

В работе [15] доказано, что

2π∫
0

π∫
0

(
−k(k + 1)Y 2

kl + Y ′kl,θY
′
kl,θ +

1

sin2 θ
Y ′kl,ϕY

′
kl,ϕ

)
sin θdθ dϕ = 0,

поэтому последний интеграл обращается в нуль и остается доказать равенство
нулю суммы первых двух интегралов.

Заметим, что подынтегральные выражения в рассматриваемых интегралах
линейно зависимы. Именно, для любых i, j = 1, 2, 3 имеем

B2
ij(2k + 1)− (AijBij +AijCij)

(2k + 3)(2k + 1)

2
− 2C2

ij +BijCij(2k − 1)

= (2k + 1)

(
B2
ij − 2AijCij −AijBij

2k + 3

2

)
− 2Cij

(
Cij +Aij(k

2 − 1/4)−Bij(k − 1/2)
)
,
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поэтому для доказательства ортогональности достаточно показать равенство
нулю второго интеграла. Именно, докажем, что

I :=

2π∫
0

π∫
0

3∑
i,j=1

(
C2
ij +AijCij(k

2 − 1/4)−BijCij(k − 1/2)
)

sin θdθ dϕ = 0.

Подставляя выражения для Aij , Bij , Cij и суммируя, получим

I =

2π∫
0

π∫
0

(
k(k − 2)(k2 − 1)Y 2

kl + ctg θ YklY
′
kl,θ + (ctg2 θ + 1)YklY

′′
kl,ϕϕ + YklY

′′
kl,θθ

+ 2(ctg2 θ + 1)(ctg2 θ − k2 + k)Y ′kl,ϕY
′
kl,ϕ − 4 ctg θ(ctg2 θ + 1)Y ′kl,ϕY

′′
kl,ϕθ

+ (ctg2 θ − 2k(k − 1))Y ′kl,θY
′
kl,θ + 2 ctg θ(ctg2 θ + 1)Y ′kl,θY

′′
kl,ϕϕ

+ (ctg2 θ + 1)2Y ′′kl,ϕϕY
′′
kl,ϕϕ + 2(ctg2 θ + 1)Y ′′kl,ϕθY

′′
kl,ϕθ + Y ′′kl,θθY

′′
kl,θθ

)
sin θdθ dϕ .

Представляя Ykl через присоединенные полиномы Лежандра, делая замену
t = cos θ и интегрируя по ϕ, получим

I = −π
1∫
−1

(
k(k − 2)(k2 − 1)L2

kl − tLklL′kl −
l2

1− t2L
2
kl + Lkl(−tL′kl + (1− t2)L′′kl)

+
2l2

(1− t2)
L2
kl

( t2

1− t2 − k(k − 1)
)

+
4l2t

1− t2LklL
′
kl

+ L′klL
′
kl(1− t2)

( t2

1− t2 − 2k(k − 1)
)

+
2l2t

1− t2LklL
′
kl +

l4

(1− t2)2
L2
kl

+ 2l2L′klL
′
kl +

(
− tL′kl + (1− t2)L′′kl

)2)
dt

= −π
1∫
−1

(
k(k − 2)(k2 − 1)L2

kl − 2tLklL
′
kl −

l2

1− t2L
2
kl + (1− t2)LklL

′′
kl +

2l2t2

(1− t2)2
L2
kl

− 2l2k(k − 1)

1− t2 L2
kl +

6l2t

1− t2LklL
′
kl + 2t2L′klL

′
kl − 2k(k − 1)(1− t2)L′klL

′
kl

+
l4

(1− t2)2
L2
kl + 2l2L′klL

′
kl + (1− t2)2L′′klL

′′
kl − 2t(1− t2)L′klL

′′
kl

)
dt.

Возводя уравнение Лежандра (3) в квадрат и вычитая из подынтегрального
выражения, получим

I = −π
1∫
−1

(
k(k + 1)(−4k + 2)L2

kl −
l2

1− t2
L2
kl + (1− 2k − 2k2)(1− t2)LklL

′′
kl

+
2l2t2

(1− t2)2
L2
kl +

4kl2

1− t2
L2
kl +

2l2t

1− t2
LklL

′
kl − 2t2L′klL

′
kl − 2k(k − 1)(1− t2)L′klL

′
kl

+ 2l2L′klL
′
kl + 2t(1− t2)L′klL

′′
kl + 2l2LklL

′′
kl + 2t(2k2 + 2k − 1)LklL

′
kl

)
dt.
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Лемма 2 Для произвольных k1, k2 имеет место равенство

(1− t2)Lk1lL
′
k2l

∣∣∣∣1
−1

= 0.(5)

Доказательство. При l = 0 имеем

(1− t2)Lk1lL
′
k2l

∣∣∣∣1
−1

= (1− t2)Lk1L
′
k2

∣∣∣∣1
−1

= 0,

поскольку полиномы Лежандра и их производные не имеют неопределенностей
при t = ±1. Если l = 1, то

(1− t2)Lk1lL
′
k2l

∣∣∣∣1
−1

= (1− t2)Lk11L
′
k21

∣∣∣∣1
−1

(4)
= ((1− t2)

(
(1− t2)1/2L′k1

)(
(1− t2)1/2L′k2

)′ ∣∣∣∣1
−1

= (1− t2)
(

(1− t2)1/2L′k1

)( −t
(1− t2)1/2

L′k2 + (1− t2)1/2L′′k2

) ∣∣∣∣1
−1

= (1− t2)
(
−tL′k1L

′
k2 + (1− t2)L′k1L

′′
k2

) ∣∣∣∣1
−1

= 0.

При l > 2 равенство доказывается аналогично. �

Далее заметим, что
1∫
−1

(
(4k − 1)l2

1− t2
L2
kl − k(k + 1)(4k − 1)L2

kl

)
dt

=

1∫
−1

(4k − 1)

(
l2

1− t2
Lkl − k(k + 1)Lkl

)
Lkl dt

(3)
=

1∫
−1

(4k − 1)
(
(1− t2)L′kl

)′
Lkl dt

=(4k − 1)(1− t2)LklL
′
kl

∣∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

(4k − 1)(1− t2)L′klL
′
kl dt

(5)
= −

1∫
−1

(4k − 1)(1− t2)L′klL
′
kl dt,

поэтому

I = −π
1∫
−1

(
k(k + 1)L2

kl + (1− 2k − 2k2)(1− t2)LklL
′′
kl +

2l2t2

(1− t2)2
L2
kl

+
2l2t

1− t2
LklL

′
kl − 2t2L′klL

′
kl−(2k2 + 2k − 1)(1− t2)L′klL

′
kl + 2l2L′klL

′
kl

+ 2t(1− t2)L′klL
′′
kl + 2l2LklL

′′
kl+2t(2k2 + 2k − 1)LklL

′
kl

)
dt.
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Группируя подчеркнутые слагаемые, получим

1∫
−1

(
(1− 2k − 2k2)(1− t2)LklL

′′
kl − (2k2 + 2k − 1)(1− t2)L′klL

′
kl

+ 2t(2k2 + 2k − 1)LklL
′
kl

)
dt

=

1∫
−1

(1− 2k − 2k2)
(
(1− t2)LklL

′′
kl + (1− t2)L′klL

′
kl − 2tLklL

′
kl

)
dt

=

1∫
−1

(1− 2k − 2k2)
(
(1− t2)LklL

′
kl

)′
dt

=(1− 2k − 2k2)(1− t2)LklL
′
kl

∣∣∣∣1
−1

(5)
= 0.

Таким образом имеем

I = −π
1∫
−1

(
k(k + 1)L2

kl +
2l2t2

(1− t2)2
L2
kl +

2l2t

1− t2
LklL

′
kl − 2t2L′klL

′
kl + 2l2L′klL

′
kl

+2t(1− t2)L′klL
′′
kl + 2l2LklL

′′
kl

)
dt.

Из уравнения Лежандра (3) следует равенство

1∫
−1

k(k + 1)L2
kl dt =

1∫
−1

(
l2

1− t2
L2
kl −

(
(1− t2)L′kl

)′
Lkl

)
dt

= −(1− t2)LklL
′
kl

∣∣∣∣1
−1

+

1∫
−1

(
l2

1− t2
L2
kl + (1− t2)L′klL

′
kl

)
dt

(5)
=

1∫
−1

(
l2

1− t2
L2
kl + (1− t2)L′klL

′
kl

)
dt,

поэтому

I = −π
1∫
−1

(
l2(1 + t2)

(1− t2)2
L2
kl +

2l2t

1− t2
LklL

′
kl − 2t2L′klL

′
kl + 2l2L′klL

′
kl

+2t(1− t2)L′klL
′′
kl + 2l2LklL

′′
kl + (1− t2)L′klL

′
kl

)
dt

(3)
= −π

1∫
−1

(
l2(1 + t2)

(1− t2)2
L2
kl +

2l2t

1− t2
LklL

′
kl − 2t2L′klL

′
kl + 2l2L′klL

′
kl

+2tL′kl

[
2tL′kl − k(k + 1)Lkl +

l2

1− t2
Lkl

]
+ 2l2LklL

′′
kl + (1− t2)L′klL

′
kl

)
dt
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= −π
1∫
−1

(
l2(1 + t2)

(1− t2)2
L2
kl +

4l2t

1− t2
LklL

′
kl + (1 + t2)L′klL

′
kl + 2l2L′klL

′
kl

−2tk(k + 1)LklL
′
kl + 2l2LklL

′′
kl

)
dt.

Поскольку
1∫
−1

2l2t

1− t2
LklL

′
kl dt =

1∫
−1

l2t

1− t2
(LklLkl)

′ dt =
l2t

1− t2
L2
kl

∣∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

(
l2t

1− t2

)′
L2
kl dt

=
l2t

1− t2
L2
kl

∣∣∣∣1
−1
−

1∫
−1

l2(1 + t2)

(1− t2)2
L2
kl dt

и
1∫
−1

(
2l2L′klL

′
kl + 2l2LklL

′′
kl

)
dt = 2l2

1∫
−1

(LklL
′
kl)
′
dt = 2l2LklL

′
kl

∣∣∣∣1
−1
,

имеем

I =− π
(

l2t

1− t2
L2
kl + 2l2LklL

′
kl

) ∣∣∣∣1
−1

− π
1∫
−1

(
2tL′kl

(
l2

1− t2
Lkl − k(k + 1)Lkl

)
+ (1 + t2)L′klL

′
kl

)
dt

(3)
= − π

(
l2t

1− t2
L2
kl + 2l2LklL

′
kl

) ∣∣∣∣1
−1
− π

1∫
−1

(
2tL′kl

(
(1− t2)L′kl

)′
+ (1 + t2)L′klL

′
kl

)
dt

=− π
(

l2t

1− t2
L2
kl + 2l2LklL

′
kl + 2t(1− t2)L′klL

′
kl

) ∣∣∣∣1
−1

− π
1∫
−1

(
−(2tL′kl)

′(1− t2)L′kl + (1 + t2)L′klL
′
kl

)
dt

=− π
(

l2t

1− t2
L2
kl + 2l2LklL

′
kl + 2t(1− t2)L′klL

′
kl

) ∣∣∣∣1
−1

− π
1∫
−1

(
(−1 + 3t2)L′klL

′
kl − 2t(1− t2)L′klL

′′
kl

)
dt

=− π
(

l2t

1− t2
L2
kl + 2l2LklL

′
kl + 2t(1− t2)L′klL

′
kl

) ∣∣∣∣1
−1
− π

1∫
−1

(
−t(1− t2)L′klL

′
kl

)′
dt

=− π
(

l2t

1− t2
L2
kl + 2l2LklL

′
kl + t(1− t2)L′klL

′
kl

) ∣∣∣∣1
−1
.

Если l = 0, то Lkl = Lk0 = Lk и I = −πt(1− t2)L′kL
′
k

∣∣∣∣1
−1

= 0.
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Если l = 1, то Lk1
(4)
= (1− t2)1/2

d

dt
Lk = (1− t2)1/2L′k, значит

I =− π
(

t

1− t2
(1− t2)L′kL

′
k + 2(1− t2)1/2L′k

(
(1− t2)1/2L′k

)′
+t(1− t2)

(
(1− t2)1/2L′k

)′ (
(1− t2)1/2L′k

)′) ∣∣∣∣1
−1

=− π
(
tL′kL

′
k + 2(1− t2)1/2L′k

(
−t

(1− t2)1/2
L′k + (1− t2)1/2L′′k

)
+t(1− t2)

(
t2

1− t2
L′kL

′
k − 2tL′kL

′′
k + (1− t2)L′′kL

′′
k

)) ∣∣∣∣1
−1

=− π
(
tL′kL

′
k − 2tL′kL

′
k + 2(1− t2)L′kL

′′
k + t3L′kL

′
k − 2t2(1− t2)L′kL

′′
k

+ t(1− t2)2L′′kL
′′
k

)∣∣∣∣1
−1

=− π
(
−tL′kL′k + t3L′kL

′
k

) ∣∣∣∣1
−1

= 0,

так как производные полиномов Лежандра не имеют неопределенностей при
t = ±1. Аналогично несложно показать, что I = 0 для l > 2.

Таким образом, ортогональность в случае k1 = k2, l1 = l2 и n1 6= n2 доказана.

Ортогональность в случае k1 6= k2 или l1 6= l2, n1 и n2 – любые.
Лемма 3 Значения компонент базисных симметричных 2-тензорных по-

лей могут быть вычислены по формулам (в полярной системе координат)

(
Tkln

)
ij

(r, θ, ϕ) = Aijr
k+2F ′′ +Bijr

kF ′ + Cijr
k−2F, i, j = 1, 2, 3,

где Aij , Bij , Cij из Леммы 1 и F = (1− r2)2P
(k+3.5, k+1.5)
n (r2).

Этот факт доказывается перегруппировкой слагаемых в представлении из
Леммы 1.

Пользуясь Леммой 3, вычислим скалярное произведение

J : = (Tk1l1n1
,Tk2l2n2

)L2(S2(B))

=

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

 3∑
i,j=1

(Tk1l1n1)ij(r, θ, ϕ)(Tk2l2n2)ij(r, θ, ϕ)

 r2 sin θdθ dϕ dr.

Для краткости обозначим

Aα := Aij(kα, lα), Bα := Bij(kα, lα),

Cα := Cij(kα, lα), Fα := (1− r2)2P (kα+3.5,kα+1.5)
nα (r2), α = 1, 2.
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Далее индексы суммирования (ij) опускаем, но суммирование подразумевает-
ся. Введем обозначение k = k1 + k2. Тогда

J =

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

(
A1r

k1+2F ′′1 +B1r
k1F ′1 + C1r

k1−2F1

)
·
(
A2r

k2+2F ′′2 +B2r
k2F ′2 + C2r

k2−2F2

)
r2 sin θdθ dϕ dr

=
1

2

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

(
A1A2r

k+5F ′′1 F
′′
2 +B1A2r

k+3F ′1F
′′
2 + C1A2r

k+1F1F
′′
2

+A1B2r
k+3F ′′1 F

′
2 +B1B2r

k+1F ′1F
′
2 + C1B2r

k−1F1F
′
2

+A1C2r
k+1F ′′1 F2 +B1C2r

k−1F ′1F2 + C1C2r
k−3F1F2

)
sin θdθ dϕ dr2.

Рассмотрим отдельно интегралы по r2

1∫
0

B1A2r
k+3F ′1F

′′
2 dr

2 =

1∫
0

B1A2r
k+3F ′1(F ′2)′ dr2

=B1A2r
k+3F ′1F

′
2

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

(
B1A2

k + 3

2
rk+1F1F

′
2 +B1A2r

k+3F ′′1 F
′
2

)
dr2

=

1∫
0

(
−B1A2

k + 3

2
rk+1F ′1F

′
2 −B1A2r

k+3F ′′1 F
′
2

)
dr2.

Аналогично имеем

1∫
0

C1A2r
k+1F1F

′′
2 dr

2 =

1∫
0

(
−C1A2

k + 1

2
rk−1F1F

′
2 − C1A2r

k+1F ′1F
′
2

)
dr2,

1∫
0

A1C2r
k+1F ′′1 F2 dr

2 =

1∫
0

(
−A1C2

k + 1

2
rk−1F ′1F2 −A1C2r

k+1F ′1F
′
2

)
dr2.

Поэтому

J =

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

(
A1A2r

k+5F ′′1 F
′′
2 + (A1B2 −B1A2)rk+3F ′′1 F

′
2

+

(
C1B2 − C1A2

k + 1

2

)
rk−1F1F

′
2 +

(
B1C2 −A1C2

k + 1

2

)
rk−1F ′1F2

+

(
B1B2 − C1A2 −A1C2 −B1A2

k + 3

2

)
rk+1F ′1F

′
2

+ C1C2r
k−3F1F2

)
sin θdθ dϕ dr2.
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Поскольку

1∫
0

rk−1F1F
′
2 dr

2 = rk−1F1F2

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

(
k − 1

2
rk−3F1F2 + rk−1F ′1F2

)
dr2

=

1∫
0

(
−k − 1

2
rk−3F1F2 − rk−1F ′1F2

)
dr2,

получаем

J =

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

(
A1A2r

k+5F ′′1 F
′′
2 + (A1B2 −B1A2)rk+3F ′′1 F

′
2

+

(
B1B2 − C1A2 −A1C2 −B1A2

k + 3

2

)
rk+1F ′1F

′
2

+

(
B1C2 −A1C2

k + 1

2
− C1B2 + C1A2

k + 1

2

)
rk−1F ′1F2

+

(
C1C2 − C1B2

k − 1

2
+ C1A2

k2 − 1

4

)
rk−3F1F2

)
sin θdθ dϕ dr2.

Непосредственно вычисляя значение A1A2, получим A1A2 = 16Yk1l1Yk2l2 . Тогда

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

A1A2r
k+5F ′′1 F

′′
2 sin θdθ dϕdr2 = 16

1∫
0

rk+5F ′′1 F
′′
2 dr

2

2π∫
0

π∫
0

Yk1l1Yk2l2 sin θdθdϕ = 0

в силу ортогональности сферических функций Ykl при k1 6= k2 или l1 6= l2.
Аналогичным образом, вычисляя значение A1B2, A2B1, A2C1 и A1C2, получим

A1B2 = 16k2Yk1l1Yk2l2 , A1C2 = 4k2(k2 − 1)Yk1l1Yk2l2 ,

A2B1 = 16k1Yk1l1Yk2l2 , A2C1 = 4k1(k1 − 1)Yk1l1Yk2l2 .

Поэтому

2π∫
0

π∫
0

A1B2 sin θdθ dϕ =

2π∫
0

π∫
0

A2B1 sin θdθ dϕ =

2π∫
0

π∫
0

A1C2 sin θdθ dϕ

=

2π∫
0

π∫
0

A2C1 sin θdθ dϕ = 0

и

J =

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

(
B1B2r

k+1F ′1F
′
2 + (B1C2 − C1B2) rk−1F ′1F2

+

(
C1C2 − C1B2

k − 1

2

)
rk−3F1F2

)
sin θdθ dϕ dr2.
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Вычисляя C1B2, получим

C1B2 = (4k1k2(k2 − 1) + 2k2(k2 + 1))Yk1l1Yk2l2 + 2(1 + ctg2 θ)Y ′′k1l1,ϕϕYk2l2

+ 2 ctg θY ′k1l1,θYk2l2 + 2Y ′′k1l1,θθYk2l2 + 4(k1 − 1)(1 + ctg2 θ)Y ′k1l1,ϕY
′
k2l2,ϕ

+ 4(k1 − 1)Y ′k1l1,θY
′
k2l2,θ.

Проинтегрировав первое слагаемое (4k1k2(k2 − 1) + 2k2(k2 + 1))Yk1l1Yk2l2 по
θ и ϕ получим 0 в силу ортогональности сферических функций. Поскольку
Ykl = Lkl(cos θ) cos lϕ и при l1 6= l2 имеет место

2π∫
0

cos l1ϕ cos l2ϕdϕ =

2π∫
0

sin l1ϕ sin l2ϕdϕ =

2π∫
0

sin l1ϕ cos l2ϕdϕ = 0,(6)

для случая l1 6= l2, имеем C1B2 = 0. Далее при рассмотрении C1B2 считаем,
что l1 = l2 = l.

Лемма 4 Имеет место равенство
2π∫
0

π∫
0

(Y ′k1l,θY
′
k2l,θ + (1 + ctg2 θ)Y ′k1l,ϕY

′
k2l,ϕ) sin θdθ dϕ = 0.

Доказательство. Представив сферические функции через присоединенные по-
линомы Лежандра, проинтегрировав по ϕ и сделав замену t = cos θ, получим

2π∫
0

π∫
0

(Y ′k1l,θY
′
k2l,θ + (1 + ctg2 θ)Y ′k1l,ϕY

′
k2l,ϕ) sin θdθ dϕ

=− π
1∫
−1

(
L′k1l(t)L

′
k2l(t)(1− t

2) + Lk1l(t)Lk2l(t)
l2

1− t2

)
dt

=− πLk1l(t)L′k2l(t)(1− t
2)

∣∣∣∣1
−1

− π
1∫
−1

(
−Lk1l(t)

(
L′k2l(t)(1− t

2)
)′

+ Lk1l(t)Lk2l(t)
l2

1− t2

)
dt

(5)
= − π

1∫
−1

Lk1l(t)

(
−
(
L′k2l(t)(1− t

2)
)′

+ Lk2l(t)
l2

1− t2

)
dt

(3)
= − π

1∫
−1

Lk1l(t) (k2(k2 + 1)Lk2l(t)) dt = 0

в силу ортогональности присоединенных полиномов Лежандра. �

Используя результат Леммы 4, получаем

C1B2 = 2(1 + ctg2 θ)Y ′′k1l1,ϕϕYk2l2 + 2 ctg θY ′k1l1,θYk2l2 + 2Y ′′k1l1,θθYk2l2 .
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Представим сферические функции через присоединенные полиномы Лежанд-
ра, проинтегрируем по ϕ и сделаем замену t = cos θ :

2π∫
0

π∫
0

C1B2 sin θdθ dϕ

=

2π∫
0

π∫
0

(
2(1 + ctg2 θ)Y ′′k1l1,ϕϕYk2l2 + 2 ctg θY ′k1l1,θYk2l2 + 2Y ′′k1l1,θθYk2l2

)
sin θdθ dϕ

=− π
1∫
−1

(
− 2l2

1− t2
Lk1lLk2l − 2tL′k1lLk2l + 2L′′k1lLk2l(1− t

2)− 2tL′k1lLk2l

)
dt

=− π
1∫
−1

2Lk2l

(
− l2

1− t2
Lk1l − 2tL′k1l + L′′k1l(1− t

2)

)
dt

=− π
1∫
−1

2Lk2l

(
− l2

1− t2
Lk1l + (L′k1l(1− t

2))′
)
dt

(3)
= − π

1∫
−1

2Lk2l (−k1(k1 + 1)Lk1l) dt = 0

в силу ортогональности присоединенных полиномов Лежандра. Аналогично
для l1 6= l2 или k1 6= k2

2π∫
0

π∫
0

B1C2 sin θdθ dϕ = 0

и, следовательно, имеем

J =

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

(
B1B2r

k+1F ′1F
′
2 + C1C2r

k−3F1F2

)
sin θdθ dϕ dr2.

Нетрудно показать, что

B1B2 =(16k1k2 + 8(k1 + k2) + 12)Yk1l1Yk2l2 + 8(1 + ctg2 θ)Y ′k1l1,ϕY
′
k2l2,ϕ

+ 8Y ′k1l1,θY
′
k2l2,θ.

В силу ортогональности сферических функций и Леммы 4
2π∫
0

π∫
0

B1B2 sin θdθ dϕ = 0.

Осталось показать, что
2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ = 0.
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Вычисляя значение C1C2, получаем

C1C2 = k1k2(k1k2 − k1 − k2 + 3)Yk1l1Yk2l2

+ 2(ctg2 θ + 1)(ctg2 θ + k1k2 − k1 − k2 + 1)Y ′k1l1,ϕY
′
k2l2,ϕ

+ (2(k1k2 − k1 − k2 + 1) + ctg2 θ)Y ′k1l1,θY
′
k2l2,θ + (ctg2 θ + 1)2Y ′′k1l1,ϕϕY

′′
k2l2,ϕϕ

+ 2(ctg2 θ + 1)Y ′′k1l1,ϕθY
′′
k2l2,ϕθ + Y ′′k1l1,θθY

′′
k2l2,θθ + k1 ctg θ Yk1l1Y

′
k2l2,θ

+ k2 ctg θ Y ′k1l1,θYk2l2 + k1(ctg2 θ + 1)Yk1l1Y
′′
k2l2,ϕϕ

+ k2(ctg2 θ + 1)Y ′′k1l1,ϕϕYk2l2 + k1Yk1l1Y
′′
k2l2,θθ + k2Y

′′
k1l1,θθYk2l2

+ (−2 ctg θ(ctg2 θ + 1))Y ′k1l1,ϕY
′′
k2l2,ϕθ + (−2 ctg θ(ctg2 θ + 1))Y ′′k1l1,ϕθY

′
k2l2,ϕ

+ ctg θ(ctg2 θ + 1)Y ′′k1l1,ϕϕY
′
k2l2,θ + ctg θ(ctg2 θ + 1)Y ′k1l1,θY

′′
k2l2,ϕϕ.

Очевидно, что при l1 6= l2 в силу (6)

2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ = 0.

Далее полагаем l1 = l2 = l и k1 6= k2. В силу ортогональности сферических
функций, а также используя Лемму 4, получаем

2π∫
0

π∫
0

(
k1k2(k1k2 − k1 − k2 + 3)Yk1lYk2l

+ 2(ctg2 θ + 1)(ctg2 θ + k1k2 − k1 − k2 + 1)Y ′k1l,ϕY
′
k2l,ϕ

+ (2(k1k2 − k1 − k2 + 1) + ctg2 θ)Y ′k1l,θY
′
k2l,θ

)
sin θdθ dϕ

=

2π∫
0

π∫
0

(
2 ctg2 θ(ctg2 θ + 1)Y ′k1l,ϕY

′
k2l,ϕ + ctg2 θ Y ′k1l,θY

′
k2l,θ

)
sin θdθ dϕ.

Представляя сферические функции через присоединенные полиномы Лежанд-
ра, делаем замену t = cos θ и интегрируем по ϕ:

2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ

= −π
1∫
−1

(
2l2t2

(1− t2)2
Lk1lLk2l + t2L′k1lL

′
k2l +

l4

(1− t2)2
Lk1lLk2l + 2l2L′k1lL

′
k2l

+ (1− t2)2L′′k1lL
′′
k2l − t(1− t

2)L′k1lL
′′
k2l − t(1− t

2)L′′k1lL
′
k2l + t2L′k1lL

′
k2l

− k1tLk1lL′k2l − k2tL
′
k1lLk2l −

k1l
2

1− t2
Lk1lLk2l −

k2l
2

1− t2
Lk1lLk2l

+ k1(1− t2)Lk1lL
′′
k2l − k1tLk1lL

′
k2l + k2(1− t2)L′′k1lLk2l − k2tL

′
k1lLk2l

+
2l2t

1− t2
Lk1lL

′
k2l +

2l2t

1− t2
L′k1lLk2l +

l2t

1− t2
Lk1lL

′
k2l +

l2t

1− t2
L′k1lLk2l

)
dt.



164 А.П. Полякова

Группируя слагаемые с множителем k1 и используя уравнение Лежандра, по-
лучаем

1∫
−1

k1Lk1l

(
(1− t2)L′′k2l − 2tL′k2l −

l2

1− t2
Lk2l

)
dt

=

1∫
−1

k1Lk1l (−k2(k2 + 1)Lk2l) dt = 0

в силу ортогональности присоединенных полиномов Лежандра. Аналогично
интеграл от слагаемых с множителем k2 равен нулю.

Имеет место равенство
1∫
−1

(
(1− t2)L′′k1l − 2tL′k1l −

l2

1− t2
Lk1l

)(
(1− t2)L′′k2l − 2tL′k2l −

l2

1− t2
Lk2l

)
dt

(3)
=

1∫
−1

k1(k1 + 1)k2(k2 + 1)Lk1lLk2l dt = 0.

Поэтому, вычитая из C1C2 подынтегральное выражение первого интеграла,
получим

2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ

= −π
1∫
−1

( 2l2t2

(1− t2)2
Lk1lLk2l − 2t2L′k1lL

′
k2l + 2l2L′k1lL

′
k2l + t(1− t2)L′k1lL

′′
k2l

+ t(1− t2)L′′k1lL
′
k2l +

l2t

1− t2
Lk1lL

′
k2l +

l2t

1− t2
L′k1lLk2l

+ l2L′′k1lLk2l + l2Lk1lL
′′
k2l

)
dt

= −π
1∫
−1

(
2l2t2

(1− t2)2
Lk1lLk2l − 2t2L′k1lL

′
k2l + l2(Lk1lLk2l)

′′

+t(1− t2)(L′k1lL
′
k2l)
′ +

l2t

1− t2
(Lk1lLk2l)

′
)
dt

= −π
(
l2(Lk1lLk2l)

′ + t(1− t2)L′k1lL
′
k2l +

l2t

1− t2
Lk1lLk2l

)∣∣∣∣1
−1

−π
1∫
−1

(
2l2t2

(1− t2)2
Lk1lLk2l − 2t2L′k1lL

′
k2l − (t(1− t2))′L′k1lL

′
k2l

−
(

l2t

1− t2

)′
Lk1lLk2l

)
dt
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=− π
(
l2(Lk1lLk2l)

′ + t(1− t2)L′k1lL
′
k2l +

l2t

1− t2
Lk1lLk2l

) ∣∣∣∣1
−1

− π
1∫
−1

(
− l2

(1− t2)
Lk1lLk2l − (1− t2)L′k1lL

′
k2l

)
dt.

Вычислим отдельно последний интеграл
1∫
−1

(
− l2

(1− t2)
Lk1lLk2l − (1− t2)L′k1lL

′
k2l

)
dt

=− (1− t2)L′k1lLk2l

∣∣∣∣1
−1

+

1∫
−1

(
− l2

(1− t2)
Lk1lLk2l +

(
(1− t2)L′k1l

)′
Lk2l

)
dt

(5),(3)
=

1∫
−1

(
− l2

(1− t2)
Lk1lLk2l +

(
−k1(k1 + 1)Lk1l +

l2

1− t2
Lk1l

)
Lk2l

)
dt

=

1∫
−1

−k1(k1 + 1)Lk1lLk2l dt = 0.

Получили, что
2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ = −π
(
l2(Lk1lLk2l)

′ + t(1− t2)L′k1lL
′
k2l +

l2t

1− t2
Lk1lLk2l

) ∣∣∣∣1
−1
.

Если l = 0, то в силу того, что производные полиномов Лежандра не имеют
неопределенностей при t = ±1, очевидно, что

2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ = 0.

Если l = 1, то, учитывая, что

Lk1 =
√

1− t2L′k, L′k1 =
−t√

1− t2
L′k + (1− t2)1/2L′′k ,

имеем
2π∫
0

π∫
0

C1C2 sin θdθ dϕ

=− π
(

((1− t2)L′k1L
′
k2)′ + t(1− t2)

(
−t√

1− t2
L′k1 +

√
1− t2L′′k1

)
·
(
−t√

1− t2
L′k2 + (1− t2)1/2L′′k2

)
+

t

1− t2
(1− t2)L′k1L

′
k2

) ∣∣∣∣1
−1

=− π
(
−2tL′k1L

′
k2 + t3L′k1L

′
k2 + tL′k1L

′
k2

) ∣∣∣∣1
−1

= 0.
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Если l > 2, то в каждом слагаемом будет присутствовать множитель (1−t2),
а значит вся сумма для t = ±1 будет равна нулю.

Таким образом, ортогональность в случае l1 6= l2 или k1 6= k2 доказана.

Вычисление нормы базисных полей.
Для построения ортонормированного базиса в исходном пространстве оста-

лось вычислить норму базисных полей

‖Tkln‖2 =

1∫
0

2π∫
0

π∫
0

 3∑
i,j=1

(Tkln)2ij(r, θ, ϕ)

 r2 sin θdθ dϕ dr.

Используя Лемму 1, формулы

‖Pn‖2 =

1∫
0

r2k+1(1− r2)2PnPn dr
2, ‖P ′n‖2 =

1∫
0

r2k+3(1− r2)3P ′nP
′
n dr

2,

‖P ′′n ‖2 =

1∫
0

r2k+5(1− r2)4P ′′nP
′′
n dr

2, ‖Ykl‖2 =

2π∫
0

π∫
0

YklYkl sin θ dθ dϕ,

и преобразования, аналогичные использованным при доказательстве ортого-
нальности, получим

‖Tkln‖2 = 16(k + 1.5)(k + 2.5)‖Pn‖2‖Ykl‖2 + 32(k + 2.5)‖P ′n‖2‖Ykl‖2 + 8‖P ′′n ‖2‖Ykl‖2.

Используя формулы для нормы (1) и производных (2) полиномов Якоби, неслож-
но показать, что∥∥Pn∥∥2 =

n! (Γ(k + 1.5))2Γ(n+ 3)

Γ(k + n+ 1.5)Γ(k + n+ 3.5)(k + 2n+ 3.5)
,

∥∥P ′n∥∥2 =
n(n+ k + 3.5)2n! (Γ(k + 2.5))2Γ(n+ 3)

(k + 1.5)2Γ(k + n+ 1.5)Γ(k + n+ 4.5)(k + 2n+ 3.5)
,

‖P ′′n ‖2 =
n(n− 1)(n+ k + 3.5)2(n+ k + 4.5)2n! (Γ(k + 3.5))2Γ(n+ 3)

(k + 1.5)2(k + 2.5)2Γ(k + n+ 1.5)Γ(k + n+ 4.5)(k + 2n+ 5.5)
.

Тогда

‖Tkln‖2 =
8((n+ 2)!)2(Γ(k + 1.5))2‖Ykl‖2

(Γ(n+ k + 1.5))2(k + 2n+ 3.5)
.

Таким образом, Теорема 1 доказана.

5. Заключение

В работе построено сингулярное разложение оператора нормального пре-
образования Радона, действующего на трехмерное симметричное 2-тензорное
поле.
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