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Î ñëåäå â íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðå

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñëåäà â íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðå. Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà âçÿòà ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ñèñòåìà îêòîíèîíîâ (àëãåáðà
Êýëè).

Ââåäåíèå

Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ íåàññîöèàòèâíûì çàêîíîì êîìïîçèöèè äàâíî ïåðå-
øëè èç ðàçðÿäà ìàòåìàòè÷åñêîãî êóðüåçà â îòäåëüíîå àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ
íàïðàâëåíèå ñîâðåìåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðû. Âàæíåéøèì ïðèìåðîì çäåñü
ÿâëÿþòñÿ îêòîíèîíû, êîòîðûå îáðàçóþò âåùåñòâåííóþ íåàññîöèàòèâíóþ àëãåáðó
ñ äåëåíèåì, ïîëó÷àþùóþñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû óäâîåíèÿ Êýëè�Äèêñîíà. Â
äàííîé ñòàòüå ìû ââîäèì äîâîëüíî àáñòðàêòíûé îïåðàòîð ñëåäà, ñì., íàïðèìåð,
[1] è èçó÷àåì ïîâåäåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè àëãåáðû îêòîíè-
îíîâ.

Óìíîæåíèå îêòîíèîííûõ ìíèìûõ åäèíèö ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

1 ı J ıJ J ıJ JJ ıJJ
1 1 ı J ıJ J ıJ JJ ıJJ
ı ı −1 ıJ −J ıJ −J −ıJJ JJ
J J −ıJ −1 ı JJ ıJJ −J −ıJ
ıJ ıJ J −ı −1 ıJJ −JJ ıJ −J
J J −ıJ −JJ −ıJJ −1 ı J ıJ
ıJ ıJ J −ıJJ JJ −ı −1 −ıJ J
JJ JJ ıJJ J −ıJ −J ıJ −1 −ı
ıJJ ıJJ −JJ ıJ J −ıJ −J ı −1

Çäåñü

ı2 = J2 = J 2 = −1;
Jz = z∗J ;

h(qJ ) = (qh)J , (hJ )q = (hq∗)J , (hJ )(qJ ) = −q∗h,

ãäå z � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à h è q � êâàòåðíèîíû. Òàêæå z∗ è q∗

� ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû, ñì., íàïðèìåð, [2].
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1 Îïåðàòîð ñëåäà

Â ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðû íàä ïîëåì R. Àëãåáðîé A ìû íàçîâåì
âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå áèíàðíîé îïåðàöèåé A×A →
A. Èíâîëþöèåé (îïåðàöèåé ∗) íà A ìû íàçîâåì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∗ : A → A
ñî ñâîéñòâàìè

� a∗∗ = a;

� (ab)∗ = b∗a∗.

Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè èíâîëþöèé ñëóæàò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö è âçÿòèå
êâàòåðíèîííîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Íîðìèðîâàííóþ àëãåáðó A ñ èíâîëþöèåé íàçîâåì C∗-àëãåáðîé, åñëè äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ∗-òîæäåñòâî

‖a∗a‖ = ‖a∗‖‖a‖.

Ñîñòàâèì èç ýëåìåíòîâ C∗-àëãåáðû A ìàòðèöó âèäà(
a11 a12

a21 a22

)
.

Ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö îáîçíà÷èì ÷åðåç M. Ââåäåì íà M çàêîí êîìïîçèöèè,
ó÷èòûâàþùèé íåêîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ â A:

AB =

(
a11 a12

a21 a22

)(
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11b11 + b21a12 b12a11 + a12b22
b11a21 + a22b21 a21b12 + b22a22

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àññîöèàòîð (A,B,C) := (AB)C −A(BC), âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ðàâåí íóëþ.

Îïåðàòîðîì ñëåäà â M íàçîâåì îòîáðàæåíèå Sp : A 7→ a11 + a22. Îáîçíà÷èì
÷åðåç [A,B] := AB − BA êîììóòàòîð ìàòðèö (êîððåêòíåå áûëî áû íàçûâàòü èõ
êâàçèìàòðèöàìè) A, B.

Ëåììà 1.

Sp[A,B] = [a11, b11]− [a22, b22].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîììóòàòîðà:

[A,B] =

(
[a11, b11] + b21a12 − a21b12 b12a11 − a12b11 + a12b22 − b12a22

b11a21 − a11b21 + a22b21 − b22a21 a21b12 − b21a12 + [b22, a22]

)
.

2 Îêòîíèîíû

Åñëè â êà÷åñòâå A ðàññìîòðåòü òåëî êâàòåðíèîíîâ H, à ìàòðèöû èçM îðãàíèçî-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

A =

(
a −b
b∗ a∗

)
,

òî ìû ïîëó÷èì ñòðóêòóðó àíàëèòè÷åñêîé C∗-ëóïû Ìóôàíã O, ñì., íàïðèìåð, [3].
Çäåñü çâåçäî÷êîé ìû îáîçíà÷èëè êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå.
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Ëåììà 2. (
a −b
b∗ a∗

)∗

=

(
a∗ b
−b∗ a

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

(a+ bJ )∗ = a∗ + (bJ )∗

= a∗ + J ∗b∗

= a∗ − J b∗

= a∗ − bJ .

Îñòàåòñÿ ïîíÿòü ïî÷åìó J b∗ = bJ . Ýòî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (1J )b = (1b∗)J äëÿ
îêòîíèîííîé ìíèìîé åäèíèöû.

Ëåììà 3. Â ñëó÷àåM = O ïîëó÷àåì, ÷òî Sp[A,B] = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

Sp[A,B] = [a11, b11]− [a∗
11, b

∗
11]

= [a11, b11]− [b11, a11]
∗

= a11b11 − b11a11 − a∗
11b

∗
11 + b∗11a

∗
11

= (a11b11 + (a11b11)
∗)− (b11a11 + (b11a11)

∗)

= 0.

Ëåììà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îêòîíèîíîâ A = a+ bJ è X = x+ yJ àññîöèàòîð

(A∗, X,A) ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñïåðâà (A∗X)A:

(A∗X)A =

=

(
a∗x+ y∗b −ya∗ + bx∗

−xb∗ + ay∗ b∗y + x∗a

)(
a −b
b∗ a∗

)
=

(
a∗xa+ y∗ba− b∗ya∗ + b∗bx∗ −ba∗x− by∗b− ya∗a∗ + bx∗a∗

−axb∗ + aay∗ + b∗yb∗ + x∗ab∗ xb∗b− ay∗b+ a∗b∗y + a∗x∗a

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

A∗(XA) =

=

(
a∗ b
−b∗ a

)(
xa− b∗y −bx− ya∗

ay∗ + x∗b∗ −y∗b+ a∗x∗

)
=

(
a∗xa− a∗b∗y + ay∗b+ x∗b∗b −bxa∗ − ya∗a∗ − by∗b+ ba∗x∗

−xab∗ + b∗yb∗ + aay∗ + ax∗b∗ b∗bx+ b∗ya∗ − y∗ba+ a∗x∗a

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî b∗b, x∗ + x ∈ R è [a, b]∗ = [b∗, a∗] ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ
àññîöèàòîðà

(A∗, X,A) =

(
[y∗b, a] + [y∗b, a]∗ b[x∗ + x, a∗]
[x∗ + x, a] b∗ [y∗b, a] + [y∗b, a]∗

)
,
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êîòîðîå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü.

Ïóñòü ‖p‖ = 1, òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå gp : o 7→ p−1op ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé
(÷àñòî ãîâîðÿò äâèæåíèåì) ïðîñòðàíñòâà R7. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òîæäåñòâà
âîñüìè êâàäðàòîâ,

‖p−1op‖ = ‖p−1(op)‖

= ‖p−1‖‖op‖

= ‖p−1‖‖o‖‖p‖
= ‖o‖.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè p−1 = p∗.

Ëåììà 5.

Sp(A∗XA) = ‖A‖2 SpX.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Sp(A∗XA) = a∗xa− a∗b∗y + ay∗b+ x∗b∗b+ b∗bx+ b∗ya∗ − y∗ba+ a∗x∗a

= (a∗a+ b∗b)(x+ x∗) + [a, y∗b] + [a, y∗b]∗

= ‖A‖2SpX.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ìû õîòèì ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R7. Ðàñ-
ñìîòðèì äëÿ ýòîãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìû Êèëëèíãà. Ïóñòü u, v ∈ R8, òîãäà

〈u,v〉 = −1/2 SpUV

= −u0v0 + u1v1 + u2v2 + · · ·+ u7v7,

ãäå

U =

(
u0 + u1ı+ u2J + u3ıJ −u4 − u5ı− u6J − u7ıJ
u4 − u5ı− u6J − u7ıJ u0 − u1ı− u2J − u3ıJ

)
,

à

V =

(
v0 + v1ı+ v2J + v3ıJ −v4 − v5ı− v6J − v7ıJ
v4 − v5ı− v6J − v7ıJ v0 − v1ı− v2J − v3ıJ

)
.

Åñëè u0 è v0 ðàâíû íóëþ, òî ôîðìà 〈u,v〉 çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñåìè-
ìåðíûõ âåêòîðîâ.

3 Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Êýëè

Ïóñòü A = H, àM = O. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e0 = 1, e1 = ı, . . . , e7 = ıJJ åäèíè÷íûå
îðòû â R8, òîãäà

ejek =
7∑

i=0

ai
j,kei,

ãäå j, k = 0, 1, . . . , 7, ñì., íàïðèìåð, [4].
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Ñêàëÿðû ai
j,k áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè àëãåáðû îêòîíèî-

íîâ. Îíè îïðåäåëÿþò óìíîæåíèå â àëãåáðå:(
7∑

j=0

yjej

)(
7∑

k=0

zkek

)
=

7∑
i=0

 ∑
j,k=0,...,7

ai
j,ky

jzk

 ei.

Ôóíêöèþ y íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå X ⊂ R8 ñî çíà÷åíèÿìè â O çàäàäèì êàê

y(x) =

7∑
j=0

yj(x)ej ,

ãäå yj � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà X .
Âûðàæåíèå

D =
7∑

j=0

ej
∂

∂xj
(1)

íàçîâåì îïåðàòîðîì Äèðàêà, àññîöèèðîâàííûì ñ àëãåáðîé O, êîòîðûé åñòåñòâåííî
äåéñòâóåò íà O�çíà÷íûå ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dy =

7∑
j,k=0

(
∂

∂xj
yk

)
ejek =

7∑
i=0

7∑
k=0

(
7∑

j=0

ai
j,k

∂

∂xj

)
ykei.

Åñëè òðàêòîâàòü y êàê ñòîëáåö âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, òî äåéñòâèå îïåðàòîðà
D ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöåé

A =

(
7∑

j=0

ai
j,k

∂

∂xj

)
i,k=0,...,7

. (2)

Â ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà Ay = 0 êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé è êîëè÷åñòâîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Ìàòðèöà îïåðàòîðà Äèðàêà

D = 1
∂

∂x0
+ ı

∂

∂x1
+ J

∂

∂x2
+ · · ·+ ıJJ ∂

∂x7

â O èìååò âèä

∂
∂x0 − ∂

∂x1 − ∂
∂x2 − ∂

∂x3 − ∂
∂x4 − ∂

∂x5 − ∂
∂x6 − ∂

∂x7
∂

∂x1
∂

∂x0 − ∂
∂x3

∂
∂x2 − ∂

∂x5
∂

∂x4
∂

∂x7 − ∂
∂x6

∂
∂x2

∂
∂x3

∂
∂x0 − ∂

∂x1 − ∂
∂x6 − ∂

∂x7
∂

∂x4
∂

∂x5
∂

∂x3 − ∂
∂x2

∂
∂x1

∂
∂x0 − ∂

∂x7
∂

∂x6 − ∂
∂x5

∂
∂x4

∂
∂x4

∂
∂x5

∂
∂x6

∂
∂x7

∂
∂x0 − ∂

∂x1 − ∂
∂x2 − ∂

∂x3
∂

∂x5 − ∂
∂x4

∂
∂x7 − ∂

∂x6
∂

∂x1
∂

∂x0
∂

∂x3 − ∂
∂x2

∂
∂x6 − ∂

∂x7 − ∂
∂x4

∂
∂x5

∂
∂x2 − ∂

∂x3
∂

∂x0
∂

∂x1
∂

∂x7
∂

∂x6 − ∂
∂x5 − ∂

∂x4
∂

∂x3
∂

∂x2 − ∂
∂x1

∂
∂x0





y0
y1
y2
y3
y4
y5
y6
y7


.

4 Àëãåáðà ìíèìûõ îêòîíèîíîâ

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíèìûõ åäèíè÷íûõ îêòîíèîíîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ìàòðèö

U =

(
u1ı+ u2J + u3ıJ −u4 − u5ı− u6J − u7ıJ
u4 − u5ı− u6J − u7ıJ −u1ı− u2J − u3ıJ

)
,

äëÿ êîòîðûõ SpU = 0.
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Ëåììà 6.

1/2[U, V ] = (u2v3 − v2u3 + u4v5 − v4u5 + u7v6 − v7u6)ı

+ (u3v1 − v3u1 + u4v6 − v4u6 + u5v7 − v5u7)J

+ (u1v2 − v1u2 + u4v7 − v4u7 + u6v5 − v6u5)ıJ

+ (u5v1 − v5u1 + u6v2 − v6u2 + u7v3 − v7u3)J
+ (u1v4 − v1u4 + u3v6 − v3u6 + u7v2 − v7u2)ıJ
+ (u1v7 − v1u7 + u2v4 − v2u4 + u5v3 − v5u3)JJ
+ (u2v5 − v2u5 + u3v4 − v3u4 + u6v1 − v6u1)ıJJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà ìíè-
ìûõ îêòîíèîíîâ.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû ìíèìîãî îêòîíèîíà â ëåììå 6 åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü
êîìïîíåíòàìè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ èç R7. Î÷åíü áëèçêîé ïî äóõó
(íî ãîðàçäî áîëåå ïðîäâèíóòîé ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) íàì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ðàáîòà [5], ïîñâÿùåííàÿ ìóëüòèîïåðàòîðíûì àëãåáðàì.

Ìíîãèìè àâòîðàìè îòìå÷åíî íåâûïîëíåíèå òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ îêòîíèîíîâ.
Íàì ïîêàçàëàñü ïðàâäîïîäîáíîé ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äàííîå òîæäåñòâî ñïðàâåä-
ëèâî â àëãåáðå ìíèìûõ îêòîíèîíîâ. Îäíàêî, êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè
íåñîñòîÿòåëüíîñòü ãèïîòåçû. Ìû ðåàëèçîâàëè îêòîíèîííóþ àðèôìåòèêó íà ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ python.

Ñîïîñòàâèì ìíèìîìó îêòîíèîíó A åãî ñïèñîê êîýôôèöèåíòîâ [0, a1, a2, . . . , a7].
Íàïèñàííàÿ íàìè ôóíêöèÿ jacobi(A,B,C) ïîëó÷àåò íà âõîäå òðè ñïèñêà è âîçâðà-
ùàåò ñïèñîê êîýôôèöèåíòîâ îêòîíèîíà [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B]. Íàìè
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

A = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7],

B = [0, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3],

C = [0, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21],

jacobi(A,B,C)→ [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0];

A = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7],

B = [0, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3],

C = [0, 21, 20, 19, 18, 17, 16, 15],

jacobi(A,B,C)→ [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0];

A = [0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1],

B = [0, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2],

C = [0, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3],

jacobi(A,B,C)→ [0, 0, 0, 0, 72,−72, 72,−72].

Íà ýòîì ïóòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðèìåðû íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð Ëè.
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