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Abstract. We study some of the algorithmic properties of the enumerations
of classical algebraic systems.
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Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ìû îáñóæäàåì àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà íóìåðàöèé êëàñ-
ñè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêèõ êàê ãðóïïû, ðåøåòêè, êîëüöà è ïîëÿ.

Ñ íåîïðåäåëÿåìûìè ïîíÿòèÿìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [1, 2].
Ïîä ñëîâîì ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íà ìíîæåñòâå íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë ω.
Äëÿ íóìåðàöèè ν ÷åðåç ker(ν) áóäåì îáîçíà÷àòü íóìåðàöèîííóþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòü, êîòîðóþ, äëÿ êðàòêîñòè, íàçîâåì ÿäðîì ν.

Îïðåäåëåíèå 1. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìîé íàä ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ η, åñëè ñóùåñòâóåò åå íóìåðàöèÿ ñ ÿäðîì η.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ, â îñíîâíîì, âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëå-
íèé êëàññè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàä ýêâèâàëåíòíîñòÿìè ðàçëè÷íûõ
òèïîâ.

Kasymov N.Kh., Dadazhanov R.N., Zhavliev S.K., Uniform m-equivalencies and

enumerations of classical systems.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ýêâèâàëåíòíîñòü η íàçûâàåòñÿm-ýêâèâàëåíòíîñòüþ (ðàâ-
íîìåðíîé m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî F âû-
÷èñëèìûõ ôóíêöèé (ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî F âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé), èíäó-
öèðóþùèõ ïåðåñòàíîâêè ôàêòîð-ìíîæåñòâà ω/η, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë x, y íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ F , êîòîðàÿ m-ñâîäèò êëàññ
{x}/η ê êëàññó {y}/η.

Òðèâèàëüíûìè ïðèìåðàìè ðàâíîìåðíûõm-ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ðàç-
ðåøèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè.

1. Ãðóïïû

Òåîðåìà 1. Åñëè (G, ν) � íóìåðîâàííàÿ ãðóïïà, òî ÿäðî ker(ν) åå íóìåðàöèè
� ðàâíîìåðíàÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ G, a = ν(k), b = ν(l). Îáîçíà÷èì ÷åðåç η ÿä-
ðî ker(ν). Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå πa,b = λx.[ba−1x] � ïåðåñòàíîâêà íà
îñíîâíîì ìíîæåñòâå ãðóïïû G, ïåðåâîäÿùàÿ ýëåìåíò a â b. Ðàññìîòðèì âû-
÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f = λx.[l ∗ (k)−1 ∗ x], ãäå ∗ îáîçíà÷àåò âû÷èñëèìóþ îïå-
ðàöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ â íóìåðàöèè ν îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â ãðóïïå G, à
()−1 � âû÷èñëèìóþ îïåðàöèþ, ïîääåðæèâàþùóþ îïåðàöèþ âçÿòèÿ îáðàòíîãî
ýëåìåíòà â ãðóïïå G. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f ïîääåðæèâàåò ïåðåñòàíîâêó πa,b íà
ν-íîìåðàõ (ò.å. πa,bν = νf) è m-ñâîäèò êëàññ {k}/η ê êëàññó {l}/η. ×òîáû ïîêà-
çàòü ðàâíîìåðíîñòü äîñòàòî÷íî ñîïîñòàâèòü êàæäîé ïàðå 〈k, l〉 ∈ ω2 ôóíêöèþ
fk,l = λx.[l ∗ (k)−1 ∗ x]. �

Çàìå÷àíèå 1.Ìû ðàáîòàåì â ñèãíàòóðå 〈·,−1 〉, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðàâíî-
ìåðíîñòü. Â ñèãíàòóðå ñ îäíîé áèíàðíîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé 〈·〉 òåîðåìà 1 âåð-
íà â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ÿäðî íóìåðàöèè � m-ýêâèâàëåíòíîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëèìûå ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëÿåìûå ñåìåéñòâîì F , íå
îáÿçàòåëüíî îáðàçóþò ãðóïïó, ò.ê. îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò è íå ïîääåð-
æèâàòüñÿ âû÷èñëèìîé íà íîìåðàõ ôóíêöèåé. Äëÿ ïîçèòèâíûõ íóìåðàöèé ýòî
ìíîæåñòâî áóäåò ãðóïïîé. Íî óæå â ñëó÷àå íåãàòèâíûõ íóìåðàöèé ìîæíî óêà-
çàòü âû÷èñëèìûå ïåðåñòàíîâêè, îáðàòíûå ê êîòîðûì âû÷èñëèìûìè íå áóäóò
è ïîòîìó ýòà îöåíêà íåóëó÷øàåìà â èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî (ñì. [3]).

Â îáçîðå [4] ñòàâèëñÿ âîïðîñ: �ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ àëãåáðà
(â ÷àñòíîñòè ãðóïïà), íóìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè
êîòîðîé ïðåäïîëíàÿ?�.

Ñëåäñòâèå 1. Íè íàä êàêîé ïðåäïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íå ïðåäñòàâèìà
íèêàêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñòàíîâêà πa,b íà G èç òåîðåìû 1 èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b (â ýòîì ñëó÷àå îíà áóäåò åäèíè÷íîé),
ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåäñòàâëÿþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå a 6= b íå
èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ìîäóëþ ÿäðà ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîòîìó ÿäðî íå
ìîæåò áûòü ïðåäïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. �

Òàêèì îáðàçîì, íå òîëüêî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ãðóïïû ñ
ïðåäïîëíûì ïîçèòèâíûì ÿäðîì (ò.ê. íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîíå÷íîé îïðå-
äåëåííîñòè àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíîñòü åå ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè), íî è
ïðåäïîëíî íóìåðîâàííîé ãðóïïû ëþáîé àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè.
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Òåîðåìà 1 ïîðîæäàåò äâà åñòåñòâåííûõ âîïðîñà:
� íàñêîëüêî âåëèê êëàññ ðàâíîìåðíûõ m-ýêâèâàëåíòíîñòåé?
� ÿâëÿåòñÿ ëè óñëîâèå ðàâíîìåðíîñòè äëÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòè äîñòàòî÷íûì

äëÿ ïðåäñòàâèìîñòè íàä íåé ãðóïïû?
Ñåìåéñòâî F âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íàçîâåì m-ñâîäÿùèì äëÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòè η, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2.
Ïóñòü f � âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà íà ω. Îáîçíà÷èì Ff = {fn|n ∈ Z}, ãäå

Z ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è f0(x) = x (x ∈ ω), f−k = (fk)−1 (k ∈ ω). Ïîêàæåì,
÷òî êëàññ ðàâíîìåðíûõ m-ýêâèâàëåíòíîñòåé äîâîëüíî âåëèê.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêè f áåç êîíå÷íûõ öèê-
ëîâ, ðàçáèâàþùåé ω íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò, ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì òà-
êèõ ðàâíîìåðíûõ m-ýêâèâàëåíòíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî
Ff ÿâëÿåòñÿ m-ñâîäÿùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ïåðåñòàíîâêà f ðàçáèâàåò ω íà ìíîæåñòâî îð-
áèò Of (x) = {fk(x)|k ∈ Z}. Îïðåäåëèì a0 = 0, an+1 = min{y|y /∈ Of (a0) ∪
· · · ∪ Of (an)} (ò.å. ak � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ñâîåé îðáèòû) è 6f -óïîðÿäî÷èì
f -îðáèòû òàê, ÷òî âñå ýëåìåíòû îðáèòû ai ïðåäøåñòâóþò âñåì ýëåìåíòàì îð-
áèòû aj , åñëè ai < aj . Âíóòðè êàæäîé îðáèòû ïîëàãàåì x 6f y ⇔ ∃k ≥
0(fk(x) = y). Ïóñòü A = {a0 < a1 < . . . }. Ïîñòðîèì ýêâèâàëåíòíîñòü η0, çà-
äàâ åå êëàññàìè η0-ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: M0 = A,Mn+1 =
fn+1M0,M−n−1 = f−n−1M0, n ∈ ω. Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî Ff
ÿâëÿåòñÿ m-ñâîäÿùèì äëÿ η0. Áóäåì ñòðîèòü ñåìåéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòåé, èñ-
ïîëüçóÿ áèíàðíîå äåðåâî, èñõîäÿ èç η0. Íåôîðìàëüíî, ýêâèâàëåíòíîñòè η01, η10, η11
ñòðîÿòñÿ èç η0 = η00 ïóòåì �ñäâèãà� âñåõ f -îðáèò îòíîñèòåëüíî f -îðáèòû a0 íà
îäíó ïîçèöèþ âïðàâî, åñëè â èíäåêñå η ñòîèò 1, ò.å. a0 = a1 ∧ a1 = f−1(a2)
(mod η01) è ñîîòâåòñòâóþùåé �ñêëåéêîé� âñåõ îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ îòíîñè-
òåëüíî f . Àíàëîãè÷íî, a0 = f−1(a1)a1∧a1 = a2 (mod η10) è a0 = f−1(a1)∧a1 =
f−1(a2) (mod η11). Òàêèì îáðàçîì, åñëè îðáèòà Of (ak) ñäâèãàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî ak−1 íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî, òî âñå îðáèòû Of (al), l > k òàêæå ñäâèãàþòñÿ
ðîâíî íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî. Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ ñòðîãî.

Ïóñòü E = {ε = ε0ε1 . . . |εi ∈ {0, 1}} � ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö è ε ∈ E. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå èç
ϕ : E −→ Θ, ãäå Θ � ìíîæåñòâî âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ω òàê, ÷òî äëÿ i ∈ ω{

εi = 0⇒ ai = ai+1 (mod ϕ(ε)),
εi = 1⇒ ai = f−1(ai+1) (mod ϕ(ε)).

Ïðè ýòîì, åñëè x = y (mod ϕ(ε)), òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå f -îáðàçû è f -
ïðîîáðàçû x, y òàêæå áóäóò ðàâíû ïî ìîäóëþ ϕ(ε) è ϕ(ε) � íàèìåíüøàÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

Íà ÿçûêå ε-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé η0 = ϕ(00 . . . ), η1 = ϕ(10 . . . ) è ò.ä. Äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ϕ(11 . . . ) (â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå åäèíèöû) ∀i ∈ ω(ai =
f−1(ai+1) (mod ϕ(11 . . . ))).

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ èíúåêòèâíî. Åñëè ε1 6= ε2, òî ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå k, äëÿ
êîòîðîãî ε1k 6= ε2k. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ε1k = 0, ε2k = 1. Òîãäà 〈ak, ak+1〉 ∈
ε1 r ε2. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ε1k = 1, ε2k = 0.

Ïî ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâî Ff ÿâëÿåòñÿ m-ñâîäÿùèì äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè èç {ϕ(ε)|ε ∈ E}. Èç èíúåêòèâíîñòè ϕ ñëåäóåò êîíòèíóàëüíîñòü ïîñëåä-
íåãî ìíîæåñòâà. �
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Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè η ðàçðåøèìû, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êëàññû α = {p}/η è β = {q}/η ñîâïàäàþò, òîm-ñâåäåíèå
îñóùåñòâëÿåò òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè æå îíè ðàçëè÷íû, òî âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êëàññ α â òî÷êó q, êëàññ β â òî÷êó p è òîæäåñòâåííàÿ
íà ω r (α ∪ β) � èñêîìàÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ðàâíîìåðíàÿm-ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò õîòÿ áû îäèí
ðàçðåøèìûé êëàññ, òî îíà ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � ðàâíîìåðíàÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòü è η-êëàññ β ðàç-
ðåøèì. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî F m-ñâîäÿùèõ ôóíê-
öèé. Î÷åâèäíî, x = y (mod η)⇔ ∃f ∈ F [f(x) ∈ β ∧ f(y) ∈ β], ò.å. η ïîçèòèâíà.
Àíàëîãè÷íî, x 6= y (mod η) ⇔ ∃f ∈ F [f(x) ∈ β ∧ f(y) /∈ β], ÷òî îáåñïå÷èâàåò
íåãàòèâíîñòü η. �

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè íåðàçðåøèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò õîòÿ áû îäèí
ðàçðåøèìûé ñìåæíûé êëàññ, òî íàä íåé íå ïðåäñòàâèìà íèêàêàÿ ãðóïïà

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ðàâíîìåðíàÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòü íåðàçðåøèìà, òî âñå åå
ñìåæíûå êëàññû íåâû÷èñëèìû.

Ïóñòü η � ýêâèâàëåíòíîñòü. Ìíîæåñòâî α ⊆ ω íàçûâàåòñÿ η-çàìêíóòûì, åñëè
x ∈ α ∧ x = y (mod η)⇒ y ∈ α.

Îïðåäåëåíèå 3. Ýêâèâàëåíòíîñòü η íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé (îò-
äåëèìîé), åñëè äëÿ âñÿêèõ ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ η íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y
ñóùåñòâóåò òàêîå η-çàìêíóòîå âû÷èñëèìîå (ïåðå÷èñëèìîå) ìíîæåñòâî α,
÷òî x ∈ α è y /∈ α ((x ∈ α ∧ y /∈ α) ∨ (x /∈ α ∧ y ∈ α)).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíîñòåé (ñì. [1], ñ.58, 174-175):
(1) ηα = {〈2x, 2x+ 1〉, 〈2x+ 1, 2x〉|x ∈ α} ∪ id ω, α ⊆ ω;
(2) ηα = {〈x, y〉|x, y ∈ α} ∪ id ω, α ⊆ ω;
(3) η∗α = {〈x, y〉|γx 4 γy ⊆ α}, α ⊆ ω (γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ).

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ âñÿêîãî α ⊆ ω èìååò ìåñòî:
1. ηα � m-ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðè ýòîì, åå ðàâíîìåðíîñòü ðàâíîñèëüíà ðàç-

ðåøèìîñòè α.
2. ηα ÿâëÿåòñÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ðàç-

ðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 äëÿ âñÿêîãî α ⊆ ω ýêâèâàëåíòíîñòü ηα

� m-ýêâèâàëåíòíîñòü, à ïî ïðåäëîæåíèþ 3 åå ðàâíîìåðíîñòü âëå÷åò ðàçðåøè-
ìîñòü.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ηα âû÷èñëèìàÿ îòîáðàæàåìîñòü êëàññà α â ëþáîé äðó-
ãîé êëàññ òðåáóåò ðàçðåøèìîñòè α, ò.ê. âñå ηα-êëàññû (êðîìå, âîçìîæíî, êëàññà
α) îäíîýëåìåíòíû. �

Ñëåäñòâèå 4. Íàä ηα (êàê è íàä ηα) ïðåäñòàâèìà ãðóïïà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà α ðàçðåøèìî.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Âñÿêàÿ ïàðà ñìåæíûõ êëàññîâ ÿäðà íåðàçðåøèìîé ïîçè-
òèâíîé íóìåðàöèè ëþáîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî èçîìîðôíîé (ò.å. äëÿ
ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ êëàññîâ ÿäðà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà íà
ω, èíäóöèðóþùàÿ ïåðåñòàíîâêó ôàêòîð-ìíîæåñòâà ω/η, ïåðåâîäÿùàÿ îäèí
èç ýòèõ êëàññîâ íà äðóãîé). Ïðè ýòîì, ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ýôôåêòèâíî
çàâèñÿùàÿ îò x, y ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî èíäåêñà âû÷èñ-
ëèìîãî èçîìîðôèçìà íà ω, ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåñòàíîâêîé íà ω/η è ïåðåâîäÿùåãî
{x}/η â {y}/η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � ÿäðî íåðàçðåøèìîé ïîçèòèâíîé íóìåðàöèè ãðóï-
ïû. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 η � ðàâíîìåðíàÿ m-ýêâèâàëåíòíîñòü, à ïî ñëåäñòâèþ 3
âñå η-êëàññû íåâû÷èñëèìû. Äëÿ äàííûõ x, y íàéäåì ïåðåñòàíîâêó f0 ∈ F , îñó-
ùåñòâëÿþùóþ m-ñâåäåíèå {x}/η ê {y}/η è ïîñòðîèì èíúåêòèâíóþ ôóíêöèþ
g0, ñîâïàäàþùóþ ñ f0 ïî ìîäóëþ η, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Øàã 0. g0(0) = f0(0);
Øàã s+ 1. Åñëè f0(s+ 1) /∈ {g0(0), g0(1), . . . , g0(s)}, òî îïðåäåëèì g0(s+ 1) =

f0(s + 1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðå÷èñëÿÿ êëàññ {f0(s + 1)}/η èùåì ïåðâîå
z îòëè÷íîå îò âñåõ g0(i) (0 6 i 6 s) è η-ýêâèâàëåíòíîå f0(s + 1) (à òàêîå z
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè êëàññà {f0(s + 1)}/η) è ïîëàãàåì
g0(s+ 1) = z. Êîíåö øàãà s+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ {x}/η 1-ñâîäèòñÿ ê {y}/η ôóíêöèåé g0. Àíàëîãè÷íî,
íàéäåì f1 ∈ F , m-ñâîäÿùóþ {y}/η ê {x}/η è ïîñòðîèì äëÿ íåå ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ èíúåêòèâíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ g1, ñîâïàäàþùóþ ñ f1 ïî ìîäóëþ η.
Òîãäà g1 1-ñâîäèò {y}/η ê {x}/η è, òàêèì îáðàçîì, êëàññû {x}/η è {y}/η ëåæàò
â îäíîé 1-ñòåïåíè.

Òåïåðü, îïèðàÿñü íà ÷åëíî÷íûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ìàéõèëëà
î âû÷èñëèìîé èçîìîðôíîñòè 1-ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûé â íàøåì
ñëó÷àå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïîçèòèâíàÿ áåñêîíå÷íîñòü âñåõ η-êëàññîâ, áóäåì
ñòðîèòü ïî øàãàì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâèé âèäà {〈u0, v0〉, . . . , 〈us, vs〉}
òàê, ÷òî ui = uj (mod η) ⇔ vi = vj (mod η) è ∀n ∈ ω∃k, l(n = uk ∧ n = vl),
èñïîëüçóÿ íà ÷åòíûõ øàãàõ ôóíêöèþ g0 è íà íå÷åòíûõ � g1. Äåòàëè îïóñêàåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïîñòðîåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå ðàâ-
íîìåðíî çàâèñÿò îò x, y. �

Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóïïû, ïðåä-
ñòàâèìîé íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η, èìååòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ
ãðóïïû íàä η. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò áûòü èíòåð-
ïðåòèðîâàí êàê åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïîäõîäÿùåé ãðóïïû, ïðåäñòàâèìîé íàä η.

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè íàä η ïðåäñòàâèìà ãðóïïà, òî äëÿ ëþáîãî η-êëàññà
ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàä η ïîäõîäÿùåé ãðóïïû, äëÿ êîòîðîãî
äàííûé êëàññ áóäåò åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G = 〈G; ·,−1 〉 ñ åäèíèöåé e. Îïðåäåëèì
òðàíñëÿöèþ ϕd = λx.[x·d], ãäå d � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò d 6= e.
Î÷åâèäíî, ÷òî òðàíñëÿöèÿ ϕd áèåêòèâíà íà G. Íà ìíîæåñòâå G îïðåäåëèì
íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó ñ îäíîé áèíàðíîé ∗ è îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé []−1∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ∗ b = ad−1b; [a]−1∗ = da−1d. Òîãäà G∗ = 〈G; ∗, []−1∗〉 �
ãðóïïà ñ åäèíèöåé d, èçîìîðôíàÿ G, ïðè÷åì ϕd îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì èç G
íà G∗. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ a∗b = ad−1b, íî ϕ−1d (a) = ad−1, ϕ−1d (b) =
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bd−1 è ϕd((ad
−1)(bd−1)) = ad−1bd−1d = ad−1b = a∗b. Àíàëîãè÷íî, ò.ê. ϕ−1d (a) =

ad−1, òî ϕd((ad
−1)−1) = ϕd(da

−1) = da−1d = [a]−1∗.
Ïóñòü ãðóïïà 〈G; ·〉 ñ åäèíèöåé e ïðåäñòàâèìà íàä η, ò.å. èìååò òàêóþ íó-

ìåðàöèþ ν, ÿäðî êîòîðîé åñòü η. Çàôèêñèðóåì ëþáîé îòëè÷íûé îò åäèíèöû
ýëåìåíò d ∈ G è íåêîòîðûå ν-íîìåðà ýòîãî ýëåìåíòà è îáðàòíîãî ê d ýëåìåíòà,
ñêàæåì ν(n0) = d, ν(n1) = d−1. Òåïåðü îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ fd =
λx.[x · n0], çàäàäèì íóìåðàöèþ νd îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ãðóïïû 〈G; ·〉 òàêóþ,
÷òî νd = νfd, è îïðåäåëèì âû÷èñëèìûå îïåðàöèè ∗ : νd(x)∗νd(y) = νd(x·n1 ·y) è
[νd(x)]−1∗ = ν(n0 ·x−1 ·n0). Î÷åâèäíî, ÷òî d � åäèíèöà ãðóïïû 〈G; ∗〉, çàäàííîé
íóìåðàöèåé νd ñ ÿäðîì η. �

2. Âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìûå ìíîæåñòâà

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ðàâíîìåðíûå m-ýêâèâàëåíòíîñòè, âñÿêèå ïàðû
ñìåæíûõ êëàññîâ êîòîðûõ âû÷èñëèìî èçîìîðôíû (ò.å. ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðó-
ãà âû÷èñëèìûìè ïåðåñòàíîâêàìè íà ω).

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî íàçîâàåòñÿ âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà áåç êîíå÷íûõ öèêëîâ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îðáèò, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò ýòîãî ìíî-
æåñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìîå ìíîæåñòâî êàê
áåñêîíå÷íî, òàê è êîáåñêîíå÷íî.

Åñëè ìíîæåñòâî α ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó â êàæäîé îðáèòå
âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêè áåç öèêëîâ f ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî f ïðîøèâàåò α (èëè, ÷òî α ïðîøèâàåòñÿ f). Äëÿ ìíîæåñòâà α,
ïðîøèâàåìîãî âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêîé f , ÷åðåç ηα,f îáîçíà÷èì ýêâèâàëåíò-
íîñòü

x = y (mod ηα,f )⇔ ∃n ∈ Z(fn(x) ∈ α ∧ fn(y) ∈ α),

êîòîðàÿ î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîém-ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ëþáàÿ ïàðà ñìåæ-
íûõ êëàññîâ êîòîðîé âû÷èñëèìî èçîìîðôíà.

Ïðåäëîæåíèå 7. Âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà áåç öèêëîâ ñ áåñêîíå÷-
íûì ÷èñëîì îðáèò ÿâëÿåòñÿ ïðîøèâàþùåé äëÿ êîíòèíóóìà ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1. �

Ïðåäëîæåíèå 8. Âñÿêîå âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñìåæ-
íûì êëàññîì ïîäõîäÿùåé ðàâíîìåðíîém-ýêâèâàëåíòíîñòè, âñÿêàÿ ïàðà ñìåæ-
íûõ êëàññîâ êîòîðîé âû÷èñëèìî èçîìîðôíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ïðîøèâàåòñÿ âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêîé f . Òîãäà
ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {fnα|n ∈ Z} � êëàññû îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé ðàâíî-
ìåðíîé m-ýêâèâàëåíòíîñòè ηα,f . �

Èñïîëüçóÿ íåýôôåêòèâíóþ äèàãîíàëèçàöèþ ëåãêî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
âû÷èñëèìî íåïðîøèâàåìûõ ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî α ïðîøèâàåòñÿ âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèåé f , òî ýêâèâàëåíòíîñòü ηα,f ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, x = y (mod ηα,f ) ⇔ ∃n ∈ Z(fn(x) ∈ α ∧
fn(y) ∈ α). �
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Ñëåäñòâèå 5. Ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî áåñêîíå÷íîå, êîáåñêîíå÷íîå è ðàçðåøèìîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèìàÿ ïðîøèâàåìîñòü áåñêîíå÷íîãî, êîáåñêîíå÷íîãî
è ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà î÷åâèäíà. Îáðàòíîå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 8. �

Íàçîâåì ýêâèâàëåíòíîñòü η âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò òà-
êîé åå η-êëàññ α è âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà f , ÷òî ηα,f = η.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè (G, ν) � íåðàçðåøèìàÿ ïîçèòèâíàÿ ãðóïïà, òî ÿäðî ker(ν)
íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 5 â ñëó÷àå âû÷èñëèìîé ïðîøèâàåìîñòè ÿäðà
íóìåðàöèè îíî ðàçðåøèìî. �

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ ýêâèâàëåíòíîñòè η áóäåì íàçûâàòü ìíî-
æåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ íàèìåíüøèìè â ñîäåðæàùèõ èõ
η-êëàññàõ (â îáîçíà÷åíèÿõ tr(η) = {x|∀y(x = y (mod η)⇒ x 6 y)}).

Ïðåäëîæåíèå 10. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå, êîáåñêîíå÷íîå è êîïåðå÷èñëèìîå ìíî-
æåñòâî âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � áåñêîíå÷íîå êîïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñ áåñ-
êîíå÷íûì äîïîëíåíèåì. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîçèòèâíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü η ñ
áåñêîíå÷íûìè ñìåæíûìè êëàññàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü êîòîðîé
åñòü α (î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è îáùèõ ìåòîäàõ èõ ïîñòðîå-
íèÿ ñì., íàïðèìåð, [1], ñ. 296). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ äëÿ η ìîæíî
ïîñòðîèòü ïî øàãàì ÷åðåç êîíå÷íûå àïïðîêñèìàöèè òàêóþ âû÷èñëèìóþ ïåðå-
ñòàíîâêó f íà ω, êîòîðàÿ òîæäåñòâåííà ïî ìîäóëþ η è êàæäûé η-êëàññ ÿâ-
ëÿåòñÿ f -îðáèòîé. Ïðèâåäåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ãðàôèêà Gf ôóíêöèè f ñ
óìåðåííîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè.

×åðåç ηs áóäåì îáîçíà÷àòü ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè η, ïîñòðîåííóþ çà s øàãîâ
íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ýôôåêòèâíîãî ïåðåñ÷åòà η.

Øàã 0. G0
f = ∅, η0 = ∅.

Øàã s+1. Ïóñòü C0, . . . , Cm âñå íåòðèâèàëüíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ηs,
êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåïüþ ηs-ýêâèâàëåíòíûõ ÷èñåë âèäà a0, f(a0), . . . , fn(a0)
(ãäå ÷èñëî a0 íå èìååò f -ïðîîáðàçà, à f

n(a0) íå èìååò f -îáðàçà íà øàãå s). Ïðè
ýòîì, ÷èñëî a0 íàçîâåì íà÷àëîì öåïè, à fn(a0) � åå êîíöîì. Óïîðÿäî÷èì öåïè
ïî èõ íà÷àëàì. Ðàñøèðèì êëàññû C0, . . . , Cm ïî ìîäóëþ ýêâèâàëåíòíîñòè ηs+1.
Åñëè öåïè áûëè ðàçëè÷íû íà øàãå s, à íà øàãå s+ 1 ïåðåñåêëèñü (ò.å. êàêèå-òî
èõ ýëåìåíòû ñòàëè ηs+1ýêâèâàëåíòíûìè), òî äëÿ ýòèõ öåïåé ðàñøèðÿåì ãðà-
ôèê Gsf äî G

s+1
f òàê, ÷òî êîíöû ìåíüøèõ öåïåé îòîáðàæàþòñÿ ôóíêöèåé f íà

íà÷àëà áîëüøèõ (íà ÷åòíûõ øàãàõ) è êîíöû áîëüøèõ � â íà÷àëà ìåíüøèõ (íà
íå÷åòíûõ øàãàõ). Êîíåö øàãà s+1.

Ïîëîæèì

Gf =
⋃
s∈ω

Gsf .

Î÷åâèäíî, ÷òî f � âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà, ïðîøèâàþùàÿ ìíîæåñòâî α. �

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî �áûòü ðàâíîìåðíîé m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ� íå ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðåäñòàâèìîñòè íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ ãðóïïû.
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Ïååðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿ-
òèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3 äëÿ çàäàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè η ïîñòðî-
èì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [η]comp, áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî âñåõ η-çàìêíóòûõ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Ýòó òîïîëîãèþ
áóäåì íàçûâàòü îòäåëèìîé (T1-îòäåëèìîé, õàóñäîðôîâîé, ðåãóëÿðíîé è ò.ä.),
åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî [η]comp. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòîé
òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà A ïðåäñòàâèìà
íàä η, òî âñå åå îïåðàöèè, ïîääåðæèâàåìûå ïîäõîäÿùèìè âû÷èñëèìûìè ôóíê-
öèÿìè â åñòåñòâåííîé ïðîåêòèðóþùåé íóìåðàöèè ν(x) = {x}/η, íåïðåðûâíû
â ýòîé òîïîëîãèè. Äëÿ îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé ýòî î÷åâèäíî, ò.ê. ïðîîáðàçû
ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ïåðå÷èñëèìû, òàê æå êàê è òî, ÷òî ìîðôèçì äâóõ
íóìåðîâàííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Íåïðåðûâíîñòü
â îáùåì ñëó÷àå ïîêàçàíà â [5].

Åñëè âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîçèòèâíà, òî ïî ïðåäëî-
æåíèþ 9 îíà ðàçðåøèìà è íàä íåé, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâèìà ãðóïïà. Ïîêàæåì,
÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìî ïðîøèâàåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íèçêîé àëãîðèòìè-
÷åñêîé ñëîæíîñòè, íàä êîòîðîé íå ïðåäñòàâèìà íèêàêàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà, ÿâëÿþùàÿñÿm-ñâîäÿùåé
äëÿ òàêîé ðàâíîìåðíîé m-ýêâèâàëåíòíîñòè, íàä êîòîðîé íå ïðåäñòàâèìà íè-
êàêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [6] ïîñòðîåí ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà α, âû÷èñëèìî ïðî-
øèâàåìîãî ïîäõîäÿùåé âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêîé f íà ω, ÷òî òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî [ηα,f ]comp ÿâëÿåòñÿ T1-îòäåëèìûì, íî íå õàóñäîðôîâûì. Áî-
ëåå òîãî, íå ñóùåñòâóåò äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïåðå÷èñëèìûõ ηα,f -
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà T1-
îòäåëèìà, òî îíà T2-îòäåëèìà, ò.å. õàóñäîðôîâà. Ïîýòîìó, åñëè áû íàä ηα,f
áûëà ïðåäñòàâèìà ãðóïïà, òî ïðîñòðàíñòâî [ηα,f ]comp áûëî áû õàóñäîðôîâûì
(çàìåòèì, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ãðóïïîâûõ îïå-
ðàöèé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé òîïîëîãèè). Òàêèì îáðàçîì, íàä íåðàçðåøèìîé
ðàâíîìåðíîé m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ ηα,f íå ïðåäñòàâèìà íèêàêàÿ ãðóïïà. �

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ηα,f èç òåîðåìû
2 íàõîäèòñÿ â êëàññå Π0

2; áîëåå òî÷íî, îíà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî T1-îòäåëèìîé,
ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ýôôåêòèâíîå ñåìåéñòâî S ïåðå÷èñëèìûõ ηα,f -çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x 6= y (mod ηα,f ) íàéäóòñÿ òàêèå σ0, σ1 ∈ S, ÷òî
{x}/ηα,f ⊆ σ0 ∧ {y}/ηα,f ∩ σ0 = ∅ è {y}/(ηα,f ) ⊆ σ1 ∧ {x}/(ηα,f ) ∩ σ1 = ∅.

3. Ðåøåòêè

Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 1), ÷òî η∗α = {〈x, y〉|γx 4 γy ⊆ α}, α ⊆ ω (γ � êàíîíè-
÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ).

Òåîðåìà 3. Äëÿ âñÿêîãî α ⊆ ω ýêâèâàëåíòíîñòü η∗α ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî
îòäåëèìîé m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ëþáàÿ ïàðà ñìåæíûõ êëàññîâ êîòîðîé âû-
÷èñëèìî èçîìîðôíà. Ïðè ýòîì, åñëè α êîïåðå÷èñëèìî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü
η∗α ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíîé è ðàâíîìåðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γx,y ìíîæåñòâî γ-íîìåðîâ âñåõ êîíå÷íûõ
ðàñøèðåíèé ìíîæåñòâà γx âíå γyrγx, ò.å. Γx,y = {z|γx ⊆ γz∧(γyrγx)∩γz = ∅}.
Íàïðèìåð, Γx,0, ãäå γx 6= ∅, γ0 = ∅ � åñòü ñîâîêóïíîñòü êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ
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âñåõ êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ìíîæåñòâà γx, à Γ0,x � ìíîæåñòâî íîìåðîâ âñåõ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ γx.

Ïîêàæåì, ÷òî η∗α âû÷èñëèìî îòäåëèìà äëÿ ëþáîãî α. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè x 6= y (mod η∗α), òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Γx,y � η∗α-çàìêíóòîå âû÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x è íå ñîäåðæàùåå y.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ òðåáóåìîé ïåðåñòàíîâêè fx,y. Äëÿ äàííûõ x 6= y
(mod η∗α) òàêèõ, ÷òî γx, γy ⊆ ω r α, ïîñòðîèì ìíîæåñòâà (èõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå èíäåêñû) Γx,y,Γy,x è óñòàíîâèì âû÷èñëèìîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó íèìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî z ∈ Γx,y íàéäåì òàêîå u,
÷òî γu = γzrγx è îïðåäåëèì γv = γu ∪γy. Òîãäà v ∈ Γy,x. Ïîëàãàåì fx,y(z) = v
è fx,y(v) = z. Íà âñåõ ÷èñëàõ èç ωr (Γx,y ∪ Γy,x) ïîëîæèì fx,y òîæäåñòâåííîé.

Ïîêàæåì, ÷òî fx,y åñòü ôóíêöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ η∗α, äåéñòâóþùàÿ êàê
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öèêëîâ äëèíû 2 íà Γx,y ∪ Γy,x. Ïóñòü z1 ∈ Γx,y è
fx,y(z1) = p1. Òîãäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî òàêîå u1, ÷òî γu1 = γz1 r γx è
γp1 = γy ∪ γu1

, ïðè÷åì ìíîæåñòâî γu1
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ γy. Äëÿ z2 ∈ Γx,y

ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâóþùèå u2, p2. Òåïåðü, åñëè
z1 = z2 (mod η∗α), òî γz1 r α = γz2 r α, ò.å. γu1

r α = γu2
r α. Ïîýòîìó p1 = p2

(mod η∗α). Èíúåêòèâíîñòü fx,y î÷åâèäíà. Áèåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿ-
êîãî p ∈ Γy,x ñóùåñòâóåò òàêîå åäèíñòâåííîå u (à èìåííî, γp = γy ∪ γu), ÷òî
fx,y(z) = p, ãäå γz = γx ∪ γu. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâåòñÿ êîððåêòíîñòü fx,y íà
àðãóìåíòàõ èç Γy,x. Òàêèì îáðàçîì, fx,y � âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà íà ω, èí-
äóöèðóþùàÿ ïåðåñòàíîâêó íà ω/η∗α, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êëàññ {x}/η∗α â êëàññ
{y}/η∗α.

Íåãàòèâíîñòü η∗α ïðè êîïåðå÷èñëèìîñòè α î÷åâèäíà. Ò.ê. ìíîæåñòâî âñåõ ìè-
íèìàëüíûõ (â ñîäåðæàùèõ èõ êëàññàõ) ýëåìåíòîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðå÷èñëè-
ìî, òî äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë 〈x, y〉, òàêèõ ÷òî γx, γy ⊆ ωrα ïðèìåíÿåì îïèñàí-
íóþ âûøå ïðîöåäóðó è ïîëó÷èì âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî {fx,y|γx, γy ⊆ ωrα} âû-
÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì, ò.å. η∗α ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé
m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ, âñÿêèå äâà êëàññà êîòîðîé âû÷èñëèìî èçîìîðôíû. �

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ëþáîãî α íàä η∗α ïðåäñòàâèìà ðåøåòêà, èçîìîðôíàÿ ïîä-
ðåøåòêå ðåøåòêè âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé êîáåñêîíå÷íîãî α. Äëÿ ëþ-
áûõ x, y ∈ ω îïðåäåëèì xty = γ−1(γx∪γy), xuy = γ−1(γx∩γy). Ñîãëàñîâàííîñòü
ââåäåííûõ îïåðàöèé ñ η∗α, ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíåé, à
òàêæå íàëè÷èå íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà î÷åâèäíû. �

Ëþáàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, èìåþùàÿ âû÷èñëèìóþ êîïèþ, îáëàäàåò íåðàç-
ðåøèìîé íåãàòèâíîé íóìåðàöèåé ([7]). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: �ïðåä-
ñòàâèìà ëè ãðóïïà íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η∗α äëÿ íåêîòîðîãî êîïåðå÷èñëèìîãî
íåðàçðåøèìîãî α�?

Íàïîìíèì ([1], ñ.288), ÷òî ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü η íàçûâàåòñÿ ñîâåð-
øåííîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ η-çàìêíóòûõ íåâû÷èñëèìûõ ìíî-
æåñòâ.

Íèæå ðåøåòêà ïîíèìàåòñÿ êàê àëãåáðà (â ñèãíàòóðå 〈t,u〉).

Ïðåäëîæåíèå 11. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, íàä
êîòîðîé íå ïðåäñòàâèìà íèêàêàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ïîëóðåøåòêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � ñîâåðøåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñî ñæàòîé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ. Ïðèìåðû òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìîæíî íàéòè â
[1]. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ n-ìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ
ñ η äåéñòâóåò íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå ω/η ëèáî êàê êîíñòàíòà, ëèáî êàê ïðîåêòè-
ðóþùàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèíàðíàÿ âû÷èñëèìàÿ îïåðàöèÿ f ïðåäñòàâëÿåò
îïåðàöèþ âçÿòèÿ òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíè íà ω/η. Òîãäà èíäóöèðî-
âàííûé f ïîçèòèâíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê x 6η y ⇔ f(x, y) = y (mod η) íå
ìîæåò áûòü ëèíåéíûì ([8]) è ïîòîìó èìååòñÿ äâà 6η-íåñðàâíèìûõ η-êëàññà,
ñêàæåì {k}/η è {l}/η. Ðàññìîòðèì òðàíñëÿöèþ t = λx.[f(x, k)]. Òîãäà, â ñèëó
èäåìïîòåíòíîñòè t(k) = k (mod η), íî t(l) 6= k (mod η) ∧ t(l) 6= l (mod η) è
îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ t îêàçûâàåòñÿ êàê íå êîíñòàíòîé, òàê è íå
ïðîåêòèðóþùåé (òîæäåñòâåííîé). Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïðåäëîæåíèå 11 ïîðîæäàåò ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ: �íàä âñÿêîé ëè íåãà-
òèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìà ðåøåòêà êàê àëãåáðà�?

Îïðåäåëåíèå 5. Ãðàô 〈Γ;P 〉 íàçûâàåòñÿ ïîçèòèâíî (íåãàòèâíî) ïðåäñòàâè-
ìûì íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ åãî íóìåðàöèÿ ν, ÷òî
ker(ν) = η è ìíîæåñòâî {〈x, y〉|〈νx, νy〉 ∈ P} ïåðå÷èñëèìî (êîïåðå÷èñëèìî).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè íà ñëîæíîñòü η íå íàëàãàþòñÿ íèêàêèå
îãðàíè÷åíèÿ.

Òåïåðü ïîä ñëîâîì ðåøåòêà áóäåì ïîíèìàòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 12. (a) Íàä ëþáîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íåãàòèâíî
ïðåäñòàâèì ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

(b) Íàä âñÿêîé ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìà ðå-
øåòêà, îäíàêî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, íàä êîòî-
ðîé ïîçèòèâíî íå ïðåäñòàâèì íèêàêîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî íàä âñÿêîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñìåæíûõ êëàññîâ íåãàòèâíî ïðåäñòàâèì
ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê è, òåì áîëåå, ðåøåòêà (êàê ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê).

(b) Ïóñòü η � ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ η-êëàññàìè,
êîòîðûå ìû çàôèêñèðóåì, ñêàæåì α, β. Òîãäà ïîðÿäîê α×ω∪ω×β∪η åñòü ïî-
çèòèâíàÿ ðåøåòêà ñ íóëåì (α), åäèíèöåé (β) è ìíîæåñòâîì îñòàëüíûõ ïîïàðíî
íåñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ η ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâîâàíèå ïîçèòèâíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, íàä êîòîðîé ïîçèòèâíî íå ïðåäñòàâèì íèêàêîé ëèíåéíûé ïî-
ðÿäîê äîêàçàíî â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå [8]. �

4. Òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîëíûå àëãåáðû, êîëüöà è ïîëóãðóïïû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ
ÿäðàìè íóìåðàöèé êîëåö, ïîëåé è óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð ñ íåêîòîðûìè óñëîâè-
ÿìè òèïà êîíå÷íîñòè íà ðåøåòêè èõ êîíãðóýíöèé (ïðîñòûõ è ïîäïðÿìî íåðàç-
ëîæèìûõ), à òàêæå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèìîñòè íàä ýêâèâàëåíòíîñòÿìè áîëåå
øèðîêèõ êëàññîâ ñèñòåì, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîëóãðóïïû.

Ò.ê. ïîíÿòèå êîëüöà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîäïîíÿòèå ñâîåé àääèòèâíîé êîììó-
òàòèâíîé ãðóïïû, òî ÿäðî íóìåðàöèè ëþáîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé
m-ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Òåì áîëåå ýòî êàñàåòñÿ òåë è ïîëåé. Ïîýòîìó âñå îáùèå
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ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ ãðóïï â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ñïðàâåä-
ëèâû è äëÿ ëþáûõ êîëåö.

Èçâåñòíî ([9]), ÷òî íàä ëþáîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìû
êàê êîíå÷íî ïîðîæäåííûå, òàê è êîíãðóýíö-ïðîñòûå óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû.
Ïðåäñòàâèìîñòü æå êîíãðóýíö-ïðîñòîé àëãåáðû íàä ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ ðàâíîñèëüíà åå ðàçðåøèìîñòè. Âìåñòå ñ òåì, åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü (íå
îáÿçàòåëüíî ïîçèòèâíàÿ) èìååò, ê ïðèìåðó, ãèïåðèììóííóþ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ òðàíñâåðñàëü, òî âñÿêàÿ ïðåäñòàâèìàÿ íàä íåé àëãåáðà êîíå÷íîé ñèãíà-
òóðû ëîêàëüíî êîíå÷íà ([4]). Åñëè ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëèìî îòäåëèìîé, òî ðåøåòêà êîíãðóýíöèé âñÿêîé ïðåäñòàâèìîé íàä íåé
óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû êîíòèíóàëüíà ([4]). Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâè-
ìîñòè áîãàòûõ êëàññîâ ñèñòåì íàä ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, íåãàòèâíûå ýêâèâàëåíò-
íîñòè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê áîëåå ïðèîðèòåòíûå îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíûõ.
Ñëåäóþùèå âàæíûå êëàññû óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð ïîäòâåðæäàþò ñêàçàííîå.

Óíàðíàÿ òåðìàëüíàÿ îïåðàöèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè ýëåìåíòàìè àëãåáðû â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ íàçûâàåòñÿ òðàíñëÿöèåé.

Îïðåäåëåíèå 6. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ òðàíñëÿöèîííî ïîëíîé,
åñëè âñÿêàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ åå ýëåìåíòîâ ïåðåâîäèòñÿ â ëþáóþ äðóãóþ ïàðó
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîäõîäÿùåé òðàíñëÿöèåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ òðàíñëÿöèîííî ïîëíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíö-
ïðîñòîé. Îáðàòíîå íåâåðíî. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð òðàíñëÿöèîííî ïîëíîé àë-
ãåáðû � ëþáîå òåëî ([10]).

Îïðåäåëåíèå 7. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîë-
íîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ åå ýëåìåíòîâ, â êîòîðóþ ïåðå-
âîäèòñÿ ëþáàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîäõîäÿùåé òðàíñëÿöèåé.

Ôàêòè÷åñêè èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîëíàÿ
àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîé. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Îïðåäåëåíèå 7 ñóùåñòâåííî øèðå îïðåäåëåíèÿ 6. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð íåòðè-
âèàëüíîé òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîëíîé íå ïðîñòîé àëãåáðû � àëãåáðà ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ P = 〈ω; p〉, p(0) = 0, p(n+ 1) = n.

Äëÿ ìíîæåñòâà α ⊆ ω è ýêâèâàëåíòíîñòè η ÷åðåç [α]η îáîçíà÷èì η-çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà α (ò.å. íàèìåíüøåå η-çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå α). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ η-îòâåðãàåìûì ìíîæåñòâîì α, åñëè x /∈ [α]η. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî äëÿ ëþáîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè η îòíîøåíèå �÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ
η-îòâåðãàåìûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì δ� � ïåðå÷èñëèìîå è ðàâíîìåðíî çàâè-
ñÿùåå îò x, δ (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ çàäàíî ñâîèì êàíîíè÷åñêèì èíäåêñîì èëè
äàíî â ÿâíîì âèäå). Åñëè ÿñíî î êàêîé ýêâèâàëåíòíîñòè η èäåò ðå÷ü, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî x îòâåðãàåòñÿ δ.

Òåîðåìà 4. Íàä ëþáîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìà òðàíñ-
ëÿöèîííî ïîëíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � íåãàòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Åñëè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü tr(η) êîíå÷íà, òî η ðàçðåøèìà è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïî-
ýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî tr(η) = {t0, t1, . . . } áåñêîíå÷íà. Çàìåòèì, ÷òî tr(η)
ïåðå÷èñëèìà, ò.ê. x ∈ tr(η)⇔ ∀z < x(z 6= x (mod η)). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïàðû x 6= y (mod η) ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìîå η-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, îòäåëÿþ-
ùåå x, y è, áîëåå òîãî, ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî ñòðîèòñÿ ïî äàííûì x, y.



ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÛÅ m-ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ 155

Øàã 0. A0
x = {x}, A0

y = {y}.
Øàã s + 1. Ïóñòü z � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðèíàäëåæàùåå

Asx ∪Asy. Ïðîâåðÿåì z íà ïðåäìåò åãî îòâåðæåíèÿ õîòÿ áû îäíèì èç ìíîæåñòâ

Asx, A
s
y. Åñëè z îòâåðãàåòñÿ A

s
x, òî ïîëàãàåì As+1

x = Asx, A
s+1
y = Asy ∪ {z}; åñëè

x îòâåðãàåòñÿ Asy, òî A
s+1
x = Asx ∪ {z}, As+1

y = Asy. Åñëè z îòâåðãàåòñÿ îáîèìè

ìíîæåñòâàìè, òî îòíîñèì åãî ê As+1
x . Êîíåö øàãà s+ 1.

Îïðåäåëèì

Ax =
⋃
s∈ω

Asx, Ay =
⋃
s∈ω

Asy.

Èíäóêöèåé ïî øàãàì ïîñòðîåíèÿ ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé øàã çàêàí÷è-
âàåòñÿ ñ îòíåñåíèåì òåêóùåãî òåñòèðóåìîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ê îäíîìó èç
äâóõ ìíîæåñòâ, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî [Asx]η ∩ [Asy]η = ∅ äëÿ ëþáîãî øàãà s.
Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèìûå Ax, Ay íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ η-çàìêíóòûìè è èõ
îáúåäèíåíèå ïîêðûâàåò âñå ω. Ðàâíîìåðíàÿ çàâèñèìîñòü èíäåêñîâ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ôóíêöèé Ax, Ay îò x, y î÷åâèäíà.

Òåïåðü äëÿ êàæäîé ïàðû 〈x, y〉 ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ η ÷èñåë ïîñòðîèì âû-
÷èñëèìîå ñåìåéñòâî òðàíñëÿöèé Tx,y = {fx,y,m,n|m,n ∈ ω} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z ∈ Ax ⇒ fx,y,m,n(z) = tm; z ∈ Ay ⇒ fx,y,m,n(z) = tn,

ãäå tm, tn ∈ tr(η),m 6= n.
Íàêîíåö, îïðåäåëèì âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî òðàíñëÿöèé

T =
⋃

x6=y (mod η)

Tx,y.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òðàíñëÿöèÿ f ∈ T ñîãëàñîâàíà ñ η, ò.å. x = y (mod η)⇒
f(x) = f(y) (mod η) è ïîòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôàêòîð-àëãåáðà 〈ω/η;T 〉
âû÷èñëèìîé àëãåáðû 〈ω;T 〉 ïî êîíãðóýíöèè η. Ò.ê. äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ
ïî ìîäóëþ η ÷èñåë x, y è ëþáûõ ðàçëè÷íûõ tm, tn ∈ tr(η) íàéäåòñÿ òðàíñëÿöèÿ
èç T , ïåðåâîäÿùàÿ x â tm è y â tn, òî àëãåáðà 〈ω/η;T 〉 òðàíñëÿöèîííî ïîëíà. �

Ñëåäñòâèå 8. Íàä ëþáîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìà òðàíñ-
ëÿöèîííî ïðåäïîëíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà.

Çàìå÷àíèå 2.Íåãàòèâíûå íóìåðàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñ-
ëå íå ìåíåå åñòåñòâåííûìè, ÷åì ïîçèòèâíûå. Òàê, íàïðèìåð, ïðîñòåéøàÿ ãðóï-
ïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ 〈Z; +〉 èìååò íåðàçðåøèìûå íåãàòèâíûå íóìåðà-
öèè, õîòÿ îíà óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé; ëþáîå áåñ-
êîíå÷íîå ïîëå, èìåþùåå âû÷èñëèìóþ êîïèþ, òàêæå èìååò íåðàçðåøèìóþ íåãà-
òèâíóþ íóìåðàöèþ (ñì. [7]), â òî âðåìÿ êàê âñÿêîå ïîçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå
ëþáîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì.

Ïðåäëîæåíèå 13. Âñÿêàÿ õàóñäîðôîâà íóìåðàöèÿ òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîë-
íîé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû íåãàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [6]. �

Ñëåäñòâèå 9. Íèêàêàÿ òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîëíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íå
ïðåäñòàâèìà íè íàä êàêîé íå íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, êàæäûé ñìåæ-
íûé êëàññ êîòîðîé ïåðå÷èñëèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ïðåäëîæåíèþ 13, ââèäó î÷åâèäíîé
T2-îòäåëèìîñòè (äàæå äèñêðåòíîñòè) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò
íåãàòèâíîñòü ÿäðà ïðåäñòàâëåíèÿ. �

Â ÷àñòíîñòè, íèêàêàÿ òðàíñëÿöèîííî ïðåäïîëíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íå
ïðåäñòàâèìà íè íàä êàêîé íåðàçðåøèìîé ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì áîëåå øèðîêèå ñåìåéñòâà êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì.
Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f : ωn −→ ω ñîãëàñîâàííîé ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

η, åñëè η � êîíãðóýíöèÿ àëãåáðû 〈ω; f〉. Êàê îáû÷íî, ôóíêöèÿ Cnm : ωn −→ ω,
ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé {m}(m ∈ ω), íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé, à Inm : ωn −→ ω,
ãäå 1 6 m 6 n è ∀〈x1, . . . , xn〉 ∈ ωn(Inm(x1, . . . , xn) = xm) � ïðîåêòèðóþùåé
ôóíêöèåé. Îáîçíà÷èì

U =
⋃

m,n∈ω
{Cnm} ∪

⋃
16m6n,n∈ω

{Inm}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ äâóìÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè � íóëå-
âîé (id ω) è åäèíè÷íîé ({〈x, y〉|x, y ∈ ω}). ßñíî òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ U -ôóíêöèÿ
ñîãëàñîâàíà ñ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íàä ω.

Ïðåäëîæåíèå 14. Íàä ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìà êîììóòà-
òèâíàÿ ïîëóãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà ω êàê C2
m, ãäå m � ëþáîå ôèêñè-

ðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà îïåðàöèÿ C2
m âû÷èñëèìà è î÷åâèäíî ñî-

ãëàñîâàíà ñ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ η íà ω, à ïîòîìó êîððåêòíî îïðåäåëå-
íà ôàêòîð-àëãåáðà 〈ω/η;C2

m〉 âû÷èñëèìîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû 〈ω;C2
m〉,

ò.å. ïîëóãðóïïà 〈ω;C2
m〉 ïðåäñòàâèìà íàä η. �

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïîëóãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ âçÿòü è I21 , íî òîãäà
ïîëóãðóïïà íå áóäåò êîììóòàòèâíîé.

Ïðåäëîæåíèå 15. Äëÿ ëþáîãî α ⊆ ω íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η∗α ïðåäñòàâèìà
êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ∗: x∗y = γ−1(γx∪γy). Ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî ∗ ñîãëàñîâàíà ñ η∗α äëÿ ëþáîãî α ⊆ ω. Åäèíèöåé äàííîé êîì-
ìóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû áóäåò η∗α-êëàññ, ïîðîæäåííûé âñåìè α-ðàñøèðåíèÿìè
ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ò.å. ε = {x|γx ⊆ α}. �

Ïðåäëîæåíèå 16. Ñóùåñòâóåò ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, íàä êîòîðîé
íå ïðåäñòàâèìà íèêàêàÿ ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå ñîâåðøåííàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü ñî ñæàòîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ. Òîãäà âñÿêàÿ âû÷èñëè-
ìàÿ ôóíêöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ η, äåéñòâóåò íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå ω/η ëèáî
êàê êîíñòàíòà, ëèáî êàê ïðîåêòèðóþùàÿ ([11]). Ïîýòîìó, åñëè íàä η ïðåäñòà-
âèìà ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé e è óìíîæåíèåì ∗, òî ýòî óìíîæåíèå äåéñòâóåò
íà ω/η ëèáî êàê êîíñòàíòíàÿ, ëèáî êàê ïðîåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ. Åñëè ∗ äåé-
ñòâóåò êàê êîíñòàíòà, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç c òàêîé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû, ÷òî
∀a, b(a ∗ b = c). Òîãäà ∀a(e ∗a = a ∗ e = a = c), ÷òî íåâîçìîæíî â íåòðèâèàëüíîé
ïîëóãðóïïå.

Ïóñòü ∗ äåéñòâóåò êàê ïðîåêòèðóþùàÿ, ò.å. ëèáî ïîäîáíî I21 , ëèáî êàê I
2
2 . Â

ïåðâîì ñëó÷àå ∀a(e = e∗a) (ò.ê. ∗ äåéñòâóåò êàê I21 ), íî, â òî æå âðåìÿ ∀a(e∗a =
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a) (ò.ê. e � åäèíèöà ïîëóãðóïïû). Ïîýòîìó ∀a(e = a), ÷òî âîçìîæíî ëèøü äëÿ
îäíîýëåìåíòíîãî ìîíîèäà. Ñëó÷àé I22 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëóãðóïïû íå ñ äâóñòîðîííèìè, à ñ ëå-
âûìè (ïðàâûìè) åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè, òî èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 17. Íàä ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìà ïîëóãðóïïà ñ
ëåâîé (ïðàâîé) åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ãðóïïîâîãî óìíîæå-
íèÿ îïåðàöèþ I22 , òî ëþáîé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëåâîé åäèíè-
öåé. Àíàëîãè÷íî, äëÿ îïåðàöèè I21 âñÿêèé ýëåìåíò áóäåò ïðàâîé åäèíèöåé. �

5. Ñòåïåíè ïðåäñòàâèìîñòè

Â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èçëîæåí-
íûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè ñòåïåíåé àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ñè-
ñòåì, ïðåäñòàâëÿþùåé èíòåðåñ â ðàìêàõ ïîäõîäà òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè
ê ïðîáëåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
ìîäåëè äàííûõ ([4]).

Ïóñòü Gp � êëàññ ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìûõ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï, Σ � ìíî-
æåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è KG(η) � êëàññ âñåõ
ãðóïï, ïðåäñòàâèìûõ íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η. Íà Σ îïðåäåëèì ñëåäóþùèé
ïðåäïîðÿäîê:

η0 6Gp η1 � ∀G ∈ Gp[G ∈ KG(η0)⇒ G ∈ KG(η1)].

Ñèììåòðè÷íîå çàìûêàíèå ïðåäïîðÿäêà 6Gp
ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî Σ íà êëàññû

≡Gp -ýêâèâàëåíòíîñòè è íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå Σ/ ≡Gp ïîðîæäàåòñÿ ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê DGp = 〈Σ/ ≡Gp ;6Gp〉, â êîòîðîì ÷åðåç 6Gp îáîçíà÷åí è ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå, èíäóöèðîâàííûé äåéñòâèåì6Gp

íà Σ. Êîððåêò-
íîñòü òàêîãî ïåðåõîäà ïðè ôàêòîðèçàöèè î÷åâèäíà. Íåôîðìàëüíî, η0 6Gp

η1
îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà, ïðåäñòàâèìàÿ íàä η0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèìîé è íàä
η1, à ñòðóêòóðà ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà DGp

îòðàæàåò àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðèðîäó
ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ðåàëèçóåìûìè íàä íèìè
êëàññàìè ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà èç Gp îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì
≡Gp

-êëàññîì. ÝëåìåíòûDGp
áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíÿìè ïîçèòèâíîé ïðåäñòàâè-

ìîñòè ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíè ïðåäñòàâèìîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì îáðàçóþò
èçîëèðîâàííûå òî÷êè â ñòðóêòóðå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñòåïå-
íåé è, ñ òî÷êè çðåíèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, ïðåäñòàâëÿþò �âû-
ðîæäåííûé ñëó÷àé�. Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì âñå ñòåïåíè ïðåäñòàâèìîñòè â
êîíòåêñòå îòñóòñòâèÿ ñòåïåíåé, ïîðîæäåííûõ êîíå÷íûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Íàïðèìåð, èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, íå
ÿâëÿþùèåñÿ m-ðàâíîìåðíûìè ëåæàò â îäíîé ≡Gp

-ñòåïåíè, ÿâëÿþùåéñÿ íàè-
ìåíüøåé îòíîñèòåëüíî 6Gp

è îïðåäåëÿþùåé ïóñòîé êëàññ ãðóïï. Îäíàêî, èç
òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî â ýòîé æå ñòåïåíè íàõîäÿòñÿ è íåêîòîðûå ðàâíîìåðíûå
m-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ êëàññ íåãàòèâíî ïðåäñòàâèìûõ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï
Gn è ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ íåãàòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé Π ïîëó÷àåì
ñòðóêòóðó ñòåïåíåé íåãàòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè ãðóïï DGn

= 〈Π/ ≡Gn
;6Gn

〉.
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Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèå êëàññû SGp (SGn) ïîçèòèâíî (íåãàòèâ-
íî) ïðåäñòàâèìûõ áåñêîíå÷íûõ ïîëóãðóïï è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ñòå-
ïåíåé ïîçèòèâíîé (íåãàòèâíîé) ïðåäñòàâèìîñòè äëÿ êëàññîâ ïîëóãðóïï. Ïðè
ýòîì, ≡Gp

-ñòåïåíè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, �ðàñïàäàòüñÿ�
äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ïîëóãðóïï, ò.å. ≡SGp

⊆≡Gp
, ò.ê. îäèíàêîâûå ≡Gp

-ñòåïåíè
äëÿ ãðóïï ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïîëóãðóïï (ïðè
ðàññìîòðåíèè ãðóïï â ñèãíàòóðå ñ îäíîé áèíàðíîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé).

Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî èçó÷åíà ñèòóàöèÿ äëÿ ñòåïåíåé ïîçè-
òèâíîé è íåãàòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ. Òàê, äëÿ ñòðóêòó-
ðû DLp

ñòåïåíåé ïîçèòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ äîêàçàíà åå
áåñêîíå÷íîñòü, ñóùåñòâîâàíèå íåñðàâíèìûõ ñòåïåíåé, îòñóòñòâèå íàèáîëüøåãî
ýëåìåíòà, íàëè÷èå ñòåïåíè, îïðåäåëÿþùåé ïóñòîé êëàññ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ è
ò.ä. (ñì. [12]). Ñòðîåíèå æå ñòðóêòóðû DLn ñòåïåíåé íåãàòèâíîé ïðåäñòàâèìî-
ñòè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ îêàçàëîñü ñîâåðøåííî èíûì � îíà òàêæå áåñêîíå÷íà,
íî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, ïðè ýòîì âñÿêàÿ ñòåïåíü îïðåäåëÿåò äîñòàòî÷íî
áîãàòûé êëàññ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ïðåäñòàâèìûõ íàä ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
èç ýòîé ñòåïåíè è ò.ä. (ñì. [8]).

Äëÿ ãðóïï, ïîëóãðóïï è êîëåö ñèòóàöèÿ íå èçó÷åíà. Ñàìàÿ ïðîñòåéøàÿ ñè-
òóàöèÿ � äëÿ ñòåïåíåé ïîçèòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè ïîëåé DFp .

Ïðåäëîæåíèå 18. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ïîçèòèâ-
íîé ïðåäñòàâèìîñòè áåñêîíå÷íûõ ïîëåé äâóõýëåìåíòíî è èçîìîðôíî òèïó
îðäèíàëà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ëþáàÿ íåðàçðåøèìàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü ëåæèò â ñòåïåíè ïîçèòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïóñòîé
êëàññ ïîëåé, ò.ê. íàä òàêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íå ïðåäñòàâèìî ïîëå. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, íàä ëþáîé ðàçðåøèìîé áåñêîíå÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåäñòàâèìî
âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîëå, îáëàäàþùåå âû÷èñëèìîé êîïèåé. �

Î ñòðóêòóðå DGp
ñòåïåíåé ïîçèòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè ãðóïï èìååò ìåñòî

ïî÷òè òðèâèàëüíîå

Ïðåäëîæåíèå 19. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ïîçèòèâ-
íîé ïðåäñòàâèìîñòè áåñêîíå÷íûõ ãðóïï èìååò íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ, äâà
èç êîòîðûõ íåñðàâíèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ýêâèâàëåíòíîñòè íå ÿâëÿþùèåñÿ m-ðàâíîìåðíûìè (è
äàæå íåêîòîðûå ðàâíîìåðíûå m-ýêâèâàëåíòíîñòè) îáðàçóþò íàèìåíüøóþ ñòå-
ïåíü d0 â DGp

. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòåïåíü d1, ñîäåðæàùàÿ η1 = id ω, îïðå-
äåëÿåò óñòîé÷èâóþ îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíûõ íóìåðàöèé ïðîñòåéøóþ ãðóïïó
G1 = 〈Z; +〉. Òåïåðü, åñëè d2 � ñòåïåíü, ñîäåðæàùàÿ íåðàçðåøèìóþ ýêâèâàëåíò-
íîñòü η2, ÿâëÿþùóþñÿ ÿäðîì ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
ãðóïïû G2, òî G1 ∈ KG(η1)rKG(η2) ∧G2 ∈ KG(η2)rKG(η1), ò.å. η1 
Gp

η2 è
η2 
Gp

η1. �

Äðóãèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû ñòåïåíåé
ïðåäñòàâëåíèé óêàçàííûõ âûøå ñèñòåì, îòêðûòû. Íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòðóê-
òóðà DGp

áåñêîíå÷íîé?
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