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Abstract. We describe the structure of �nite nonnilpotent
groups in which every n-maximal subgroup is strongly n-
maximal subgroup and either any two n-maximal subgroups
are permutable, or every n-maximal subgroup is S-quasinormal
subgroup (n = 2; 3).
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1. Ââåäåíèå

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷-
íûìè.
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Íàïîìíèì ðÿä èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G
íàçûâàåòñÿ 2-ìàêñèìàëüíîé èëè âòîðîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G, åñëè H ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â íåêîòî-
ðîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïåM ãðóïïû G. Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû 3-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû, 4-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóï-
ïû è ò. ä. n-Ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
n-ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ n-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé
íè â îäíîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû
G íàçûâàåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé èëè S-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G, åñëè
H ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G.
Ñâÿçü ìåæäó n-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ïðè n > 1 ãðóï-

ïû G è åå ñòðóêòóðîé èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Íàèáîëåå
ðàííèå ðåçóëüòàòû â äàííîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû Ðåäåè
[1], îïèñàâøèì íåðàçðåøèìûå ãðóïïû ñ àáåëåâûìè âòîðûìè ìàê-
ñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, è Õóïïåðòîì [2], óñòàíîâèâøèì ñâåðõ-
ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû, â êîòîðîé êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Ðàçâèâàÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ßíêî â ðàáîòå
[3] ïîëó÷èë îïèñàíèå ãðóïï, â êîòîðûõ 4-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóï-
ïû íîðìàëüíû. Ãîäîì ïîçæå â ðàáîòå [4] ßíêî èçó÷èë ãðóïïû,
ó êîòîðûõ êðîìå åäèíè÷íîé äðóãèõ 5-ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï íå
ñóùåñòâóåò. Â ðàáîòàõ Ñóäçóêè [5] è ßíêî [6] ñîäåðæèòñÿ îïèñà-
íèå êîíå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ ãðóïï, â êîòîðûõ âñå 2-ìàêñèìàëüíûå
ïîäãðóïïû íèëüïîòåíòíû. Îïèñàíèå ðàçðåøèìûõ ãðóïï, â êîòî-
ðûõ âñå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè,
áûëî ïîëó÷åíî Â.À. Áåëîíîãîâûì â ðàáîòå [7]. Ýòè ðåçóëüòàòû
ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàáîòå Â.Í. Ñåìåí÷óêà [8], ãäå äàíî îïèñà-
íèå ðàçðåøèìûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ âñå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóï-
ïû ñâåðõðàçðåøèìû. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó Àãðàâàëÿ [9], â êîòî-
ðîé äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé, åñëè âñå åå
2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ïåðåñòàíîâî÷íû ñî âñåìè ñèëîâñêèìè
ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G, è ðàáîòó Àñààäà [10], â êîòîðîé áûëè ïî-
ëó÷åíû àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ Õóïïåðòà äëÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíûõ
è ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå Ï. Ôëà-
âåëëà [11] áûëà íàéäåíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëà ìàêñèìàëü-
íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû, ñîäåðæàùèõ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíóþ ïîä-
ãðóïïó, è îïèñàíû ãðóïïû, â êîòîðûõ ýòà ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ.
Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î

âòîðûõ è òðåòüèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïïàõ. Îòìåòèì, â ÷àñòíî-
ñòè, ÷òî â ðàáîòå [12] Ãî Øóèí è Ê.Ï. Øàì äîêàçàëè ðàçðåøè-
ìîñòü ãðóïï, â êîòîðûõ âñå âòîðûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû îá-
ëàäàþò ñâîéñòâîì ïîêðûòèÿ-èçîëèðîâàíèÿ. Â ðàáîòàõ [13, 14, 15]
Ãî Âåíüáèíåì, Ëè Áàîäæóíîì, À.Í. Ñêèáîé è Ê.Ï. Øàìîì áûëè
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ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï â òåðìè-
íàõ 2-ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Â ðàáîòå [16] ïîëó÷åíî îïèñàíèå
íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè,
à â ðàáîòå [17] ïîëó÷åíî îïèñàíèå ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè 3-ìàêñèìàëüíûìè
ïîäãðóïïàìè. Ïîñëåäíèå äâà ðåçóëüòàòà ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðà-
áîòå Þ.Â. Ëóöåíêî (Ãîðáàòîâîé), Ãî Âåíüáèíÿ è À.Í. Ñêèáû [18], â
êîòîðîé ïîëó÷åíî òî÷íîå ñòðîåíèå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ëþáûå
äâå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû êîòîðûõ ïåðåñòàíîâî÷íû; à òàê-
æå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, â êîòîðûõ ëþáûå äâå 3-ìàêñèìàëüíûå
ïîäãðóïïû ïåðåñòàíîâî÷íû. Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, â
ðàáîòå [19] àâòîðîì ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå íåíèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï ñ íîðìàëüíûìè ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Îò-
ìåòèì òàêæå ðàáîòó [20], â êîòîðîé àâòîðû îïèñàëè òî÷íîå ñòðîå-
íèå ãðóïï ñ ñóáíîðìàëüíûìè âòîðûìè èëè òðåòüèìè ìàêñèìàëüíû-
ìè ïîäãðóïïàìè. Îïèðàÿñü íà ýòîò ðåçóëüòàò, â ðàáîòå [21] àâòîðà-
ìè áûëà ðåøåíà çàäà÷à ïîëíîãî îïèñàíèÿ ãðóïï ñ ñóáíîðìàëüíûìè
ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíûìè èëè ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïà-
ìè. Â ñâîþ î÷åðåäü ïîëíîå îïèñàíèå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñ S-
êâàçèíîðìàëüíûìè 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè, à òàêæå ãðóïï
ñ S-êâàçèíîðìàëüíûìè ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè áû-
ëî ïîëó÷åíî àâòîðàìè â ðàáîòàõ [22] è [23] ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèìè ðåçóëüòàòàìè âïîëíå åñòåñòâåííûì ÿâëÿ-

åòñÿ âîïðîñ î ñòðîåíèè íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ
2-ìàêñèìàëüíàÿ èëè 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî
2-ìàêñèìàëüíîé èëè 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ñîîòâåòñòâåííî.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà â ñëó÷àå, êî-
ãäà êàæäàÿ n-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî n-ìàêñèìàëüíîé
è ïðè ýòîì ëèáî ëþáûå äâå n-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ïåðåñòàíî-
âî÷íû, ëèáî êàæäàÿ n-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé
(äëÿ n = 2; 3).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 2.1 ([24], ãëàâà VI, òåîðåìû 26.1 è 26.2). Åñëè G � ãðóïïà
Øìèäòà, òî
(1) G = [P ] < a >, ãäå P,< a > � ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïà è

q-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâåííî;
(2) G èìååò â òî÷íîñòè äâà êëàññà ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï,

ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû P < aq > è P ′ <
a >;
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(3) G′ = P ;
(4) Φ(G) = Z(G) = P ′× < aq >;
(5) P/Φ(P ) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G, ïðè÷åì, åñëè |P/Φ(P )| =

pα, òî pα ñðàâíèìî ñ åäèíèöåé ïî ìîäóëþ q;
(6) Íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñòðîãî ñîäåð-

æàùàÿñÿ â P , ñîâïàäàåò ñ Φ(P ) = P ′ = CP (a);
(7) Åñëè P àáåëåâà, òî îíà ýëåìåíòàðíà;
(8) Åñëè P íåàáåëåâà, òî åå öåíòð, êîììóòàíò è ïîäãðóïïà

Ôðàòòèíè ñîâïàäàþò è èìåþò ýêñïîíåíòó p.

Ëåììà 2.2 ([18], ëåììà 2.3).Ïóñòü G � íåíèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) ëþáûå äâå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ

ïåðåñòàíîâî÷íûìè;
(2) G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîä-

ãðóïïàìè.

Òåîðåìà 2.3 ([18], òåîðåìà 3.1). Ïóñòü G � íåíèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà. Òîãäà ëþáûå äâå 3-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ïå-
ðåñòàíîâî÷íû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:
I. G � ãðóïïà Øìèäòà îäíîãî èç âèäîâ:
(a) G � ãðóïïà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè;
(b) G = [P ]Q, ãäå P èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå M3(p), ëèáî ãðóïïå

êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8;
(c) G = [P ]Q, ãäå |P | > p3, |Φ(P )| = p è Φ(P ) = Φ2(P );

II. G � áèïðèìàðíàÿ ãðóïïà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãðóïïîé Øìèäòà,
îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
(1) G = [P ]Q, ãäå P � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G, Q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è [P ]Φ(Q) � ãðóïïà Øìèäòà;
(2) G = ([P ]Q1) × Cq, ãäå P � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû G, |Cq| = q è PQ1 � ãðóïïà Øìèäòà;
(3) G = [P ]Q, ãäå P � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G, Q = 〈a〉 × 〈b〉, |a| = |b| = q, P 〈a〉 è P 〈b〉 � ãðóïïû Øìèäòà;
(4) G = [P ]Q, ãäå |P | = p, p > 2 è Q èçîìîðôíà ãðóïïå êâàòåð-

íèîíîâ ïîðÿäêà 8;
(5) G = ([P ]Q1)Cq, ãäå P � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, Q1 = 〈a〉, Cq = 〈b〉, |Q1Cq| = qβ, |a| = qβ−1 (β ≥ 3), PQ1

� ãðóïïà Øìèäòà, ab = a1+q
β−2

è [P,C1] = 1 äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû
C1, èçîìîðôíîé Cq;
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(6) G = [P ]Q, ãäå Φ(P ) � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G, îáå ãðóïïû Φ(P )Q è G/Φ(P ) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Øìèä-
òà, ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç Q ñîâïàäàåò ñ Z(G) è ëþáûå äâå
2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èç P ïåðåñòàíîâî÷íû;
(7) G � ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ èçîìîðôíûõ

ãðóïï Øìèäòà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè;
(8) G = [P1×Cp]Q, ãäå P1 � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, |Cp| = p, P1Q � ãðóïïà Øìèäòà, ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà èç Q ñîäåðæèòñÿ â Z(G) è [Cp, Q] = 1;
(9) G = [[P1]Q]Cp, ãäå P1 � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, |Q| = q, |Cp| = p, NG(Q) = [Q]Cp è P1Cp � àáåëåâà ãðóï-
ïà;
III. G � ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé èìååò â òî÷íîñòè òðè ïðîñòûõ
äåëèòåëÿ p, q, r è êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îäíîãî èç ñëåäóþùèõ
âèäîâ:
(i) G = ([P ]Q)R, ãäå P è R � ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ïîä-

ãðóïïû ãðóïïû G, Q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è F (G) = PRΦ(Q);
(ii) G = [R](P × Q), ãäå |P | = p, |Q| = q è R = F (G) � ìèíè-

ìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ëåììà 2.4 ([25], ãëàâà VI, ëåììà 4.7). Ïóñòü G = G1G2. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñóùåñòâóþò òàêèå ñèëîâñêèå
p-ïîäãðóïïû P, P1, P2 ñîîòâåòñòâåííî â G,G1, G2, ÷òî P = P1P2.

Ëåììà 2.5 ([26], ãëàâà V, òåîðåìà 5.1). Íåàáåëåâà p-ãðóïïà P ïî-
ðÿäêà p3 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàñïåöèàëüíîé è èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï
M3(p),M(p), D, èëè Q.

Ëåììà 2.6 ([26], ãëàâà V, òåîðåìà 4.3). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

(i) Ïóñòü P = Mm(p). Òîãäà:
(a) cl(P ) = 2 è |P ′| = p.
(b) Φ(P ) = Z(P ) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pm−2.
(c) Ωi(P ) � àáåëåâà ãðóïïà òèïà (pi, p), 1 ≤ i ≤ m− 2.

(ii) Ïóñòü P = Dm,m ≥ 3, Qm, èëè Sm. Òîãäà
(a) cl(P ) = m− 1.
(b) Φ(P ) = P ′ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2m−2.
(c) |Z(P )| = 2 è P/Z(P ) ' Dm−1.
(d) P îáëàäàåò íåöèêëè÷åñêîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 8.
(e) Åñëè P = Dm, òî Ω1(P ) = P, d(P ) = 2, dc(P ) = 1 è ëèáî

dn(P ) = 2 (m = 3), ëèáî dn(P ) = 1 (m > 3).
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(f) Åñëè P = Qm, òî Ω1(P ) = Z(P ) è d(P ) = 1. Áîëåå òîãî,
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç P ÿâëÿåòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêîé, ëèáî
îáîáùåííîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ.
(g) Åñëè P = Sm, òî Ω1(P ) ' D(m−1), d(P ) = 2 è dc(P ) = 1. Áîëåå

òîãî, ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç P ÿâëÿåòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêîé,
ëèáî îáîáùåííîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ, ëèáî îáîáùåííîé ãðóïïîé
äèýäðà.

(iii) Íèêàêèå èç äâóõ ïîäãðóïïMm(p), Dm, Qm, Sm íå ÿâëÿþòñÿ
èçîìîðôíûìè.

Ëåììà 2.7 ([26], ãëàâà V, òåîðåìà 4.4). Ïóñòü P � íåàáåëåâà
p-ãðóïïà ïîðÿäêà pm, êîòîðàÿ ñîäåðæèò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó
H ïîðÿäêà pm−1. Òîãäà:
(i) åñëè p íå÷åòíîå, òî P 'Mm(p);
(ii) åñëè p = 2 è m = 3, òî P èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï D, èëè

Q;
(iii) åñëè p = 2 èm > 3, òî P èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïïMm(2), Sm, Dm,

èëè Qm.

Ëåììà 2.8 ([27], òåîðåìà 14.3.1). Åñëè ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà P
êîíå÷íîé ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà,
òî ãðóïïà G îáëàäàåò òàêèì íîðìàëüíûì äåëèòåëåì H, ÷òî â
êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ ïî H ìîæíî âûáðàòü
ýëåìåíòû ãðóïïû P .

Ëåììà 2.9 ([28], ëåììà 1). Åñëè êàæäàÿ n-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G ñóáíîðìàëüíà, òî êàæäàÿ (n− 1)-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.

Ëåììà 2.10 ([28], ëåììà 3). Ïóñòü F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèí-
ãà ãðóïïû G. Â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå êàæäàÿ n-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé, êîãäà êàæäàÿ n-
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â F (G).

Ëåììà 2.11 ([28], ñëåäñòâèå 1). Åñëè êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ
èëè êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñóáíîðìàëüíà,
òî G ðàçðåøèìà.

Ëåììà 2.12 [29]. Ïóñòü G � ãðóïïà è H ≤ K ≤ G. Òîãäà
(1) Åñëè H S-ïåðåñòàíîâî÷íà â G, òî H S-ïåðåñòàíîâî÷íà â K.
(2) Äîïóñòèì, ÷òî H íîðìàëüíà â G. ÒîãäàK/H S-ïåðåñòàíîâî÷íà

â G/H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K S-ïåðåñòàíîâî÷íà â G.
(3) Åñëè H S-ïåðåñòàíîâî÷íà â G, òî H ñóáíîðìàëüíà â G.
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Ëåììà 2.13 ([25], ãëàâà III, òåîðåìà 8.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G
� ãðóïïà ñ |G| = pn. Åñëè G èìååò òî÷íî îäíó ïîäãðóïïó ïîðÿäêà
pm (1 < m < n), òî G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

3. Ñòðîåíèå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ
n-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
n-ìàêñèìàëüíîé, è ïðè ýòîì ëþáûå äâå

n-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ïåðåñòàíîâî÷íû (n = 2; 3)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ñòðîåíèå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï,
â êîòîðûõ êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-
ìàêñèìàëüíîé, è ïðè ýòîì ëþáûå äâå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
ïåðåñòàíîâî÷íû.
Ëåììà 3.1. Ïóñòü G � íåíèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé êàæ-

äàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé.
Òîãäà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå â ãðóïïåG ëþáûå äâå 2-ìàêñèìàëüíûå
ïîäãðóïïû ïåðåñòàíîâî÷íû, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà,
íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà êîòîðîé èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G � íåíèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà, â êîòîðîé ëþáûå äâå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ïåðåñòà-
íîâî÷íû è ïðè ýòîì êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé. Òîãäà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 2.2
è ïîýòîìó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè
ïîäãðóïïàìè P è Q, ãäå P � íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà.
Ïóñòü |Q| > q. Òîãäà â ñèëó ëåììû 2.1(2) ãðóïïà G èìååò òî÷-

íî äâà êëàññà ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q è PQ1, ãäå Q1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïûQ. Ñëåäîâàòåëüíî,G èìååò òî÷íî òðè êëàññà 2-ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q1, P1Q1

è PQ2, ãäå Q2 � 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q è P1 � íåêîòî-
ðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P . Ïî óñëîâèþ, Q1 ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãî 2-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G è ïîýòîìó P1 = 1. Ýòî âëå÷åò
|P | = p.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî |Q| = q. Â ýòîì ñëó÷àå G èìååò äâà êëàññà

ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï P è Qx. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíè÷íàÿ ïîä-
ãðóïïà è âñå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èç P ÿâëÿþòñÿ 2-ìàêñèìàëüíûìè
ïîäãðóïïàìè â G. Åñëè ïðè ýòîì |P | > p, òî åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî |P | = p.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà, íîðìàëü-

íàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà êîòîðîé èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê. Òîãäà â
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ñèëó ëåììû 2.2, â ãðóïïå G ëþáûå äâå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
ïåðåñòàíîâî÷íû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðîåíèå íåíèëüïîòåíòíûõ ãðóïï,
â êîòîðûõ êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-
ìàêñèìàëüíîé, è ïðè ýòîì ëþáûå äâå 3-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
ïåðåñòàíîâî÷íû.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü G � íåíèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé
êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé.
Òîãäà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå â ãðóïïåG ëþáûå äâå 3-ìàêñèìàëüíûå
ïîäãðóïïû ïåðåñòàíîâî÷íû, êîãäà ëèáî |G| = pαqβrγ, ãäå p, q, r �
ïðîñòûå ÷èñëà è α+ β + γ ≤ 3, ëèáî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ òèïîâ:
(1) G = [P ]Q, ãäå |P | = p, |Q| = qβ (β ≥ 3); ãðóïïà Q ëèáî àáå-

ëåâà, ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8, ëèáî èçî-
ìîðôíà ãðóïïå Mβ(q); è âñÿêèé ýëåìåíò èç Q, ïîðÿäîê êîòîðîãî
ìåíüøå qβ−1, ïðèíàäëåæèò CG(P );
(2) G = [P ]Q, ãäå P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2, îáå ãðóï-

ïû Φ(P )Q è G/Φ(P ) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Øìèäòà è ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà èç Q ñîâïàäàåò ñ Z(G);
(3) G = [P1 × P2]Q, ãäå |P1| = |P2| = p, P1Q � ãðóïïà Øìèäòà

è ãðóïïà P2Q ëèáî íèëüïîòåíòíà, ëèáî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Øìèäòà;
(4) G = ([P ]Q)R, ãäå P è R � ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ïîä-

ãðóïïû ãðóïïû G, |P | = p, |R| = r, Q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è
F (G) = PRΦ(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G � íåíèëüïîòåíòíàÿ
ãðóïïà, â êîòîðîé ëþáûå äâå 3-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ïåðåñòà-
íîâî÷íû è êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-
ìàêñèìàëüíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû
2.3 è ïîýòîìó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îäíîãî èç òèïîâ, îïèñàííûõ â
ýòîé òåîðåìå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïû ãðóïïû G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 3.1, è ïîýòîìó
êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ëèáî íèëüïî-
òåíòíîé ãðóïïîé, ëèáî ãðóïïîé Øìèäòà. Ïðè÷åì, åñëè H � ãðóïïà
Øìèäòà, òî H ìàêñèìàëüíà â G è ïðè ýòîì H èìååò íîðìàëüíóþ
ñèëîâñêóþ ïîäãðóïïó ïðîñòîãî ïîðÿäêà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà I â òåîðåìå 2.3, ò. å.

G = [P ]Q � ãðóïïà Øìèäòà, ãäå P è Q � ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïà
è q-ïîäãðóïïà â G, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïóñòü P � àáåëåâà ãðóïïà, ò. å. G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà I(a) â
òåîðåìå 2.3. Äîïóñòèì, ÷òî |Q| > q. Òîãäà â ñèëó ëåììû 2.1(2)
ìàêñèìàëüíûìè â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû PQ1 è Qx, ãäå Q1 �
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâèòåëÿìè 2-
ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q1, PQ2 è P1Q1,
ãäå Q2 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q1 è P1 � íåêîòîðàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèòåëÿìè 3-ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q2, PQ3, P1Q2 è P2Q1, ãäå Q3

� ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q2 è P2 � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â P1. Åñëè Q2 6= 1 è ïðè ýòîì P1 6= 1, òî Q2 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, P1 = 1 è ïîýòîìó |P | = p. Òàêèì îáðàçîì,
G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (1). Åñëè Q2 = 1 è ïðè ýòîì P1 6= 1, òî
åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà Q2 íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G, òàê êàê Q2 è P1 â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ 3-
ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè âG, ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî âëå÷åò P1 = 1
è ïîýòîìó |G| = pq2.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî |Q| = q. Â ýòîì ñëó÷àå 3-ìàêñèìàëüíûìè

ïîäãðóïïàìè â G ÿâëÿþòñÿ âñå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èç P
è åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà. Åñëè ïðè ýòîì |P | > p2, òî åäèíè÷íàÿ 3-
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé â ãðóïïå G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
|P | ≤ p2 è ïîýòîìó |G| ≤ p2q.
Ïóñòü òåïåðü P � íåàáåëåâà ãðóïïà, ò. å. G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

òèïîâ I(b) èëè I(c) â òåîðåìå 2.3. Äîïóñòèì, ÷òî |Q| > q. Òîãäà
ïîäãðóïïû P1Q2 è Φ(P )Q2 ÿâëÿþòñÿ 3-ìàêñèìàëüíûìè â G, ãäå Q2

� ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q1 è P1 � ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà â P . Åñëè P1 6= Φ(P ), òî Φ(P )Q2 íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, P1 = Φ(P ) è ïîýòîìó â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
P1, Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â P . Íî
òîãäà, ïî ëåììå 2.13, P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî |Q| = q. Òàê êàê ïðè ýòîì G � ãðóïïà îäíî-

ãî èç òèïîâ I(b-c) â òåîðåìå 2.3, òî Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ 2-ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â P è |Φ(P )| = p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 3-ìàêñèìàëüíûìè
ïîäãðóïïàìè â G ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà è Φ(P ). Òàê êàê
Φ(P ) 6= 1, òî åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äàííûé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòî.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(1) â òåîðå-
ìå 2.3. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû P 〈aq〉, ãäå Q = 〈a〉, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóï-
ïîé. Òîãäà, ïî ëåììå 3.1, |P | = p. Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé òèïà (1).
Ïóñòü òåïåðü G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(2) â òåîðåìå 2.3. Àíà-

ëîãè÷íî, ïî ëåììå 3.1, â ýòîì ñëó÷àå |P | = p è ïîýòîìó G ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (1).
Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(3) â òåîðåìå 2.3, òî â ñèëó ëåì-

ìû 3.1, |G| = pq2.
Ïóñòü òåïåðü G � ãðóïïà òèïà II(4) èëè II(5) â òåîðåìå 2.3. Àíà-

ëîãè÷íî, êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |P | = p. Ñëåäîâàòåëüíî,
G ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (1).
Ïóñòü òåïåðü G � ãðóïïà òèïà II(6) â òåîðåìå 2.3. Òîãäà â ñè-

ëó ëåììû 3.1, ãðóïïû |Φ(P )| è |P/Φ(P )| èìåþò ïðîñòîé ïîðÿäîê.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â P
è ïîýòîìó P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2. Â ýòîì ñëó÷àå G
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (2).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G � ãðóïïà òèïà II(7) â òåîðåìå 2.3.

Ðàññóæäàÿ, êàê è âûøå, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî G = AB, ãäå A =
[P1]Q è B = [P2]Q � ãðóïïû Øìèäòà ñ |P1| = |P2| = p, è ïîýòîìó
G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (3).
Ïóñòü òåïåðü G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(8) â òåîðåìå 2.3. Àíà-

ëîãè÷íî, êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |P1| = p è ïîýòîìó G
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (3).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(9) â òåîðå-

ìå 2.3. Àíàëîãè÷íî, êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |P1| = p. Òàê
êàê ïðè ýòîì ïîäãðóïïû [P1]Q è [Q]Cp ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Øìèä-
òà, òî, ïî ëåììå 2.1(5), p ñðàâíèìî ñ åäèíèöåé ïî ìîäóëþ q è q
ñðàâíèìî ñ åäèíèöåé ïî ìîäóëþ p, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,
äàííûé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòî.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà G � ãðóïïà òèïà III(i) â òåîðåìå

2.3, G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà (4).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà G � ãðóïïà òèïà III(ii) â òåî-

ðåìå 2.3, |G| = pqr.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ãðóïïà îäíîãî èç òè-

ïîâ äàííîé òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
îäíîãî èç òèïîâ, îïèñàííûõ â òåîðåìå 2.3. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû
2.3, ëþáûå äâå 3-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ïå-
ðåñòàíîâî÷íûìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4. Ñòðîåíèå ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ n-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî n-ìàêñèìàëüíîé, è ïðè

ýòîì âñå n-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
S-êâàçèíîðìàëüíû (n = 2; 3)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ñòðîåíèå ãðóïï ñ S-êâàçèíîðìàëüíûìè
âòîðûìè ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ 2-
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé.
Ëåììà 4.1.Ïóñòü G � ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé. Òîãäà â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå â ãðóïïå G êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé, êîãäà G ëèáî íèëüïîòåíòíà; ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà, íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà êî-
òîðîé èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íåîáõîäèìîñòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òîG� íåíèëü-
ïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñ S-êâàçèíîðìàëüíûìè 2-ìàêñèìàëüíûìè ïîä-
ãðóïïàìè. Ïî ëåììå 2.12(3), â ãðóïïå G êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé. Òîãäà, ïî ëåììå 2.9, êàæäàÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé è ïî-
ýòîìó G = [P ]Q � ãðóïïà Øìèäòà, ãäå P è Q � ñèëîâñêèå p-
ïîäãðóïïà è q-ïîäãðóïïà â G, ñîîòâåòñòâåííî.
Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî P � àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü ïðè ýòîì

|Q| > q. Òîãäà ãðóïïà G èìååò òî÷íî äâà êëàññà ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïûQ è PQ1,
ãäå Q1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Q. Òîãäà G èìååò òî÷íî
òðè êëàññà 2-ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q1, P1Q1 è PQ2, ãäå Q2 � 2-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â Q è P1 � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P .
Ïî óñëîâèþ, Q1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G è
ïîýòîìó P1 = 1. Ýòî âëå÷åò |P | = p.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî |Q| = q. Â ýòîì ñëó÷àå G èìååò äâà êëàññà

ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï P è Qx. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíè÷íàÿ ïîä-
ãðóïïà è âñå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èç P ÿâëÿþòñÿ 2-ìàêñèìàëüíûìè
ïîäãðóïïàìè â G. Åñëè |P | > p, òî åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, |P | = p.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî P � íåàáåëåâà ãðóïïà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä-

ãðóïïû P1Q1 è Φ(P )Q1 ÿâëÿþòñÿ 2-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè
â G, ãäå Q1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q è P1 � íåêîòîðàÿ ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P . Åñëè P1 6= Φ(P ), òî Φ(P )Q1 íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé âG, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, P1 = Φ(P ) äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû P1
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èç P . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â P . Òîãäà â ñèëó ëåììû 2.13, P ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåàáåëåâîñòè P . Òàêèì îáðàçîì, äàí-
íûé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-

ïà. Òîãäà êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
S-êâàçèíîðìàëüíîé. Ïóñòü G = [P ]Q � ãðóïïà Øìèäòà è |P | = p.
Òîãäà ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû PQ1

è Qx, ãäå Q1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Q. Ñëåäîâàòåëü-
íî, 2-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q1 è
PQ2, ãäå Q2 � 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q. Òàê êàê ýòè ïîä-
ãðóïïû íîðìàëüíû â G, òî êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç
G S-êâàçèíîðìàëüíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðîåíèå ãðóïï ñ S-êâàçèíîðìàëüíûìè
3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé.

Òåîðåìà 4.2.Ïóñòü G � ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé. Òîãäà â òîì è òîëü-
êî â òîì ñëó÷àå â ãðóïïå G êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé, êîãäà ãðóïïà G ëèáî íèëüïîòåíò-
íà, ëèáî |G| = pαqβrγ, ãäå α+ β + γ ≤ 3, ëèáî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:
I. G = [P ]Q � ãðóïïà Øìèäòà, ãäå |P | = p;
II. G � áèïðèìàðíàÿ ãðóïïà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãðóïïîé Øìèäòà,
îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
(1) G = [P ]Q, ãäå |P | = p, Q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è [P ]Φ(Q) �

ãðóïïà Øìèäòà;
(2) G = ([P ]Q1) × Cq, ãäå |P | = p, |Cq| = q è PQ1 � ãðóïïà

Øìèäòà;
(3) G = [P ]Q, ãäå |P | = p, p > 2 è Q èçîìîðôíà ãðóïïå êâàòåð-

íèîíîâ ïîðÿäêà 8;
(4) G = ([P ]Q1)Cq, ãäå |P | = p, Q1 = 〈a〉, Cq = 〈b〉, |Q1Cq| = qβ,

|a| = qβ−1 (β ∈ N), PQ1 � ãðóïïà Øìèäòà, ab = a1+q
β−2

è [P,C1] =
1 äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû C1, èçîìîðôíîé Cq;
(5) G = [P ]Q, ãäå P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2, îáå ãðóïïû

Φ(P )Q è G/Φ(P ) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Øìèäòà è ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà èç Q ñîâïàäàåò ñ Z(G);
(6) G = [P ]Q, ãäå P = 〈a〉 × 〈b〉, |a| = |b| = p è [〈a〉]Q è [〈b〉]Q �

ãðóïïû Øìèäòà;
(7) G = [P1 × Cp]Q, ãäå |Cp| = |P1| = p, P1Q � ãðóïïà Øìèäòà,

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç Q ñîäåðæèòñÿ â Z(G) è [Cp, Q] = 1;
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III. G = ([P ]Q)R, ãäå G � ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé èìååò â òî÷-
íîñòè òðè ïðîñòûõ äåëèòåëÿ p, q, r; P è R � ìèíèìàëüíûå íîð-
ìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, |P | = p, |R| = r, Q � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà è F (G) = PRΦ(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G � ãðóïïà, â êîòîðîé
êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G� íåíèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäàÿ
3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé. Ïî ëåì-
ìå 2.12(3), â ãðóïïå G êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ñóáíîðìàëüíîé. Òîãäà, ïî ëåììå 2.9, êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé. Çàìåòèì òàêæå, ïî ëåì-
ìå 2.11, ÷òî ãðóïïà G ðàçðåøèìà. Òàêèì îáðàçîì, G � ðàçðåøèìàÿ
ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà íèëüïîòåíò-
íà. Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî íèëüïîòåíòíîé, ëèáî ãðóïïîé Øìèäòà. Ïðè÷åì, åñëè H
� ãðóïïà Øìèäòà, òî H ìàêñèìàëüíà â G, è ñîãëàñíî ëåììå 4.1, â
ãðóïïåH íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê.
Ïîñêîëüêó â ðàçðåøèìîé ãðóïïå èíäåêñ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîä-
ãðóïïû åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà è ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû Øìèäòà ðàâíî äâóì, òî π(G) ≤ 3.
I. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî G = [P ]Q ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèä-

òà.
Ïóñòü P � àáåëåâà ãðóïïà. Äîïóñòèì, ÷òî |Q| > q. Òîãäà ìàêñè-

ìàëüíûìè â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû PQ1 è Q
x, ãäå Q1 � ìàêñèìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà âQ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâèòåëÿìè 2-ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï â G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q1, PQ2 è P1Q1, ãäå Q2 � ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà âQ1 è P1 � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â P . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâèòåëÿìè 3-ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï â
G ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïû Q2, PQ3, P1Q2 è P2Q1, ãäå Q3 � ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà â Q2 è P2 � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â
P1. Åñëè P1 6= 1, òî Q2 íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, P1 = 1 è
ïîýòîìó |P | = p. Òàêèì îáðàçîì, G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà I.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî |Q| = q. Â ýòîì ñëó÷àå âñå 2-ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû èç P ÿâëÿþòñÿ 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè âG. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî |P | > p2. Ïóñòü P2 � ïðîèçâîëüíàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà èç P . Ïî óñëîâèþ, P2 S-êâàçèíîðìàëüíà â G. Òàê êàê
P2 6= 1, òî P2Q ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðî-
åíèþ ãðóïïû Øìèäòà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçâàåò, ÷òî |P | ≤ p2. Ñëåäîâàòåëüíî,
|G| ≤ p2q.
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Ïóñòü òåïåðü P � íåàáåëåâà ãðóïïà. Äîïóñòèì, ÷òî |Q| > q. Òî-
ãäà ïîäãðóïïû P1Q2 è Φ(P )Q2 ÿâëÿþòñÿ 3-ìàêñèìàëüíûìè â G,
ãäå Q2 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q1 è P1 � íåêîòîðàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P . Åñëè P1 6= Φ(P ), òî Φ(P )Q2 íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, P1 = Φ(P ). Òàêèì îáðàçîì, Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â P . Òîãäà â ñèëó ëåììû
2.13, P ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàò-
ðèâàåìîìó ñëó÷àþ.
Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî |Q| = q. Ïóñòü P2 � 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà â P è Φ1(P ) � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Φ(P ) òàêèå, ÷òî
Φ1(P ) ⊆ P2 è Φ1(P ) 6= 1. Òàê êàê |Q| = q, òî Φ1(P ) è P2 ÿâëÿþòñÿ
3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â G. Åñëè Φ1(P ) 6= P2, òî Φ1(P ) íå
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ1(P ) = P2 è ïîýòîìó Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â P . Â ñèëó ëåììû 2.13, ýòî âíîâü âëå÷åò
àáåëåâîñòü P , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ. Åñëè
Φ1(P ) = 1 è P2 6= 1, òî åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà Φ1(P ) íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, òàê êàê Φ1(P ) è P2

ÿâëÿþòñÿ 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â G, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå P2 = 1 è ïîýòîìó P ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
ïîðÿäêà p2, ÷òî âíîâü ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ.
II. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà è

π(G) = {p, q}, ãäå p 6= q.
Äîïóñòèì âíà÷àëå, ÷òî ãðóïïà G èìååò íîðìàëüíóþ ñèëîâñêóþ

ïîäãðóïïó P , ò. å. G = [P ]Q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G èìååò ïà-
ðó ïîäãðóïïØìèäòà âèäà A = [P ]Q1 è B = [P1]Q (P1 < P,Q1 < Q).
Ïîíÿòíî, ÷òî A è B ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â ãðóï-
ïå G. Òàê êàê â ãðóïïå A êàæäàÿ ñòðîãî 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé, òî, ïî ëåììå 4.1, |P | = p. Àíàëîãè÷-
íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |P1| = p, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðà-
çîì, ëèáî âñå ïîäãðóïïû Øìèäòà ãðóïïû G ñîäåðæàò ñèëîâñêóþ
p-ïîäãðóïïó èç G, ëèáî âñå îíè ñîäåðæàò ñèëîâñêóþ q-ïîäãðóïïó
èç G.
Åñëè âñå ïîäãðóïïû Øìèäòà ãðóïïû G ñîäåðæàò ñèëîâñêóþ p-

ïîäãðóïïó èç G, òî G = [P ]Q, ãäå |P | = p.
Äîïóñòèì, ÷òî Q � àáåëåâà ãðóïïà. Åñëè ïðè ýòîì ãðóïïà Q

öèêëè÷åñêàÿ, òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(1).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Q � íåöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïóñòü H

� ïîäãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G. Òîãäà |G : H| = q è H = [P ]Q1,
ãäå Q1 � öèêëè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q. Ïî îñíîâíîé
òåîðåìå î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ, Q = Q1 × Cq, ãäå |Cq| = q.



158 Þ.Â. Ãîðáàòîâà

Ïóñòü Q2 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Q1. Òîãäà ïîäãðóïïà PQ2Cq
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé â ãðóïïå G. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà
íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íèëüïîòåíòíà.
Ýòî âëå÷åò [P,Cq] = 1 è ïîýòîìó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(2).
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Q2 ãðóïïû Q1

åäèíè÷íà, òî ïîäãðóïïà PCq ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé â ãðóïïå G.
Åñëè ïðè ýòîì ïîäãðóïïà PCq íèëüïîòåíòíà, òî G ñíîâà ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé òèïà II(2). Åñëè æå PCq � ãðóïïà Øìèäòà, òî G ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé ïîðÿäêà pq2.
Ïóñòü òåïåðü Q � íåàáåëåâà ãðóïïà è |Q| = qβ (β ∈ N). Åñ-

ëè q = 2 è β = 3, òî, ïî ëåììå 2.7, Q èçîìîðôíà ëèáî ãðóï-
ïå êâàòåðíèîíîâ, ëèáî äèýäðàëüíîé ãðóïïå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
Q = [〈a〉]〈b〉, ãäå |a| = 22, |b| = 2, ab = a−1. Òîãäà Q èìååò òî÷íî
òðè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû: 〈a〉, 〈a2〉〈b〉 è 〈a2〉〈ab〉 è ïîýòîìó ïîä-
ãðóïïû âèäà 〈a2〉, 〈b〉 è 〈ab〉 ÿâëÿþòñÿ 2-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïà-
ìè â Q. Òàê êàê |P | = p, òî Q ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé
â G. Òîãäà ïîäãðóïïû 〈a2〉, 〈b〉 è 〈ab〉 ÿâëÿþòñÿ 3-ìàêñèìàëüíûìè
â ãðóïïå G. Ïî ëåììå 2.10, êàæäàÿ èç ýòèõ ïîäãðóïï ñîäåðæèò-
ñÿ â F (G) = P 〈a2〉〈b〉, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Q èçîìîðôíà
ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8 è ïîýòîìó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà
II(3).
Åñëè òåïåðü q = 2 è β > 3, ëèáî q � íå÷åòíîå ïðîñòîå, òî, ïî ëåì-

ìå 2.7, Q èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï: Mβ(q), Dβ, Qβ èëè Sβ. Åñëè Q
èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï Dβ, Qβ èëè Sβ, òî, ïî ëåììå 2.6, ôàê-
òîðãðóïïà Q/Z(Q) èçîìîðôíà Dβ−1. Â ýòîì ñëó÷àå ôàêòîðãðóïïà
Q/Z(Q) èìååò òî÷íî äâå ìàêñèìàëüíûå íåöèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Q èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå íåöèêëè÷å-
ñêèå 2-ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû è ïîýòîìó â ãðóïïå Q ñóùåñòâóåò
ïî êðàéíåé ìåðå äâå íåöèêëè÷åñêèå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïûM1

èM2, êîòîðûå ñîäåðæàò P è íå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Øìèäòà. Òîãäà
M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â
G è ïîýòîìó ãðóïïà G = M1M2 íèëüïîòåíòíà, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ãðóïïà Q íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï:
Dβ, Qβ èëè Sβ.
Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Q èçîìîðôíà

Mβ(q) = 〈a, b | aqβ−1

= bq = 1, ab = a1+q
β−2〉.

Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà G èìååò âèä G = [[P ]Q1]Cq, ãäå |P | = p,
Q1 = 〈a〉, |a| = qβ−1, Cq = 〈b〉, |b| = q, PQ1 � ãðóïïà Øìèäòà è

ab = a1+q
β−2

.
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Ïóñòü C � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, èçîìîðôíûõ
ïîäãðóïïå Cq. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû C1 èç
C âûïîëíÿåòñÿ [P,C1] 6= 1. Ýòî âëå÷åò, ÷òî ïîäãðóïïà PC1 ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé Øìèäòà. Òîãäà PC1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â
G è ïîýòîìó |Q| = q2, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. Q íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà II(4).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G

ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ q-ïîäãðóïïó èç G. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî Q = 〈a〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è P 〈aq〉 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G ñ èíäåêñîì, ðàâíûì q. Òàê êàê ïîäãðóïïà P 〈aq〉
íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà, òî îíà íèëüïîòåíòíà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, P 〈aq〉 = P×〈aq〉 = F (G) è ïîýòîìó 〈aq〉 ñîäåðæèòñÿ â Z(G). Ïðè
ýòîì ëèáî êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ
ñèëîâñêóþ q-ïîäãðóïïó ãðóïïû G, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà, ëè-
áî G èìååò íèëüïîòåíòíóþ ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ñîäåðæàùóþ
ñèëîâñêóþ q-ïîäãðóïïó ãðóïïû G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðåí ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü M � ïðîèçâîëü-

íàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G âèäà P1Q
x, ãäå P1 < P . Òàê

êàê M � ãðóïïà Øìèäòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ëåììû 4.1,
òî |P1| = p.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî P � íåàáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà P ′ 6= 1 è

ñëåäîâàòåëüíî Φ(P ) 6= 1. Äîïóñòèì, ÷òî P1 6= Φ(P ). Òîãäà Φ(P )P1Q
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òàê êàê P1Q � ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, òî ëèáî Φ(P )P1Q = P1Q, ëèáî Φ(P )P1Q = G.
Åñëè Φ(P )P1Q = P1Q, òî Φ(P ) ≤ P1. Òàê êàê |P1| = p è Φ(P ) 6= 1,
òî Φ(P ) = P1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Φ(P )P1Q = G. Òîãäà Φ(P )P1 = P è ïîýòîìó P1 = P , ÷òî
íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî, è çíà÷èò
P1 = Φ(P ). Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà p â ãðóïïå P . Òîãäà â ñèëó ëåììû
2.13, P ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàò-
ðèâàåìîìó ñëó÷àþ.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî P � àáåëåâà ãðóïïà. Äîïóñòèì, ÷òî

Φ(P ) 6= 1. Àíàëîãè÷íî, êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Φ(P ) �
ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p ãðóïïû G. Äîïó-
ñòèì, ÷òî |Q| > q. Ïóñòü P1 � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû P è Q2 � 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Q. Òî-
ãäà P1Q2 ÿâëÿåòñÿ 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Ïî óñëîâèþ,
(P1Q2)Q = Q(P1Q2) è ïîýòîìó P1Q ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå
G. Òîãäà, ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ïîäãðóïïû Φ(P )Q â ãðóïïå G, ìû
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èìååì Φ(P )Q = P1Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé â P è ïîýòîìó P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
p2.
Òàê êàê Φ(P ) ⊆ Φ(G) è ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, òî

G/Φ(P ) � ãðóïïà Øìèäòà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè.
Ïîñêîëüêó, êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæà-
ùàÿ ñèëîâñêóþ q-ïîäãðóïïó ãðóïïû G, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà
ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè, òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû Q ñîâïàäàåò ñ Z(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G � ãðóïïà òèïà
II(5).
Ïóñòü òåïåðü |Q| = q. Ïóñòü P2 � òàêàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà â P , ÷òî Φ(P ) ≤ P2. Òîãäà P2 ÿâëÿåòñÿ 3-ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â G è çíà÷èò, ïî óñëîâèþ, P2Q ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G. Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ïîäãðóïïû Φ(P )Q â ãðóïïå G,
ìû èìååì Φ(P )Q = P2Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ(P ) = P2 ÿâëÿåòñÿ 2-
ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â P è ïîýòîìó |P | = p3. Èç óñëîâèé òåî-
ðåìû âûòåêàåò, ÷òî Φ(P ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé 2-ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â P è çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 2.13, P ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïîé. Òàêèì îáðàçîì, |G| = p3q. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíè÷-
íàÿ ïîäãðóïïà è Φ(P ) ÿâëÿþòñÿ 3-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â
G. Òàê êàê Φ(P ) 6= 1, òî åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðîãî 3-ìàêñèìàëüíîé â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò,
äàííûé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòî.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Φ(P ) = 1. Òàê êàê P � àáåëåâà ãðóïïà, òî

îíà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé p-ãðóïïîé. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ
ïîäãðóïïó M = P1Q

x ãðóïïû G. Òàê êàê M � ãðóïïà Øìèäòà è
P � àáåëåâà ãðóïïà, òî, ïî ëåììå 4.1, P1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà p â ãðóïïå G.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó T ãðóïïû G òàêóþ,

÷òî G = [P1]T . Òàê êàê T = [P2]Q � ãðóïïà Øìèäòà (ââèäó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ) è P � àáåëåâà ãðóïïà, òî, ïî ëåììå 4.1, P2

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà p â ãðóïïå
G. Òàêèì îáðàçîì, G � ãðóïïà òèïà II(6).
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî G èìååò íèëüïîòåíòíóþ ìàêñèìàëü-

íóþ ïîäãðóïïóM , ñîäåðæàùóþ ïîäãðóïïó Q. Òîãäà ãðóïïàM èìå-
åò âèä P1 × Q, ãäå P1 < P. Äîïóñòèì, ÷òî |P1| > p. Ïóñòü E �
2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P1Q, èíäåêñ êîòîðîé ðàâåí p2. Òîãäà
E ÿâëÿåòñÿ 3-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G è Q ≤ E. Èç óñëîâèÿ
òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî EQx � ïîäãðóïïà â G äëÿ âñåõ x ∈ G. Cî-
ãëàñíî ëåììå 2.4, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ EQx, ÷òîQy = QQx

è ïîýòîìó Q = Qx ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G.
Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî |P1| = p.
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Ïóñòü H � ïîäãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ Q. Òîãäà
H � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è ïîýòîìó HM = G. Ïóñòü
Hp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïà
P1 íå ñîäåðæèòñÿ â Hp, òàê êàê P1Q � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â G. Òîãäà Hp ∩ P1 = 1, òàê êàê |P1| = p, è ïîýòîìó H ∩ M =
Q. Ïî ëåììå 4.1, |Hp| = p è ïîýòîìó Hp ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G. Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé òèïà II(7).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðóïïà G íå èìååò íîðìàëüíûõ ñè-

ëîâñêèõ ïîäãðóïï. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñ
èíäåêñîì, ðàâíûì p. Òîãäà Q ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â H. Äîïóñòèì,
÷òî ïîäãðóïïà Q íîðìàëüíà â ãðóïïå H. Òîãäà ïîäãðóïïà Q íîð-
ìàëüíà â ãðóïïå G, òàê êàê ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ. Ñëåäîâàòåëüíî, H = [P1]Q
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Øìèäòà ãðóïïû G è ïîýòîìó Q � öèêëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå 4.1, P1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà p â ãðóïïå G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òîNG(Q) � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG.

Òîãäà Q ≤ Z(NG(Q)), òàê êàê Q � àáåëåâà ãðóïïà. Ïî ëåììå 2.8,
ãðóïïà G îáëàäàåò â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëüíûì q-äîïîëíåíèåì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ. Ñëåäîâàòåëüíî, NG(Q) =
[Q]〈b〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Øìèäòà â ãðóïïå G ñ |Q| = q. Ïîäãðóï-
ïû H è NG(Q) ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè â ãðóïïå G è ïîýòîìó
G = HNG(Q). Ñëåäîâàòåëüíî, P1〈b〉 � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïûG. Ïî âûáîðó ïîäãðóïïûH, |G : H| = p è ïîýòîìó P1∩〈b〉 = 〈bp〉.
Òàê êàê [Q]〈b〉 � ãðóïïà Øìèäòà, òî ïîäãðóïïà Q〈bp〉 íèëüïîòåíò-
íà è ïîýòîìó 〈bp〉 ≤ CP1(Q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [P1]Q � ãðóïïà
Øìèäòà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè è ïîýòîìó, ïî ëåì-
ìå 2.1(6), CP1(Q) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈bp〉 = 1 è ïîýòîìó |〈b〉| = p.
Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîðÿäêà p2q.
III. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà π(G) = {p, q, r}, ãäå p, q, r

� ðàçëè÷íûå ïðîñòûå äåëèòåëè |G|.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M íåêîòîðóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû

G òàêóþ, ÷òî |G : M | = q. Òîãäà ãðóïïà M ëèáî íèëüïîòåíòíà,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà M íèëüïîòåíòíà. Òîãäà G = [P ×R]Q

è M = P × R × Q1, ãäå Q1 � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â Q. Ïîäãðóïïû PQ è RQ íå ìîãóò áûòü îáå íèëüïîòåíòíûìè,
è ïîýòîìó ëèáî PQ è RQ � ãðóïïû Øìèäòà, ëèáî îäíà èç ýòèõ
ïîäãðóïï, íàïðèìåð, RQ íèëüïîòåíòíà, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Øìèäòà.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé. Òîãäà ïîäãðóï-
ïû PQ è RQ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè â G. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå 4.1, |P | = p è |R| = r. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 2.1(1)(4),
Q = 〈a〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé è 〈aq〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé â Z(〈PQ,RQ〉) = Z(G).
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïà PQ = P 〈a〉 ÿâëÿåòñÿ ãðóï-

ïîé Øìèäòà, à ïîäãðóïïà RQ íèëüïîòåíòíà. Ýòî âëå÷åò, ÷òî ïîä-
ãðóïïà PQ ìàêñèìàëüíà â G è ïîýòîìó G = PQ × R, ãäå |R| = r.
Ïî ëåììå 4.1, P ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
ïîðÿäêà p â G. Èç òîãî, ÷òî 〈aq〉 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïîé â Q è Q íîðìàëüíà â RQ, ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà 〈aq〉 íîð-
ìàëüíà â RQ. Òàê êàê, ïî ëåììå 2.1(4), 〈aq〉 íîðìàëüíà è â ãðóïïå
PQ, òî ïîäãðóïïà 〈aq〉 íîðìàëüíà â G.
Òàêèì îáðàçîì, G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà III.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà è G íå

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òèïà III. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî äî-
ïóñòèòü, ÷òî M = [R]P, ãäå P = 〈b〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà
G = [M ]Q = [[R]P ]Q, ãäå Q � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà q è Q íå
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû Q
áûëà íîðìàëüíîé â G ïîäãðóïïîé, òî G = M × Q ñíîâà áûëà áû
ãðóïïîé òèïà III.
Òàê êàêM = [R]P ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîéØìèäòà, òî, ïî ëåììå 4.1, R

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà r ãðóïïû
M , à ñëåäîâàòåëüíî, è ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî RQ � íèëü-
ïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Åñëè ïðè ýòîì PQ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíò-
íîé ãðóïïîé, òî ïîäãðóïïà Q íîðìàëüíà â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ. Ñëåäîâàòåëüíî, PQ = [P ]Q ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé Øìèäòà. Òàê êàê ïðè ýòîì |P | = p, ââèäó öèêëè÷íîñòè
ãðóïïû P , òî CG(R) = RQ è ïîýòîìó ïîäãðóïïà Q íîðìàëüíà â G,
÷òî âíîâü ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ.
Òàêèì îáðàçîì, RQ = [R]Q ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà. Òåïåðü

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïà PQ = [P ]Q òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Øìèäòà. Òàê êàê |P | = p, òî p−1 = qα äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíî-
ãî α, ïî ëåììå 2.1(5). Àíàëîãè÷íî, èç òîãî, ÷òî RQ è RP ÿâëÿþòñÿ
ãðóïïàìè Øìèäòà è |R| = r ñëåäóåò, ÷òî r−1 = qβ è r−1 = pγ äëÿ
íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ β è γ. Ñëåäîâàòåëüíî, p = qβγ−1 = 1 + qα,
÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, PQ � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà è ïî-
ýòîìó G = [R](P × Q), ïðè÷åì èç ìàêñèìàëüíîñòè â G ïîäãðóïïû
RQ ñëåäóåò, ÷òî P = 〈b〉 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Ýòî
âëå÷åò R = F (G). Â ýòîì ñëó÷àå G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîðÿäêà pqr.
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ãðóïïàG íèëüïîòåíòíà, ëèáî |G| = pαqβrγ,

ãäå p, q, r � ïðîñòûå (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) ÷èñëà è α+β+γ ≤
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3, òî, î÷åâèäíî, êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâ-
ëÿåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ãðóïïà îäíîãî èç òèïîâ I-III äàííîé òåî-

ðåìû. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â êàæäîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ â ãðóïïå G êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, à çíà÷èò, è S-êâàçèíîðìàëüíîé â ãðóïïå G.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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