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Abstract. A two-dimensional stationary problem of a potential free-
surface �ow of an ideal incompressible �uid caused by a singular sink
is considered. The sink is located at the top of a triangular ledge at
the bottom. The problem is to determine the shape of the free boundary
and the velocity �eld of the �uid. By employing a conformal map and the
Levi-Civita technique, the problem is rewritten as an operator equation
in a Hilbert space. It is proved that, for the Froude number greater than
some particular value, there is a solution of the problem. It is established
that the free boundary has a cusp at the point over the sink. It is shown
that the inclination angle of the free surface is less than π/2 everywhere
except at the cusp point, where is it equal to π/2.

Keywords: ideal incompressible �uid, free surface, singular sink.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè. Îáëàñòü òå÷åíèÿ îãðàíè÷åíà ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ñâåðõó è
ïëîñêèì ãîðèçîíòàëüíûì äíîì ñ òðåóãîëüíûì âûñòóïîì, â âåðøèíå êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé ñòîê çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè.

Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû. Îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî äàííîé òåìå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [1].
Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ìåõàíèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [2, 3, 4, 5, 6, 8,
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7, 9, 10, 11]), â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû è êà÷åñòâåííî èññëåäî-
âàëèñü ñâîéñòâà ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Â ðàáîòàõ [3, 4, 10, 11] áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà íàä òî÷êîé ñòîêà èìååò êàñï. Â îáùåì ñëó÷àå âîëíû
íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå âîçíèêàþò â ñëó÷àå ìàëîãî ÷èñëà Ôðóäà (ñì. [1]). Êî-
ãäà ÷èñëî Ôðóäà äîñòàòî÷íî âåëèêî, à èìåííî, â ñâåðõêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, íå
îáðàçóþòñÿ âîëíû è ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (ñì. [2, 3, 4, 5]).
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èñòî÷íèêà âîëíû ïðèñóòñòâóþò âñåãäà (ñì. [6, 7, 8]).

Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è â ñëó÷àå êîãäà ñòîê íàõîäèòñÿ
íà ïëîñêîì ãîðèçîíòàëüíîì äíå ïðîâîäèëîñü â ðàáîòàõ [12, 13]. Áûëî ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Íåêðàñîâà, êîòîðîå òî÷íî îïèñûâàåò ôîðìó ñâî-
áîäíîé ãðàíèöû. Óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äëÿ ÷èñåë Ôðóäà, êîòîðûå
ïðåâûøàþò íåêîòîðîå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà
ðåøåíèÿ è ôîðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Óðàâíåíèå òèïà Íåêðàñîâà ïîõîæå íà
óðàâíåíèå, êîòîðîå èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [14, 15, 16] äëÿ ïðåäåëüíûõ âîëí Ñòîê-
ñà. Ýòè ðàáîòû îêàçàëèñü íàèáîëåå ïîëåçíûìè â äàííîì èññëåäîâàíèè.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à èññëåäóåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî òå÷åíèå ïîòåíöèàëüíî è íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ïî-
òîêó. Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ ãðàíèöà íåèçâåñòíà, íà íåé ñòàâÿòñÿ äâà óñëîâèÿ.
Ïåðâîå óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòà ãðàíèöà ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé
(äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå), à âòîðîå óñëîâèå � â òîì, ÷òî âåêòîð ïîëÿ ñêîðîñòè
æèäêîñòè íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê íåé (êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå). Âòîðîå
óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà, òî åñòü íà íåé
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

Â ñèëó äâóìåðíîñòè çàäà÷è óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåí-
íûìè. Êîíôîðìíî îòîáðàæàÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ â âåðõíèé åäèíè÷íûé ïîëóêðóã,
ïîëó÷åíî óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Íåêðàñîâà äëÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Îäíà-
êî óðàâíåíèå Íåêðàñîâà íåîáõîäèìî äîïîëíèòü êðàåâûì óñëîâèåì è åù¼ êàêèì-
ëèáî ñîîòíîøåíèåì. Äàííûì ñîîòíîøåíèåì ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ôîðìóë îáðàùå-
íèÿ Ãèëüáåðòà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàç-
ðåøèìîñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè íà ÷èñëî Ôðóäà.
Äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, áûëî
óñòàíîâëåíî, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ôðóäà íå ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèå
ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî â òî÷êå íàä ñòîêîì íà ñâîáîäíîé
ãðàíèöå îáðàçóåòñÿ êàñï.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òå÷åíèå âûçâàíî òî÷å÷íûì ñòîêîì èíòåíñèâíîñòè m > 0, ðàñïîëîæåííûì
â âåðøèíå òðåóãîëüíîãî âûñòóïà íà äíå. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y) ∈ R2 ñ
íà÷àëîì O â òî÷êå ñòîêà.

Ïóñòü D ⊂ R2 � îáëàñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ñâîáîäíîé
ãðàíèöåé Γ è äíîì Γ0 ñíèçó (ñì. ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òå÷åíèå ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Äíî Γ0 èìååò ñëåäóþùèé âèä: íà ïðîìåæóòêàõ
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(B,E−) è (E+, A) äíî ãîðèçîíòàëüíîå, ãäå A è B � áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûå òî÷-
êè; îòðåçêè [E−, O] è [O,E+] îáðàçóþò ñèììåòðè÷íûé âûñòóï, ãäå β ∈ (0, 1) �
ïàðàìåòð óãëà íàêëîíà, ` � äëèíà îòðåçêîâ [E−, O] è [O,E+], à ` sin π

2β � âû-
ñîòà òðåóãîëüíîãî âûñòóïà, â âåðøèíå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ñòîê.

B A

O

C

Γ0

V h

E+E

Vh

Γ

l

Ðèñ. 1. Êàðòèíà òå÷åíèÿ â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè.

Íà æèäêîñòü äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè % g, ãäå % = const � ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè, g = (0,−g), g � âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè v = (vx, vy), à òàêæå ôîðìó ñâîáîäíîé
ãðàíèöû Γ . Ïîëå ñêîðîñòè v óäîâëåòâîðÿåò â D ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèÿì
Ýéëåðà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè:

vx∂xv + vy∂yv = −1

%
∇p+ g,(1)

∂xvx + ∂yvy = 0,(2)

ãäå p � äàâëåíèå. Ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü êðàåâûìè óñëîâèÿìè,
êîòîðûå îïèñàíû íèæå.

Âî âñåõ òî÷êàõ äíà Γ0 êðîìå òî÷êè O âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàíèöå:

vy = 0 íà (B,E−) ∪ (E+, A),(3a)

−vx sin
π

2
β + vy cos

π

2
β = 0 íà (E−, O),(3b)

vx sin
π

2
β + vy cos

π

2
β = 0 íà (O,E+).(3c)

Â òî÷êå O íàõîäèòñÿ ñòîê èíòåíñèâíîñòè m, ïîýòîìó ïîëå ñêîðîñòè ïðè
ïðèáëèæåíèè ê ýòîé òî÷êå èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó (ñì. [17, ãë. III, � 2,
c. 240]):

(4)
(
v(x, y) +

m

2π

r

|r|2
)
→ 0 ïðè |r| → 0,

ãäå r = (x, y).
Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ ãðàíèöà Γ ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, íà íåé ñòàâèòñÿ íå

îäíî, à äâà óñëîâèÿ. Ïåðâîå óñëîâèå � êèíåìàòè÷åñêîå:

(5) v · n = 0 íà Γ,

ãäå n� âåêòîð íîðìàëè ê Γ . Âòîðîå óñëîâèå íà Γ � äèíàìè÷åñêîå. Îíî ñîñòîèò
â òîì, ÷òî äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Γ . Òàê êàê íàä
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Γ äàâëåíèå ïîñòîÿííî è ñîâïàäàåò ñ àòìîñôåðíûì, à â óðàâíåíèÿ Ýéëåðà âõî-
äèò òîëüêî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé
ïîñòîÿííîé. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(6) p = 0 íà Γ.

Íàì îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå æèäêîñòè â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ òî÷-
êàõ A è B (ñì. ðèñ. 1). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè òå÷åíèå
æèäêîñòè ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ïîòîêó ãëóáèíû h è ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè
V > 0:

(7) v(x, y)→ (∓V, 0) ïðè x→ ±∞.

Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé V íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Â ñèëó íåñæèìàåìî-
ñòè æèäêîñòè, ýòà ïîñòîÿííàÿ äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ ñòîêà
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

(8) 2V h =
(1 + β)

2
m.

Êðîìå òîãî, áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëü-
íûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàçûâàåìàÿ ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòè ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ = ϕ(x, y), òàêàÿ ÷òî v = ∇ϕ, òî åñòü vx = ∂xϕ è vy = ∂yϕ. Ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñóùåñòâåííûì óïðîùåíèåì çàäà÷è. Îáû÷-
íî îíî îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè
íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è â íà÷àëüíûé ìîìåíò æèäêîñòü ïîêîèëàñü, òî å¼ çàâèõ-
ðåííîñòü (ðîòîð ïîëÿ ñêîðîñòè) â ýòîò ìîìåíò äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå çàâèõðåííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö æèäêîñòè,
ïîýòîìó îíà áóäåò ðàâíà íóëþ â D è âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.
Èç îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè D ïîëå ñêîðîñòè áóäåò ïîòåíöèàëüíûì. Åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè âðåìåíè òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ
óñòàíîâèâøèìñÿ, òî îíî áóäåò ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì åãî
ïîòåíöèàëüíîñòü ñîõðàíèòñÿ. Êîíå÷íî, ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ñîâñåì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ôàêòîì è òðåáóåò ñòðîãî îáîñíîâàíèÿ. Ìû, îäíàêî, ýòîãî
äåëàòü íå áóäåì è ïðîñòî ïîñòóëèðóåì ïîòåíöèàëüíîñòü ñêîðîñòè.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è

Çàäà÷à (1)�(8) äîâîëüíà ñëîæíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ è â ýòîì ðàçäåëå îíà áóäåò
ïðåîáðàçîâàíà ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó.

3.1. Óðàâíåíèå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ â îáëàñòè D. Â ñèëó óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè (2) ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D ôóíêöèåé:

(9) ∆ϕ = 0 â D.

Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (2) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñêàëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ ψ = ψ(x, y), òàêàÿ ÷òî vx = ∂yψ è vy = −∂xψ. Ýòà ôóíêöèÿ
ïîñòîÿííà âäîëü ëèíèè òîêà è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé òîêà. Îíà òîæå ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé â D:

(10) ∆ψ = 0 â D.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ òîêà è ïîòåíöèàë ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
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Åñëè ϕ è ψ óæå èçâåñòíû, òî òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ïîëå ñêîðîñòè. Ïî-
ñëå ýòîãî äàâëåíèå ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (1). Äàâëåíèå, îäíàêî, íàñ íå
èíòåðåñóåò, è ìû íå áóäåì åãî îïðåäåëÿòü. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9) èëè (10) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåïèñàííûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Çäåñü ìû ñòîëêíåìñÿ ñ íåáîëüøîé òðóäíîñòüþ, ñâÿçàí-
íîé ñ òåì, ÷òî óñëîâèå (6) âêëþ÷àåò â ñåáÿ äàâëåíèå è åãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü
â äðóãîì âèäå.

3.2. Êðàåâûå óñëîâèÿ íà Γ0 è Γ . Èç êðàåâûõ óñëîâèé (3) è (5) ñëåäóåò, ÷òî
êàæäàÿ èç ãðàíèö Γ0 è Γ ñîñòîèò èç äâóõ ëèíèé òîêà. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

Γ+
0 = Γ0 ∩ {r ∈ R2 | x > 0}, Γ−0 = Γ0 ∩ {r ∈ R2 | x < 0},
Γ+ = Γ ∩ {r ∈ R2 | x > 0}, Γ− = Γ ∩ {r ∈ R2 | x < 0}.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ ïîñòîÿííà íà Γ+
0 , Γ

−
0 , Γ

+ è Γ−. Ïîñêîëüêó çàäà÷à
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Oy, âåêòîð ñêîðîñòè íà èíòåðâàëå (O,C) ýòîé
îñè íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî (âíèç). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò èíòåðâàë òîæå ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíèåé òîêà. Ôóíêöèÿ ψ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, ïîýòîìó
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â
òî÷êå C. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè òîêà âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè O ìû
ïîëó÷èì, ÷òî

(11) ψ|Γ = ψ|(O,C) = 0.

Ðàññìîòðèì ëèíèè òîêà Γ+
0 è Γ−0 . Ðàçíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè òîêà â äâóõ

òî÷êàõ îáëàñòè ñîâïàäàåò ñ ðàñõîäîì ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç êðèâóþ, ñîåäèíÿ-
þùóþ ýòè òî÷êè. Ïîýòîìó

(12) ψ|Γ+
0

= V h, ψ|Γ−
0

= −V h.

Ïðèâëå÷¼ì åù¼ ïðèíöèï Áåðíóëëè. Ïîñêîëüêó Γ+ è Γ− ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè
òîêà, âåëè÷èíà 1

2 |v|
2 + 1

%p + gy ñîõðàíÿåò íà Γ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Â ñèëó

òîãî, ÷òî p = 0 íà Γ , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

(13)
1

2
|v(x, y)|2 + gy = K = const ïðè (x, y) ∈ Γ.

Ïîñòîÿííóþ K ìîæíî îïðåäåëèòü, óñòðåìèâ â ýòîì ðàâåíñòâå x ê ±∞:

K =
1

2
V 2 + g

(
h− ` sinβ

π

2

)
.

3.3. Áåçðàçìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó â áåçðàçìåðíîé
ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ÷èñëî Ôðóäà

Fr =
V√
gh

.

Âåëè÷èíà V íå ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå (8), ìû ïîëó÷èì, ÷òî

Fr2 = (1 + β)2
m2

16gh3
.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå

(14) α =
Fr2

2
.
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Âçÿâ h è (1 + β)m/4 â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí è îñòàâèâ äëÿ áåçðàç-
ìåðíûõ âåëè÷èí ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì (9), (10) è (11). Ïðè ýòîì
äëÿ áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè ìû ïîëó÷èì òå æå ñàìûå âûðàæåíèÿ: vx = ∂xϕ =
∂yψ, vy = ∂yϕ = −∂xψ, ãäå x, y, ϕ è ψ � áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû.

Óñëîâèÿ (12) è (13) ïåðåïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ|Γ+
0

= 1, ψ|Γ−
0

= −1,

(15) α |v(x, y)|2 + y = α+
(

1− `

h
sinβ

π

2

)
ïðè (x, y) ∈ Γ.

Íàêîíåö, (4) è (7) ïðèìóò òàêîé âèä:

(16)
(
v(x, y) +

2

(1 + β)π

r

|r|2
)
→ 0 ïðè |r| → 0,

v(x, y)→ (∓1, 0) ïðè x→ ±∞.
Çàìåòèì, ÷òî y → 1− `

h sinβ π2 ïðè x→ ±∞, åñëè (x, y) ∈ Γ .

3.4. Êîìïëåêñíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Â ñèëó äâóìåðíîñòè ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèè ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Êîøè�Ðèìàíà. Ïîýòîìó
êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w = ϕ + iψ ÿâëÿåòñÿ â D àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöè-
åé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = x + iy. Êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü v = vx − ivy
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ïî z: v = dw/dz. Ïðèíöèï
Áåðíóëëè (15) â êîìïëåêñíîé ôîðìóëèðîâêå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

(17) α |v(z)|2 + Im z = α+
(

1− `

h
sinβ

π

2

)
ïðè z ∈ Γ.

Óñëîâèå (16) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

(18)
(
v(z) +

2

(1 + β)π

1

z

)
→ 0 ïðè z → 0.

Êîìïëåêñíàÿ ôîðìóëèðîâêà îñòàëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà Γ0 è Γ íå âûçûâàåò
çàòðóäíåíèé.

3.5. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íà ïîëóêðóã D∗. Ñ ïîìîùüþ êîíôîðì-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ïåðåâåäåì îáëàñòü D â åäèíè÷íûé âåðõíèé ïîëóêðóã D∗ ñ
öåíòðîì â íóëå ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî t (ñì. ðèñ. 2). Îáîçíà-
÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç F . Ïîñêîëüêó îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, ìû
íà äàííîì ýòàïå íå ìîæåì îïðåäåëèòü F , îäíàêî êàê ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé (ñì. [17, ãë. II, � 3, c. 159]) äëÿ êàæäîé îáëàñòè D òà-
êîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò. Îòîáðàæåíèå F îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî òð¼ì
òî÷êàì íà ãðàíèöå, ïîýòîìó áóäåì çàäàâàòü åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà O
ïåðåõîäèëà â òî÷êó O∗(t = 0), òî÷êà C � â òî÷êó C∗(t = i), áåñêîíå÷íî óäàë¼í-
íûå òî÷êè A è B � â òî÷êè A∗(t = 1) è B∗(t = −1) ñîîòâåòñòâåííî. Ìû çàäàåì
÷åòûðå òî÷êè, à íå òðè, ïîñêîëüêó çàäà÷à ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Oy.
Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ ïðè îòîáðàæåíèè F ïåðåõîäèò â ïîëóîêðóæíîñòü Γ ∗,
à íèæíÿÿ ãðàíèöà Γ0 � â ãîðèçîíòàëüíûé äèàìåòð Γ ∗0 = [B∗, A∗]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç E∗+(t = s0) è E∗−(t = −s0) îáðàçû òî÷åê E+ è E− ñîîòâåòñòâåííî, ãäå s0 �
ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1). Çíà÷åíèå s0, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå èçâåñòíî, ïîñêîëüêó íàì F íå èçâåñòíî, è äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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t

O

Ðèñ. 2. Ñõåìà òå÷åíèÿ â åäèíè÷íîì ïîëóêðóãå D∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáðàòíîå ê F îòîáðàæåíèå. Ôóíêöèÿ w∗(t) = w
(
G(t)

)
ÿâ-

ëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì òå÷åíèÿ â îáëàñòè D∗ è íà ãðàíèöàõ Γ ∗ è Γ ∗0
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ. Â òî÷êåO∗ ïëîñêîñòè t ïî-ïðåæíåìó
áóäåò òî÷å÷íûé ñòîê, à â òî÷êàõ A∗ è B∗ � îäèíàêîâûå òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè
(ñì. ðèñ. 2). Ôóíêöèÿ w(z) = w∗

(
F (z)

)
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì

òå÷åíèÿ â îáëàñòè D. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w∗

òå÷åíèÿ â ïîëóêðóãå D∗ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w∗(t) =
2

π
ln
( t2 − 1

2t

)
− i =

2

π

(
ln(t+ 1) + ln(t− 1)− ln 2t− iπ/2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî

(19)
dw∗(t)

dt
=

2

π

1

t

t2 + 1

t2 − 1
.

3.6. Ìåòîä Ëåâè-×èâèòà. Ïîñêîëüêó w(z) = w∗
(
F (z)

)
,

v(z) =
dw

dz
(z) =

dw∗

dt

(
F (z)

) dF
dz

(z).

Ïîýòîìó

(20) v
(
G(t)

)
=
dw∗

dt
(t)

dF

dz

(
G(t)

)
=
dw∗

dt
(t)
(dG(t)

dt

)−1
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(21)
dG(t)

dt
=

1

v
(
G(t)

) dw∗
dt

(t).

Åñëè ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ v
(
G(t)

)
, òî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàéä¼ì

è îòîáðàæåíèå G.
Ôóíêöèÿ v(z), êàê ïðîèçâîäíàÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè w(z), ñàìà ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D. Èç óñëîâèÿ (18) ñëåäóåò, ÷òî v(z) èìååò ïîëþñ
ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå O(z = 0). ÔóíêöèÿG âåäåò ñåáÿ êàê t1+β â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t = 0, òàê êàê îáëàñòüD èìååò â òî÷êå O(z = 0) èçëîì. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
v
(
G(t)

)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D∗ è, êàê ñëåäóåò èç îòìå÷åííûõ

âûøå ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ G, èìååò îñîáåííîñòü ïîðÿäêà 1 +β â òî÷êå O∗(t =
0). Ïðè ñòðåìëåíèè t ê òî÷êàì A∗(t = 1) èB∗(t = −1) ôóíêöèÿ v

(
G(t)

)
îñòà¼òñÿ

îãðàíè÷åííîé è ñòðåìèòñÿ ê −1 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

(22) u(t) = v
(
G(t)

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â D∗. Ñëåäóÿ ìåòîäó Ëåâè-×èâèòà ââåä¼ì ôóíêöèþ

Ω̂(t) = θ̂(t) + iτ̂(t)

ñ âåùåñòâåííûìè θ̂ è τ̂ , òàêóþ ÷òî

(23) u(t) = − (t+ s0)β/2(t− s0)β/2

t1+β
e−iΩ̂(t).

Ôóíêöèÿ Ω̂ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âD∗, ïîñêîëüêó ìû âûäåëèëè îñîáåííîñòè

ôóíêöèè u(t) ïåðåä ýêñïîíåíòîé. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ θ̂ îïðåäåëåíà ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé 2πk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Ìû çàôèêñèðóåì îäíó âåòâü

ýòîé ôóíêöèè, âûáðàâ å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå t = 1, à èìåííî, θ̂(1) = 0.
Ïîÿñíèì, ïî÷åìó âûáðàíà èìåííî òàêàÿ îñîáåííîñòü ôóíêöèè u â òî÷êå

t = 0. Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî G(t) ∼ t1+β âáëèçè òî÷êè t = 0 è dG/dt ∼ tβ .
Ñîãëàñíî (20), u(t) ∼ t−1t−β = t−(1+β). Ýòà îñîáåííîñòü è ôèãóðèðóåò â (23).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé z, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = F (z)
(òî åñòü z ∼ t1+β âáëèçè òî÷êè t = 0), òî ó ôóíêöèè v(z) ïîëó÷èì îñîáåííîñòü
z−1 â òî÷êå z = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êàê ðàç òî÷å÷íîìó ñòîêó â ýòîé òî÷êå.

3.7. Êðàåâîå óñëîâèå íà Γ ∗
0 . Çäåñü ìû îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè θ̂ íà

ãðàíèöå Γ ∗0 . Ïîñêîëüêó −1 = eiπ è t = |t| eiσ, ãäå σ = arg t ∈ [0, π], ïðåäñòàâëå-
íèå (23) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî òàê:

u(t) =
|t+ s0|β/2|t− s0|β/2

|t|1+β
eτ̂(t) ei(π−ϑ(t)−θ̂(t)),

ãäå ϑ(t) = (1 + β) arg t − β
2 arg(t + s0) − β

2 arg(t − s0). Íà äíå Γ0 ìû çíàåì

íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3). ×òîáû íàéòè θ̂ íà
Γ ∗0 , çàìåòèì, ÷òî

v
(
G(t)

)
= vx

(
G(t)

)
− ivy

(
G(t)

)
= Re u(t) + iImu(t).

Ïîýòîìó

vx
(
G(t)

)
= −|t+ s0|β/2|t− s0|β/2

|t|1+β
eτ̂(t) cos

(
ϑ(t) + θ̂(t)

)
,

vy
(
G(t)

)
= −|t+ s0|β/2|t− s0|β/2

|t|1+β
eτ̂(t) sin

(
ϑ(t) + θ̂(t)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê Γ ∗0 = [B∗, A∗] ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè, ïîýòîìó íà

íåé t = s ∈ [−1, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂0 ñëåä ôóíêöèè θ̂ íà Γ ∗0 . Òàêèì îáðàçîì,

θ̂0 îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [−1, 1]. Ãðàíèöà Γ ∗0 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ïðîìåæóòêîâ
(−1,−s0), (−s0, 0), (0, s0) è (s0, 1), êàæäûé èç êîòîðûõ ìû ðàññìîòðèì îòäåëü-
íî.

1. Ïóñòü s ∈ (−1,−s0). Â ýòîì ñëó÷àå arg t = arg(t + s0) = arg(t − s0) = π,
vx
(
G(t)

)
> 0 è vy

(
G(t)

)
= 0. Ïîýòîìó ϑ(t) = βπ è

cos((1 + β)π − βπ + θ̂(t)) < 0 è sin((1 + β)π − βπ + θ̂(t)) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

θ̂0(s) = 0 ïðè s ∈ (−1,−s0).
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2. Ïóñòü s ∈ (−s0, 0). Â ýòîì ñëó÷àå arg t = arg(t− s0) = π, arg(t+ s0) = 0 è

vx
(
G(t)

)
=
∣∣v(G(t)

)∣∣ cos
π

2
β, vy

(
G(t)

)
=
∣∣v(G(t)

)∣∣ sin
π

2
β.

Ïîýòîìó

cos
π

2
β = − cos

(
(1 + β)π − β

2
π + θ̂(t)

)
,

sin
π

2
β = − sin

(
(1 + β)π − β

2
π + θ̂(t)

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî π + π
2β = (1 + β)π − β

2π + θ̂(t) è

θ̂0(s) = 0 ïðè s ∈ (−s0, 0).

3. Ïóñòü s ∈ (0, s0). Â ýòîì ñëó÷àå arg t = arg(t+ s0) = 0, arg(t− s0) = π è

vx
(
G(t)

)
= −

∣∣v(G(t)
)∣∣ cos

π

2
β, vy

(
G(t)

)
=
∣∣v(G(t)

)∣∣ sin
π

2
β.

Ïîýòîìó

cos
π

2
β = cos

(
− β

2
π + θ̂(t)

)
,(24a)

sin
π

2
β = − sin

(
− β

2
π + θ̂(t)

)
.(24b)

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî −π2β = −β2π + θ̂(t) è

θ̂0(s) = 0 ïðè s ∈ (0, s0).

4. Ïóñòü s ∈ (s0, 1). Â ýòîì ñëó÷àå arg t = arg(t+s0) = arg(t−s0) = 0, vx
(
G(t)

)
<

0 è vy
(
G(t)

)
= 0. Ïîýòîìó cos θ̂(t) > 0 è sin θ̂(t) = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

θ̂0(s) = 0 ïðè s ∈ (s0, 1).

Òàêèì îáðàçîì,

(25) θ̂(t) = Im (iΩ̂(t)) = 0 ïðè Im t = 0.

3.8. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè íà Γ ∗. Òîæäåñòâî Áåðíóëëè (17) íà ãðàíèöå Γ ∗

ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

(26) α |v(G(t))|2 + ImG(t) = α+ 1− `

h
sin

π

2
β.

Ïîñêîëüêó Γ ∗ åñòü ÷àñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî÷êè íà íåé ïðåäñòàâèìû â
âèäå t = eiσ, ãäå σ ∈ [0, π]. Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (26) è ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ ïî σ, ìû ïîëó÷èì:

(27) α
d
∣∣v(G(eiσ)

)
|2

dσ
+ Im

dG(eiσ)

dσ
= 0 ïðè σ ∈ (0, π).

Âû÷èñëèì Im dG(eiσ)/dσ. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

dG(eiσ)

dσ
=
dG

dt

∣∣∣
t=eiσ

ieiσ,

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (19), (21), (22) è (23), íàéä¼ì, ÷òî

(28)
dG(t)

dt
=

1

u(t)

dw∗

dt
= − 2

π
eiΩ̂(t) tβ

(t+ s0)β/2(t− s0)β/2
t2 + 1

t2 − 1
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

dG(eiσ)

dσ
= − 2

π

ei
(
(1+β)σ+Ω̂(t)

)
(t+ s0)β/2(t− s0)β/2

∣∣∣
t=eiσ

ctg σ.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(29) τ(σ) = τ̂(eiσ), θ(σ) = θ̂(eiσ), σ ∈ [0, π].

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîñêîëüêó Ω̂(eiσ) = θ(σ) + iτ(σ),

dG(eiσ)

dσ
= − 2

π
e−τ(σ)

ei
(
(1+β)σ+θ(σ)

)
(eiσ + s0)β/2(eiσ − s0)β/2

ctg σ.

Çàìåòèì, ÷òî eiσ ± s0 = cosσ ± s0 + i sinσ. Ïîýòîìó

(eiσ + s0)(eiσ − s0) = cos 2σ − s20 + i sin 2σ,

|eiσ + s0| |eiσ − s0| =
(
1 + s40 − 2s20 cos 2σ

)1/2
.

Ââåä¼ì âåùåñòâåííûå ôóíêöèè %(σ) è φ(σ), òàêèå ÷òî

(eiσ + s0)(eiσ − s0) =
(
%(σ) eiφ(σ)

)2
= %2(σ) e2iφ(σ),

òî åñòü

%2(σ) = |eiσ + s0| |eiσ − s0| =
(
1 + s40 − 2s20 cos 2σ

)1/2
,

φ(σ) =
1

2

(
arg(eiσ + s0) + arg(eiσ − s0)

)
.

Òîãäà

Im
dG(eiσ)

dσ
= − 2

π

e−τ(σ)

%β(σ)
sin
(
(1 + β)σ − β φ(σ) + θ(σ)

)
ctg σ.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (27). Ó÷è-
òûâàÿ (23), ïîëó÷èì, ÷òî∣∣v(G(eiσ)

)∣∣2 =
∣∣u(eiσ)

∣∣2 = |eiσ + s0|β |eiσ − s0|β e2τ(σ) = %2β(σ) e2τ(σ).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â (27) è íåáîëüøèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ïðè σ ∈ (0, π):

(30)
d%3β(σ) e3τ(σ)

dσ
− 3

απ
sin
(
(1 + β)σ − β φ(σ) + θ(σ)

)
ctg σ = 0.

3.9. Ñâîéñòâà ôóíêöèé τ è θ. Äëÿ íà÷àëà èññëåäóåì ñâîéñòâà ñèììåòðèè

ôóíêöèé τ̂ è θ̂. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè a = a1 + ia2 ñ âåùåñòâåí-
íûìè a1 è a2, òî ïîëîæèì

A(a) = −a1 + ia2.

Èñõîäÿ èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ôóíêöèÿ vx ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé ïî x, à ôóíêöèÿ
vy � ÷¼òíîé:

vx(−x, y) = −vx(x, y), vy(−x, y) = vy(x, y).

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè v(z) = vx(x, y) − ivy(x, y) óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

A
(
v(z)

)
= −vx(x, y)− ivy(x, y) = vx(−x, y)− ivy(−x, y) = v

(
A(z)

)
, z ∈ D.
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Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè êîí-
ôîðìíûì îòîáðàæåíèåì, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå:

A
(
G(t)

)
= G

(
A(t)

)
, t ∈ D∗.

Òàê êàê u(t) = v
(
G(t)

)
, ïîëó÷èì, ÷òî

A
(
u(t)

)
= u

(
A(t)

)
, t ∈ D∗.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

(31) τ̂
(
A(t)

)
= τ̂(t),

(1 + β) argA(t)− β

2
arg(A(t) + s0)− β

2
arg(A(t)− s0) + θ̂(A(t))

= π − (1 + β) arg t+
β

2
arg(t+ s0) +

β

2
arg(t− s0)− θ̂(t).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî argA(t) = π − arg t è

arg(A(t) + s0) + arg(A(t)− s0) = π − arg(t− s0) + π − arg(t+ s0),

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

(32) θ̂
(
A(t)

)
= −θ̂(t).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (31) è (32) äëÿ ôóíêöèé τ è θ, îïðåäåë¼ííûõ
â (29), çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

(33) τ(π − σ) = τ(σ), θ(π − σ) = −θ(σ), σ ∈ [0, π].

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (30) íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàòü çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé θ è τ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Èç (25) ñëåäóåò, ÷òî

θ(0) = θ(π) = 0,

à èç (32) � ÷òî θ(π/2) = 0.
Ïîñêîëüêó u(t)→ −1 ïðè t→ 1,

−(1− s20)β/2e−θ̂(1)eτ̂(1) = −1.

Èñïîëüçóÿ (25) è (33), íàéä¼ì, ÷òî

τ̂(1) = τ̂(−1) = ln
1

(1− s20)β/2
,

òî åñòü

τ(0) = τ(π) = ln
1

(1− s20)β/2
.

Çíà÷åíèå τ(π/2) íàì íåèçâåñòíî.
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3.10. Óðàâíåíèå Íåêðàñîâà. Ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ Áåð-
íóëëè. Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (30) îò 0 äî ïðîèçâîëüíîãî σ, ìû ïîëó÷èì:

%3β(σ) e3τ(σ) − %3β(0) e3τ(0) =
3

απ

∫ σ

0

sin
(
(1 + β)s − β φ(s) + θ(s)

)
ctg s ds.

Çàìåòèì, ÷òî %2(0) = 1− s20 è e3τ(0) = (1− s20)−3β/2. Ïîýòîìó

%3β(σ) e3τ(σ) = 1 +
3

απ

∫ σ

0

sin
(
(1 + β)s− β φ(s) + θ(s)

)
ctg s ds.

Äàëåå,

d%3β(σ) e3τ(σ)

dσ
= %3β(σ) e3τ(σ)

(
3β

d ln %(σ)

dσ
+ 3τ ′(σ)

)
,

ãäå τ ′(σ) = dτ(σ)/dσ. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (30), ìû ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ
òèïà óðàâíåíèÿ Íåêðàñîâà:

τ ′(σ) = −β d ln %(σ)

dσ
+

sin
(
(1 + β)σ − β φ(σ) + θ(σ)

)
ctg σ

απ + 3
∫ σ
0

sin
(
(1 + β)s− β φ(s) + θ(s)

)
ctg s ds

.

Óðàâíåíèå Íåêðàñîâà âêëþ÷àåò äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè τ è θ, ïîýòîìó íåîá-
õîäèìî íàéòè åù¼ êàêîå-ëèáî ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå èõ ñâÿçûâàåò. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà.

3.11. Ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà íà ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè. Ôóíê-
öèè τ è θ, îïðåäåë¼ííûå â (29), ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè
îêðóæíîñòè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóêðóãå D∗

ôóíêöèè iΩ̂ = −τ̂ + iθ̂. Ïîñêîëüêó θ̂ ðàâíà íóëþ ïðè Im t = 0, ôóíêöèÿ iΩ̂ ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñèììåòðèè Øâàðöà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæå-
íà íà åäèíè÷íûé êðóã D∗◦(|t| < 1). Ìû îñòàâèì çà ïðîäîëæåííûìè ôóíêöèÿìè
ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, à ôóíêöèè τ è θ áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè íà îòðåçêå
[−π, π]. Èç ïðèíöèïà ñèììåòðèè Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî

(34) τ(−σ) = τ(σ), θ(−σ) = −θ(σ), σ ∈ [−π, π].

Ïîñêîëüêó Ω̂ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â êðóãå D∗◦, äëÿ å¼ ïðå-
äåëüíûõ çíà÷åíèé íà îêðóæíîñòè ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà
(ñì., íàïðèìåð, [18, ãë. 1, �6]):

τ(σ) = − 1

2π

∫ π

−π
θ(s) ctg

s− σ
2

ds+ τ̂(0),(35)

θ(σ) =
1

2π

∫ π

−π
τ(s) ctg

s− σ
2

ds+ θ̂(0),(36)

ãäå σ ∈ [−π, π). Èíòåãðàëû çäåñü ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Íàì äîñòàòî÷íî îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Íåêðàñîâà.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî (36), ïîñêîëüêó çíà÷åíèå τ̂(0) íàì íåèçâåñòíî.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ñëåäóåò èç (25), θ̂(0) = 0. Ïîýòîìó

(37) θ(σ) =
1

2π

∫ π

−π
τ(s) ctg

s− σ
2

ds.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (33) è (34) ôóíêöèé τ è θ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåí-
íîé çàïèøåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà (37) ñ èíòåãðàëîì ïî ÷åòâåðòè
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îêðóæíîñòè (ñì. [13, c. 9]):

θ(σ) =
1

π

∫ π/2

0

τ(s)
(

ctg(s− σ)− ctg(s+ σ)
)
ds.

3.12. Óðàâíåíèå äëÿ s0. Íàì îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïàðàìåòð s0. Ïóñòü s �
ïàðàìåòð äëèíû äóãè íà Γ ∗0 , îòñ÷èòûâàåìûé îò òî÷êè ñòîêà íàïðàâî. Èíòå-
ãðèðóÿ óðàâíåíèå (28) ïî îòðåçêó âåùåñòâåííîé îñè îò 0 äî s0 è ó÷èòûâàÿ (24)
è (25), ìû ïîëó÷èì:

`

h

(
cosβ

π

2
− i sinβ

π

2

)
=

2

π

∫ s0

0

sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
e−τ̂(s)

(
cosβ

π

2
− i sinβ

π

2

)
ds.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

`

h
=

2

π

∫ s0

0

sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
e−τ̂(s) ds.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè s0. Çíà÷åíèå ôóíêöèè τ̂ ìîæíî íàéòè ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû Ïóàññîíà:

τ̂(s) =
(1− |s|2)

π

∫ π/2

0

τ(σ)

(
1

|eiσ − s|2
+

1

|eiσ + s|2

)
dσ.

Çàìåòèì, ÷òî τ̂ çàâèñèò îò s0, ïîñêîëüêó îò s0 çàâèñèò ôóíêöèÿ τ .

3.13. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ýòîì ïóíêòå ìû ñîáåð¼ì âñå
ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó â òåðìèíàõ ôóíêöèé τ è θ,
îïðåäåë¼ííûõ â (29). Çàäà÷à âêëþ÷àåò ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû:

α ∈ (0,+∞), β ∈ (0, 1), s0 ∈ (0, 1),
`

h
∈ (0,+∞).

Íàïîìíèì, ÷òî α åñòü ïðèâåä¼ííîå ÷èñëî Ôðóäà, êîòîðîå áûëî îïðåäåëåíî
â (14). Çàìåòèì, ÷òî β, s0 è `/h íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Íàìè ïîëó÷åíà ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíê-
öèé τ è θ íà èíòåðâàëå îò 0 äî π/2:

(38) θ(σ) =
1

π

∫ π/2

0

τ(s)
(

ctg(s− σ)− ctg(s+ σ)
)
ds,

(39) τ ′(σ) = −β d ln %(σ)

dσ
+

ω(σ)

απ + 3
∫ σ
0
ω(s) ds

,

ãäå

ω(σ) = sin
(
(1 + β)σ − β φ(σ) + θ(σ)

)
ctg σ,

(40) %2(σ) = |eiσ + s0| |eiσ − s0| =
(
1 + s40 − 2s20 cos 2σ

)1/2
,

(41) φ(σ) =
1

2

(
arg(eiσ + s0) + arg(eiσ − s0)

)
.

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíî èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà, âòîðîå
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Íåêðàñîâà. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè τ è θ äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì:

(42) τ(0) = ln
1

(1− s20)β/2
, θ(0) = θ(π/2) = 0.



220 À.À. ÒÈÒÎÂÀ

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèè τ è θ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà s0 ∈ (0, 1). Çíà÷åíèå
ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæíî îïðåäåëèòü, ðåøèâ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

(43)
`

h
=

2

π

∫ s0

0

sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
e−τ̂(s) ds,

ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè τ̂ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ïóàññîíà:

(44) τ̂(s) =
(1− |s|2)

π

∫ π/2

0

τ(σ)

(
1

|eiσ − s|2
+

1

|eiσ + s|2

)
dσ.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü ýòè ôóíêöèè íà
âñåì ïðîìåæóòêå [0, 2π]:

τ(π − σ) = τ(σ), θ(π − σ) = −θ(σ), σ ∈ [0, π],(45)

τ(−σ) = τ(σ), θ(−σ) = −θ(σ), σ ∈ [−π, π].(46)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû.

4. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû,
ïîñâÿùåííûå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (38)�(46). Äëÿ ýòîãî ìû ïåðåôîðìóëèðó-
åì ñèñòåìó (38)�(42) â âèäå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå è äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ïðè âû-
ïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

4.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà. Ïîñêîëüêó ctg σ =(
ln | sinσ|

)′
, ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë èç óðàâíåíèÿ (38)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:∫ π/2

0

τ(s)
(

ctg(s−σ)−ctg(s+σ)
)
ds =

∫ π/2

0

τ ′(s)
(

ln | sin(s+σ)|−ln | sin(s−σ)|
)
ds

=

∫ π/2

0

τ ′(s) ln
∣∣∣ sin(s+ σ)

sin(s− σ)

∣∣∣ ds.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (38) ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê:

(47) θ(σ) =
1

π

∫ π/2

0

K(s, σ) τ ′(s) ds, σ ∈ [0, π/2],

ãäå

K(s, σ) = ln
∣∣∣ sin(s+ σ)

sin(s− σ)

∣∣∣.
Îòìåòèì, ÷òî K(σ, 0) = K(0, s) = K(σ, π/2) = K(π/2, s) = 0.

Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà ÿäðî K ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â
äðóãîì âèäå:

K(s, σ) = ln
∣∣∣ tg s+ tg σ

tg s− tg σ

∣∣∣ .
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî K(s, σ) > 0 äëÿ âñåõ òåõ s è σ èç
îòðåçêà [0, π/2], äëÿ êîòîðûõ ýòî ÿäðî îïðåäåëåíî.
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4.2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ââå-
ä¼ì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ:

(48) ζ(σ) = 3τ ′(σ) +
d

dσ
ln %3β(σ).

Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç (39) è (47), ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(49) ζ = Φ(ζ),

ãäå Φ � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì

(50) Φ(ζ)(σ) =
3

απ

sin
(
(1 + β)σ − β φ(σ)− βH

(
d
dσ ln %

)
(σ) + 1

3 (Hζ)(σ)
)

ctg σ

exp
∫ σ
0
ζ ds

ïðè σ ∈ (0, π/2], à îïåðàòîð H èìååò ñëåäóþùèé âèä

(51) (Hζ)(σ) =
1

π

∫ π/2

0

K(s, σ) ζ(s) ds.

Â ñàìîì äåëå, èç (39) ñëåäóåò, ÷òî

τ ′(σ) =
d

dσ

(
− β ln %(σ) +

1

3
ln
(
απ + 3

∫ σ

0

ω(s)ds
))
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå îò 0 äî ïðîèçâîëüíîãî σ ∈ (0, π/2) è ó÷èòûâàÿ (42)
è (48), ìû ïîëó÷èì, ÷òî

exp

∫ σ

0

ζ(s)ds =
απ + 3

∫ σ
0
ω(s)ds

απ
.

Ïîñêîëüêó

ω(σ) = sin
(
σ + β

(
σ − φ(σ)−H

( d
dσ

ln %
)
(σ)
)

+
1

3

(
Hζ
)
(σ)
)

ctg σ,

èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî

ζ(σ) =
3 sin

(
σ + β

(
σ − φ(σ)−H

(
d
dσ ln %

)
(σ)
)

+ 1
3

(
Hζ
)
(σ)
)

ctg σ

απ exp
∫ σ
0
ζ(s)ds

.

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå (50).
Èññëåäóåì ôóíêöèþ σ−φ(σ)−H

(
d
dσ ln %

)
(σ). Äëÿ ýòîãî íà âñåé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè C ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Ψ0(t) = ln
t

(t+ s0)1/2(t− s0)1/2
.

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ t = 0 è t = ±s0,
îäíàêî ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé è àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì C\[−s0, s0].
Ïðè ýòîì Ψ0(t)→ 0 ïðè t→∞. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Ψ(t) = Ψ0(1/t).

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé è àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå D∗◦,
ïðè÷¼ì Ψ(0) = 0. Ïîýòîìó äëÿ Ψ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ãèëüáåðòà:

Re Ψ(eiσ) =
1

2π

∫ π

−π
ImΨ(eis) ctg

s− σ
2

ds,

ImΨ(eiσ) = − 1

2π

∫ π

−π
Re Ψ(eis) ctg

s− σ
2

ds,
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ãäå σ ∈ [−π, π). Èíòåãðàëû çäåñü ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè % è φ, îïðåäåë¼ííûå â (40) è (41), îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

%(−σ) = %(σ), φ(−σ) = −φ(σ), σ ∈ [−π, π).

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî

Ψ(eiσ) = ln
∣∣∣ e−iσ

(e−iσ + s0)1/2(e−iσ − s0)1/2

∣∣∣+i arg
( e−iσ

(e−iσ + s0)1/2(e−iσ − s0)1/2

)
= − ln %(−σ) + i

(
arg(e−iσ)− arg((e−iσ + s0)1/2)− arg((e−iσ − s0)1/2)

)
= − ln %(σ) + i

(
− σ + φ(σ)

)
.

Ïîýòîìó

− ln %(σ) =
1

2π

∫ π

−π

(
− s+ φ(s)

)
ctg

s− σ
2

ds,(52)

− σ + φ(σ) =
1

2π

∫ π

−π
ln %(s) ctg

s− σ
2

ds.(53)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (53). Ïîñêîëüêó %(−σ) = %(σ) è %(π − σ) = %(σ), òàê æå
êàê â ïóíêòå 3.11 ìû ïîëó÷èì, ÷òî

−σ + φ(σ) =
1

π

∫ π/2

0

ln %(s)
(

ctg(s− σ)− ctg(s+ σ)
)
ds,

òî åñòü

−σ + φ(σ) =
1

π

∫ π/2

0

K(s, σ)
d

ds
ln %(s) ds = H

( d

dσ
ln %
)

(σ).

Ââåä¼ì ôóíêöèþ µ:

(54) µ(σ) = 2(φ(σ)− σ) = 2H
( d

dσ
ln %
)

(σ), σ ∈ (0, π/2].

Òîãäà îïåðàòîð Φ ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

(55) Φ(ζ)(σ) =
3

απ

sin
(
σ − βµ(σ) + 1

3 (Hζ)(σ)
)

ctg σ

exp
∫ σ
0
ζ ds

, σ ∈ (0, π/2].

Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (49) c îïåðàòîðîì Φ èç (55) â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå L2(0, π/2) ñ íîðìîé

‖ζ‖ =
(∫ π/2

0

|ζ(σ)|2 dσ
)1/2

.

Äàëåå, èç ñîîáðàæåíèé êðàòêîñòè, áóäåì îáîçíà÷àòü L2(0, π/2) ÷åðåç L2.

4.3. Ñâîéñòâà ôóíêöèè µ. Âûÿñíèì òåïåðü ñâîéñòâà ôóíêöèè µ, îïðåäåë¼í-
íîé â (54). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ctg 2φ(σ) =
cos 2σ − s20

sin 2σ
= ctg 2σ − s20

sin 2σ
.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî µ(σ) > 0 (òàê êàê φ(σ) > σ) ïðè σ ∈ (0, π/2).
Ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî

(56) µ(0) = µ(π/2) = 0.
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Âûâåäåì åù¼ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè µ. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñëåäóþ-
ùåå ðàâåíñòâî ïî σ:

ln(e2iσ − s20) = ln(eiσ + s0)(eiσ − s0) = ln %2(σ) e2iφ(σ) = 2 ln %(σ) + 2iφ(σ).

Ïîñêîëüêó

d

dσ
ln(e2iσ − s20) = 2

s20 sin 2σ

1− 2s20 cos 2σ + s40
+ 2i

1− s20 cos 2σ

1− 2s20 cos 2σ + s40
,

ïðèðàâíÿâ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì, ÷òî

d

dσ
ln %(σ) =

s20 sin 2σ

1− 2s20 cos 2σ + s40
, φ′(σ) =

1− s20 cos 2σ

1− 2s20 cos 2σ + s40
.

Íàì åù¼ ïîíàäîáÿòñÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

d2

dσ2
ln %(σ) =

2s20(1 + s40) cos 2σ − 4s40
(1− 2s20 cos 2σ + s40)2

, φ′′(σ) = − 2s20(1− s40) sin 2σ

(1− 2s20 cos 2σ + s40)2
.

Çàìåòèì, ÷òî φ′′(σ) < 0 ïðè σ ∈ (0, π/2), òî åñòü ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé
íà ýòîì èíòåðâàëå. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôóíêöèè µ. Ïðè ýòîì

φ′(0) =
1− s20

1− 2s20 + s40
=

1

1− s20
è µ′(0) = 2(φ′(0)− 1) =

2s20
1− s20

.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ µ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà s0. Íà ðèñ. 3 ïî-
êàçàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè µ(σ) ïðè ðàçëè÷íûõ s0.

 0  

 
s0 =1

s0 =0

μ(σ)

π/2

π/2

Ðèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè µ(σ) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ s0.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî

(57) βµ(σ) 6 σ ïðè σ ∈ [0, π/2].

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

(58) βµ′(0) 6 1,

òî åñòü ïðè

(59) β 6
1− s20

2s20
èëè ýêâèâàëåíòíî

(60) s20 6
1

1 + 2β
.
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Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µ′ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â òî÷êå σ = 0,
èç óñëîâèÿ (58) áóäåò ñëåäîâàòü ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

(61) βµ′(σ) 6 1 äëÿ σ ∈ [0, π/2].

Íàì åù¼ ïîíàäîáèòñÿ âû÷èñëèòü µ(π/4). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ctg arg(eiπ/4 ± s0) = 1± s0
√

2.

Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

ctgµ(π/4) = ctg
(
2φ(π/4)− π/2

)
=

−1

ctg 2φ(π/4)
=

1

s20
èëè

tanµ(π/4) = s20.

4.4. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð H, çàäàííûé
ôîðìóëîé (51), áûë ïîäðîáíî èññëåäîâàí â [13, ñ. 15�18]. Äëÿ óäîáñòâà ìû
ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû èç ýòîé ðàáîòû â âèäå ëåìì 1�6.

Ëåììà 1. Îïåðàòîð H : L2 → L2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è

‖Hw‖ 6 1

2
‖w‖

äëÿ âñåõ w ∈ L2.

Ëåììà 2. Ïóñòü w ∈ L2 è u = Hw. Òîãäà u′ ∈ L2 è ‖u′‖ = ‖w‖.

Ëåììà 3. Åñëè w ∈ L2, (w sinσ)′ ∈ L2 è w(π/2) = 0, òî
(
(Hw)′ sinσ

)′ ∈ L2 è

‖
(
(Hw)′ sinσ

)′‖ 6 ‖(w sinσ)′‖.

Ëåììà 4. Ïóñòü w ∈ L2 è u = Hw. Òîãäà u ∈ C1/2[0, π/2],

|u(σ)− u(s)| 6 ‖w‖ |σ− s|1/2, |u(σ)| 6 ‖w‖ |σ|1/2 è |u(σ)| 6 ‖w‖ |π/2− σ|1/2

äëÿ âñåõ σ, s ∈ [0, π/2].

Ëåììà 5. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ W (σ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (σ) =

∫ s

0

w(s) ds.

Åñëè w ∈ L2, òî W ∈ C0,1/2[0, π/2] è |W (σ)| 6 ‖w‖σ1/2 äëÿ âñåõ σ ∈ [0, π/2].

Ëåììà 6. Ïóñòü w ∈ L2. Òîãäà ôóíêöèè f è h, îïðåäåë¼ííûå ñëåäóþùèì
îáðàçîì

f(σ) =
(Hw)(σ)

sinσ
è h(σ) =

∫ σ
0
w(s) ds

sinσ
,

ïðèíàäëåæàò L2 è ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖f‖ 6 2‖w‖,(62)

‖h‖ 6 2‖w‖.(63)

Âûâåäåì åù¼ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà.
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Ëåììà 7. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (57), òî åñòü βµ(σ) 6 σ äëÿ σ ∈
[0, π/2], è w ∈ L2. Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(σ) = sin
(
σ − βµ(σ) +

1

3
(Hw)(σ)

)
ctg σ ,

ïðèíàäëåæèò L2 è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

(64) ‖g‖ 6 1 +
2

3
‖w‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (64) çàìåòèì, ÷òî

| sinx| 6 |x| äëÿ âñåõ x ∈ R.

Êðîìå òîãî, 0 6 σ − βµ(σ) 6 σ, òàê êàê µ > 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (57).
Ñëåäîâàòåëüíî,

|g(σ)| 6
(
|σ − βµ(σ)|+ 1

3
|Hw|(σ)

)
ctg σ 6

(
σ +

1

3
|Hw|(σ)

)
ctg σ

äëÿ âñåõ σ ∈ (0, π/2]. Ïîñêîëüêó

(65)

∫ π/2

0

(σ ctg σ)2 dσ < 1

è | cosσ| 6 1, èñïîëüçóÿ ëåììó 6, ïîëó÷èì, ÷òî

‖g‖ 6 1 +
2

3
‖w‖.

�

Ëåììà 8. Åñëè w1 è w2 � íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè èç L2, òî

‖Φ(w2)− Φ(w1)‖ 6 8

απ
‖w2 − w1‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü vλ = w1 + λ(w2 − w1) äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1]. Òîãäà

dvλ
dλ

= w2 − w1

è

Φ(w2)− Φ(w1) =

∫ 1

0

d

dλ
Φ(vλ)dλ.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî

d

dλ
Φ(vλ) =

3 ctg σ

απ

d

dλ

sin(σ − βµ(σ) + 1
3Hvλ)

exp
∫ σ
0
vλ ds

=

=
3 ctg σ

απ

(cos(σ − βµ(σ) + 1
3Hvλ) 1

3H(w2 − w1)

exp
∫ σ
0
vλ ds

−
sin(σ − βµ(σ) + 1

3Hvλ)
∫ σ
0

(w2 − w1) ds

exp
∫ σ
0
vλ ds

)
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè vλ, ìû ïîëó÷èì∥∥∥ d
dλ
Φ(vλ)

∥∥∥ 6 1

απ

∥∥∥H(w2 − w1)

sinσ

∥∥∥+
3

απ

∥∥∥∫ σ0 (w2 − w1) ds

sinσ

∥∥∥.
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Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ëåììû 6 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∥∥∥ d
dλ
Φ(vλ)

∥∥∥ 6 2

απ
‖w2 − w1‖+

6

απ
‖w2 − w1‖ =

8

απ
‖w2 − w1‖ ,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �

4.5. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ìû
ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (49). Îòìåòèì, ÷òî ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå îïå-
ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïðè îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Çàôèêñèðóåì
íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå s0 ∈ (0, 1). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé
òåîðåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèå (57), êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (59) è (60).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (57), òî åñòü βµ(σ) 6 σ äëÿ σ ∈
[0, π/2]. Äëÿ ëþáîãî α > 8/π ≈ 2, 546 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ ζ∗ ∈ L2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (49), è äëÿ íå¼ ñïðà-
âåäëèâû îöåíêè:

(66) 0 6 σ − βµ(σ) +
1

3
(Hζ∗)(σ) 6 π ïðè σ ∈ [0, π/2],

(67) ‖ζ∗‖ 6
9
√
π

2
+

6β√
π
µ(π/4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíî-
ãî óðàâíåíèÿ (49) âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Âîçü-
ì¼ì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

B+
R = {ζ ∈ L2

∣∣ ‖ζ‖ 6 R, ζ > 0}

â ïðîñòðàíñòâå L2. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå R > 0, äëÿ êîòîðîãî
Φ(B+

R) ⊂ B+
R .

Ïóñòü R � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è ζ ∈ B+
R . Òîãäà

exp

∫ σ

0

ζ(s) ds > 1 äëÿ âñåõ σ ∈ [0, π/2].

Èç ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî

‖Φ(ζ)‖ 6 3

απ

(
1 +

2

3
‖ζ‖
)
6

3

απ

(
1 +

2

3
R
)
.

Íåðàâåíñòâî ‖Φ(ζ)‖ 6 R ñïðàâåäëèâî, åñëè

3

απ

(
1 +

2

3
R
)
6 R.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè

(68) R >
3

απ − 2

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ‖Φ(ζ)‖ 6 R äëÿ âñåõ ζ ∈ B+
R .

Äàëåå íàì íóæíî óñòàíîâèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè Φ(ζ). Ïîñêîëüêó
ctg(σ) > 0 äëÿ σ ∈ [0, π/2], ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî íåðà-
âåíñòâà:

(69) 0 6 σ − βµ(σ) +
1

3
(Hζ)(σ) 6 π.
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Åñëè βµ(σ) 6 σ äëÿ σ ∈ [0, π/2], òî ëåâîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ζ, ïîñêîëüêó K > 0 è H � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 4, ïðàâîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî âñÿêèé ðàç, êîãäà

‖ζ‖ γ(σ) 6 3(π − σ + βµ(σ)),

ãäå γ(σ) = min{σ1/2, (π/2−σ)1/2}. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(ζ) íåîòðèöàòåëü-
íà, åñëè βµ(σ) 6 σ ïðè σ ∈ [0, π/2] è ζ ∈ B+

R ñ

(70) R 6 min
σ∈[0,π/2]

3(π − σ + βµ(σ))

γ(σ)
=

9
√
π

2
+

6β√
π
µ(π/4).

Âçÿâ òåïåðü R∗, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì (68) è (70), ïîëó÷èì, ÷òî
Φ(BR+

∗
) ⊂ BR+

∗
. Òàêîå ÷èñëî R∗ ñóùåñòâóåò, åñëè

(71) α >
2

π
+

2

3π3/2 + 4π1/2βµ(π/4)
.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì â BR+
∗
. Âîçüì¼ì

äâå ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè ζ1 è ζ2, îïðåäåë¼ííûå â BR+
∗
.

Ïîñêîëüêó BR+
∗
⊂ L2, èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî

‖Φ(ζ1)− Φ(ζ2)‖ 6 8

απ
‖ζ1 − ζ2‖,

òî åñòü Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïðè

(72) α > 8/π.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè α óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (72), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è îöåí-
êå (71). Òî åñòü Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì BR+

∗
â ñåáÿ è ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ζ∗ ∈ BR+
∗
, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì îïåðàòîðíîãî

óðàâíåíèÿ (49). Òàêæå îòìåòèì, ÷òî îöåíêè (66) è (67) ñëåäóþò èç (69) è (70)
ñîîòâåòñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Âîîáùå ãîâîðÿ, îïåðàòîð Φ çàâèñèò îò s0, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µ, âõîäÿùàÿ
â åãî îïðåäåëåíèå, çàâèñèò îò s0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ζ∗ îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ (49) áóäåò çàâèñåòü îò s0.

Îöåíèì ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (49).

Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ζ∗ ∈
L2, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (49), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ îöåíêà:

(73) ‖ζ∗‖ 6
6

απ − 2
< 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (57), ïîëó÷èì:

|ζ∗| = |Φ(ζ∗)| =
3

απ

∣∣∣ sin (σ − βµ(σ) + 1
3 Hζ∗(σ)

)
ctg σ

exp
∫ σ
0
ζ∗(s) ds

∣∣∣
6

3

απ

∣∣(σ − βµ(σ) +
1

3
Hζ∗(σ)

)
ctg σ

∣∣ 6 3

απ

(∣∣2σ ctg σ
∣∣+

1

3

∣∣Hζ∗(σ)
∣∣).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 7 è (65), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

‖ζ∗‖ = ‖Φ(ζ∗)‖ 6
6

απ
‖σ ctg σ‖+

1

απ

∥∥∥Hζ∗
sinσ

∥∥∥ 6 6

απ
+

2

απ
‖ζ∗‖.
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Òàêèì îáðàçîì,

‖ζ∗‖ 6
6

απ − 2
.

Èç (72) ñëåäóåò, ÷òî

‖ζ∗‖ 6
6

απ − 2
< 1.

�

4.6. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà s0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðîéêó ïàðàìåòðîâ
s0 ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) è α > 8/π. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ìíîæåñòâî

Ω =

{
(s0, α, β)

∣∣∣ s0, β ∈ (0, 1), α ∈
(
8/π,+∞

)
, β 6

1− s20
2s20

}
.

Íåðàâåíñòâî íà β, ôèãóðèðóþùåå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Ω, åñòü íè÷òî èíîå
êàê óñëîâèå (59), ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ (57) èç òåîðåìû 1.

Ëåììà 10. Ðåøåíèå ζ∗ ∈ L2 îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (49) çàâèñèò íåïðåðûâ-
íî â L2 îò ïàðàìåòðîâ (s0, α, β) ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïóíêòå 4.3, ôóíêöèÿ µ çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà s0. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ïèñàòü µ(σ, s0) âìåñòî µ(σ). Çàïèøåì
îïåðàòîð Φ â òàêîé ôîðìå, ÷òîáû áûëà âèäíà åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ
(s0, α, β):

Φ(ζ)(σ, s0, α, β) =
3

απ

sin
(
σ − βµ(σ, s0) + 1

3 (Hζ)(σ)
)

ctg σ

exp
∫ σ
0
ζ(s) ds

.

Âèäèì, ÷òî Φ íà BR+
∗
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Â òåîðåìå 1

ìû äîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ñîãëàñíî òåîðåìå îá
óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,
[19, ñ. 44]), ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèå ζ∗ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ζ∗ = Φ(ζ∗),
íåïðåðûâíî çàâèñèò â L2 îò ïàðàìåòðîâ (s0, α, β) ∈ Ω. �

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó, íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïà-
ðàìåòð s0, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (43) ïðè ôèêñèðîâàííûõ α è β.
Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç s∗0. Äëÿ êðàòêîñòè, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (43) â
ñëåäóþùåì âèäå:

(74)
`

h
= F (s0, α, β),

ãäå

(75) F (s0, α, β) =
2

π

∫ s0

0

sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
e−τ̂(s) ds.

Ëåììà 11. Ôóíêöèÿ F : Ω→ R íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé
Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ôóíêöèÿ τ̂ ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé â êðóãå D∗◦, ïðè÷¼ì τ � å¼ ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå. Èç (42) è (48) ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî

τ(σ) =
1

3

∫ σ

0

ζ∗(s) ds− ln %β(σ),
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ãäå %(σ) = (1 + s40 − 2s20 cos 2σ)1/4. Îòñþäà, â ñèëó ëåììû 10, âûòåêàåò, ÷òî
ôóíêöèÿ τ , à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ τ̂ çàâèñÿò íåïðåðûâíûì îáðàçîì îò ïàðàìåòðîâ
(s0, α, β) ∈ Ω. Äàëåå äëÿ íàãëÿäíîñòè âìåñòî τ̂(s) ìû áóäåì ïèñàòü τ̂(s, s0, α, β).

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà íåîáõîäèìî íàéòè èíòåãðèðóåìóþ
ìàæîðàíòó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè F (s0, α, β).
Âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ p = s/s0 â èíòåãðàëå èç îïðåäåëåíèÿ (75):

(76) F (s0, α, β) =
2

π

s0
1− s0

∫ 1

0

(1− s0) pβ

(1− p2)β/2
1 + (ps0)2

1− (ps0)2
e−τ̂(ps0,s0,α,β) dp.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ s0/(1− s0), ñòîÿùàÿ ïåðåä èíòåãðàëîì â (76), ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå Ω.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ τ̂ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D∗◦, å¼ ìàêñèìóì è ìèíè-
ìóì ëåæàò íà ãðàíèöå êðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè τ
îòíîñèòåëüíî ìíèìîé è âåùåñòâåííîé îñåé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

(77) τ∗ = min
σ∈[0,π/2]

τ(σ) 6 τ̂(t, s0, α, β) 6 max
σ∈[0,π/2]

τ(σ) = τ∗, t ∈ D∗◦.

Ïîñêîëüêó 0 < p < 1, ïîëó÷èì, ÷òî

(1− p2)β/2 = (1− p)β/2(1 + p)β/2 > (1− p)β/2 > (1− p)1/2,

1− (ps0)2 = (1− ps0)(1 + ps0) > (1− ps0) > (1− s0),

1 + (ps0)2 < 2 è pβ/2 < 1.

Òîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èíòåãðàëà èç (76) ìîæíî îöåíèòü â ñëåäó-
þùåì âèäå:

(1− s0) pβ

(1− p2)β/2
1 + (ps0)2

1− (ps0)2
e−τ̂(ps0,s0,α,β) < 2e−τ∗ϕ(p),

ãäå ϕ(p) = (1−p)−1/2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ èíòåãðèðóåìà íà èíòåð-
âàëå (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé è
ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòå-
ãðàëà. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ F (s0, α, β) çàâèñèò íåïðåðûâíûì îáðàçîì îò (s0, α, β)
íà Ω. �

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
C : (0, 1]→ R, ÷òî:

(1) C(β)→ +∞ ïðè β → 0 è C(1) ≈ 0, 135;
(2) åñëè α > 8/π, β ∈ (0, 1) è

(78) 0 <
`

h
< C(β),

òî íàéä¼òñÿ ïàðàìåòð s∗0, òàêîé ÷òî (s∗0, α, β) ∈ Ω è

(79) F (s∗0, α, β) =
`

h
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (79) áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (49) áûëà äîêàçàíà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (57), êî-
òîðîå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s0 ∈
(

0,
1√

1 + 2β

]
ïðè β ∈ (0, 1).
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Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ α è β

(80) F (s0, α, β)→ 0 ïðè s0 → 0.

Òåïåðü èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè F (s0, α, β) êîãäà s0 ñòðåìèòñÿ ê ïðà-
âîìó êîíöó èíòåðâàëà. Èç (77) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

F (s0, α, β) >
2

π
e−τ

∗
I(s0),

ãäå

I(s0) =

∫ s0

0

sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
ds.

Îöåíèì I(s0) ñíèçó. Ïóñòü β ∈ (0, 1) è γ ∈ (0, s0). Òîãäà∫ s0

γ

1 + s2

1− s2
ds =

∫ s0

γ

(s20 − s2)β/2

sβ
sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
ds

6
(s20 − γ2)β/2

γβ

∫ s0

γ

sβ

(s20 − s2)β/2
1 + s2

1− s2
ds 6

(s20 − γ2)β/2

γβ
I(s0).

Ïîñêîëüêó ∫ s0

γ

1 + s2

1− s2
ds = −(s0 − γ) + ln

1 + s0
1− s0

− ln
1 + γ

1− γ
,

ïîëó÷èì, ÷òî

I(s0) >
γβ

(s20 − γ2)β/2

(
− (s0 − γ) + ln

1 + s0
1− s0

− ln
1 + γ

1− γ

)
.

Ïîëîæèâ γ = s0/2, íàéä¼ì, ÷òî

I(s0) > I∗(s0) =
1

3β/2

(
− s0

2
+ ln

1 + s0
1 + s0/2

+ ln
1− s0/2
1− s0

)
.

Ôóíêöèÿ I∗ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà [0, 1), I∗(0) = 0 è I∗(s0) → +∞
ïðè s0 → 1.

Îöåíèì òåïåðü e−τ
∗
. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

τ∗ = max
σ∈[0,π/2]

τ(σ) =
1

3
max

σ∈[0,π/2]

∫ σ

0

ζ∗(s) ds− min
σ∈[0,π/2]

ln %β(σ).

Ñîãëàñíî (73), ∫ σ

0

ζ∗(s) ds 6
∫ π/2

0

ζ∗(s) ds 6

√
π

2
‖ζ∗‖ <

√
π

2
.

Êðîìå òîãî, %(σ) > %(0) ïðè σ ∈ (0, π/2). Ïîýòîìó

τ∗ 6
1

3

√
π

2
− β

2
ln(1− s20)

è

e−τ
∗
>
(

1− 1

1 + 2β

)β/2
exp

{
−1

3

√
π

2

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(81) F
( 1√

1 + 2β
, α, β

)
> C(β),



Î ÔÎÐÌÅ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÃÐÀÍÈÖÛ ÒÅ×ÅÍÈß ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ 231

ãäå

C(β) =
2

π
exp

{
−1

3

√
π

2

} (
1− 1

1 + 2β

)β/2
I∗

( 1√
1 + 2β

)
.

Ôóíêöèÿ C(β) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé íà (0,1], C(β) → +∞ ïðè β → 0 è
C(1) ≈ 0, 135.

Òàêèì îáðàçîì, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (s0, α, β) íà Ω, äîêàçàííîé â
ëåììå 11, è èç îöåíîê (80) è (81) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïàðàìåòðà s∗0 ∈ (0, 1),
òàêîãî ÷òî óðàâíåíèå (79) ðàçðåøèìî, åñëè

0 <
`

h
< C(β).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ïëîñêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî äíà îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå
íà `/h. Â ñàìîì äåëå, îãðàíè÷åíèå (60) ïðè β = 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
è C(β) → +∞ ïðè β → 0. Ïîýòîìó óñëîâèå (78) â òåîðåìå 2 ïåðåïèøåòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå:

0 <
`

h
< +∞.

�

Çàìå÷àíèå. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ãëóáèíà òå÷åíèÿ æèäêîñòè íà áåñ-
êîíå÷íîñòè ðàâíà 1, à âûñîòà òðåóãîëüíîãî âûñòóïà ðàâíà `

h sinβ π2 . Îáîçíà÷èâ
âåëè÷èíó âûñòóïà çà h0, ïðåîáðàçóåì óñëîâèå (78) â ñëåäóþùåì âèäå:

0 < h0 < C(β) sinβ
π

2
.

Èç ãðàôèêà ôóíêöèè C(β) sinβ π2 , ïðèâåä¼ííîãî íà ðèñ. 4, âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå
h0 ñòðîãî ìåíüøå 1. �

C(β)·sin(βπ/2)

0 1

0.14

Ðèñ. 4. Ãðàôèê ôóíêöèè C(β) sinβ π2 ïðè β ∈ [0, 1].

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ òðîéêè ïàðàìåòðîâ (s∗0, α, β) ∈ Ω ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè τ è θ, îáðàçóþùèå ðåøåíèå çàäà÷è (38)�(46). Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(82) θ(σ) =
1

3
(Hζ∗)(σ), τ ′(σ) =

1

3
ζ∗(σ)− d

dσ
ln %β(σ), σ ∈ (0, π/2).

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äîêàçàòü íå óäàëîñü, ïîñêîëüêó íå óñòàíîâëå-
íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè F (s0, α, β) ïî ïàðàìåòðó s0.
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5. Èññëåäîâàíèå ôîðìû ñâîáîäíîé ãðàíèöû

Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (38)�(46) ìîæåò íå äàâàòü ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé
çàäà÷è, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè êîíôîðìíûå
îòîáðàæåíèÿ F è G. Åñëè ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû Γ ,
òî åñòü óãîë íàêëîíà ê íåé ïðåâûøàåò π/2, òî îòîáðàæåíèÿ F è G ìîãóò ñòàòü
íå âçàèìíî îäíîçíà÷íûìè (ñì. ðèñ. 5) è â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå îïåðàòîðíî-
ãî óðàâíåíèÿ (49) íå äàåò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Â äàííîì ïóíêòå áóäåò
óñòàíîâëåíî, ÷òî îïðîêèäûâàíèå íåâîçìîæíî, åñëè ÷èñëî Ôðóäà α íå ñëèøêîì
ìàëî.

Ðèñ. 5. Îòñóòñòâèå èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèé G è F â ñëó-
÷àå îïðîêèäûâàíèÿ ïðè σ áëèçêèõ ê π/2.

Çàïèøåì ñâîáîäíóþ ãðàíèöó Γ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

Γ =
{

(x, y) ∈ R2 | x = x̃(σ), y = ỹ(σ), σ ∈ (0, π)
}
.

Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî

Γ =
{
z ∈ C | z = G

(
eiσ
)
, σ ∈ (0, π)

}
è

dG(eiσ)

dσ
= − 2

π
e−τ(σ) ei(σ−βµ(σ)+θ(σ))

ctg σ

%β(σ)
.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â (82) ôóíêöèè τ è θ îïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå (0, π/2), ìû
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè (33) è ïðîäîëæèòü ýòè ôóíêöèè
íà âåñü èíòåðâàë (0, π).

Äëÿ êðàòêîñòè, ââåä¼ì ôóíêöèþ η(σ), òàêóþ ÷òî

η(σ) = σ − βµ(σ) + θ(σ).

Òîãäà ôóíêöèè x̃ è ỹ íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

dx̃(σ)

dσ
= Re

dG
(
eiσ
)

dσ
= − 2

π
e−τ(σ) cos

(
η(σ)

) ctg σ

%β(σ)
,

dỹ(σ)

dσ
= Im

dG
(
eiσ
)

dσ
= − 2

π
e−τ(σ) sin

(
η(σ)

) ctg σ

%β(σ)
,

x̃(π/2) = 0, ỹ(0) = 1− `

h
sin

π

2
β.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ỹ(σ) ìîíîòîííî óáûâàåò íà èíòåðâàëå (0, π/2).
Êðîìå òîãî, èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

dỹ(σ)

dσ

(dx̃(σ)

dσ

)−1
= tg

(
η(σ)

)
,
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òî åñòü η(σ)+πk åñòü óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê Γ â òî÷êå
(
x̃(σ), ỹ(σ)

)
, ãäå k �

íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó ïðè σ = 0 óãîë ðàâåí 0, ïîëó÷èì, ÷òî k = 0
ïðè σ ∈ [0, π/2). Ïðè σ = π óãîë ðàâåí π, ïîýòîìó k = 0 ïðè σ ∈ (π/2, π]. Òàêèì
îáðàçîì, η(σ) åñòü óãîë íàêëîíà ñâîáîäíîé ãðàíèöû, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 6.
Íà ýòîì ðèñóíêå òàêæå èçîáðàæ¼í êàñàòåëüíûé âåêòîð q =

(
dx̃/dσ, dỹ/dσ

)
.

η(σ)

η(σ) qq (σ)(σ)

Ðèñ. 6. Óãîë η(σ) ìåæäó îñüþ x è êàñàòåëüíîé ê ñâîáîäíîé
ãðàíèöå q.

Èç (42) è (56) âûòåêàåò, ÷òî η(0) = 0 è η(π/2) = π/2. Èç ïîñëåäíåãî, â
÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå íàä ñòîêîì îáðàçóåòñÿ êàñï, òî åñòü êàñàòåëüíàÿ
ê ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíîé.

Ñîãëàñíî (82),

η(σ) =
(
σ − βµ(σ) +

1

3
(Hζ∗)(σ)

)
, σ ∈ [0, π/2].

Ïîêàæåì, ÷òî η ìåíüøå ÷åì π/2 ïðè σ ∈ (0, π/2) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α.
Ñíà÷àëà äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ êðàòêîñòè ââå-

ä¼ì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

ν(σ) = sin
(
η(σ)

)
ctg σ, σ ∈ (0, π/2].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ν(σ) > 0 ïðè σ ∈ (0, π/2), ν(π/2) = 0, è, êàê ñëåäóåò èç
ëåììû 7, ν ∈ L2.

Ëåììà 12. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ôóíêöèÿ (ν(σ) sinσ)′

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2 è

‖(ν sinσ)′‖ 6 3
√
π

2
+

1

3
‖ζ∗‖ <

3
√
π

2
+

1

3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

(ν(σ) sinσ)′ =
(

sin(η(σ)) cosσ
)′

= cos(η(σ)) η′(σ) cosσ − sin(η(σ)) sinσ

è

η′ = 1− βµ′ + (Hζ∗)
′/3,

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

|(ν(σ) sinσ)′| 6
∣∣(1− βµ′ + 1

3
(Hζ∗)

′) cos(η(σ)) cosσ
∣∣+
∣∣ sin(η(σ)) sinσ

∣∣ .
Ñîãëàñíî (60),

|(ν(σ) sinσ)′| 6 2| cosσ|+ 1

3
|(Hζ∗)′(σ)|+ | sinσ| .
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåìì 2 è 9, ìû èìååì:

‖(ν sinσ)′‖ 6 3
√
π

2
+

1

3
‖(Hζ∗)′‖ =

3
√
π

2
+

1

3
‖ζ∗‖ <

3
√
π

2
+

1

3
.

�

Òåîðåìà 1 ãàðàíòèðóåò ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (49) ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (57) è α > 8/π. Îäíàêî îòñóòñòâèå îïðîêèäûâàíèÿ ìîæåò
áûòü äîêàçàíî è ïðè ìåíüøåé íèæíåé ãðàíèöå ÷èñëà α. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû âñå îöåíêè, ïîëó÷åííûå äëÿ ζ∗.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî

α >
2

π
+

4

π3/2
≈ 1, 355

ôóíêöèÿ η(σ) < π/2 äëÿ âñåõ σ ∈ (0, π/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ζ∗ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ðåøåíèåì îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ (49) è H � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð,

(83) η(σ) = σ − βµ(σ) +
1

απ
H
( sin η ctg σ

exp
∫ σ
0
ζ∗ ds

)
6 σ − βµ(σ) +

1

απ
H(sin η ctg σ) = σ − βµ(σ) +

1

απ
Hν.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè

(84) (Hν)(σ) < απ (π/2− σ + βµ(σ)) ïðè σ ∈ (0, π/2),

òî η(σ) < π/2 ïðè σ ∈ (0, π/2). Íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå îöåí-
êè (84).

Â ñèëó ëåììû 3,
‖((Hν)′ sinσ)′‖ 6 ‖(ν sinσ)′‖.

Ïîñêîëüêó (Hν)′(σ) sinσ = 0 ïðè σ = 0, ïîëó÷èì:

|(Hν)′(σ) sinσ| =
∣∣∣ ∫ σ

0

((Hν)′(s) sin s)′ ds
∣∣∣

6 σ1/2 ‖((Hν)′ sinσ)′‖ 6 σ1/2 ‖(ν sinσ)′‖
äëÿ âñåõ σ ∈ [0, π/2]. Èç ëåììû 12 ñëåäóåò, ÷òî

|(Hν)′(σ)| 6 ‖(ν sinσ)′‖ σ
1/2

sinσ
6 Aξ(σ), σ ∈ (0, π/2],

ãäå

A =
3
√
π

2
+

1

3
è ξ(σ) =

σ1/2

sinσ
.

Çàìåòèì, ÷òî ξ(π/2) = ξ(π/4) =
√
π/2 è ξ(σ) <

√
π/2 ïðè σ ∈ (π/4, π/2).

Ïîñêîëüêó (Hν)(π/2) = 0,

|(Hν)(σ)| =
∣∣∣ ∫ π/2

σ

(Hν)′(s) ds
∣∣∣ 6 A∫ π/2

σ

ξ(s) ds 6 A

√
π

2

(π
2
− σ

)
ïðè σ ∈ [π/4, π/2). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

A

√
π

2

(π
2
− σ

)
< απ

(π
2
− σ + βµ(σ)

)
,
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òî ïðè σ ∈ [π/4, π/2) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (84). Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå îãðàíè÷åíèÿ íà α:

α >
A

√
2π
(

1 + β µ(σ)
π/2−σ

) .
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè µ íà âñ¼ì èíòåðâàëå, åñëè

(85) α >
A√
2π
≈ 1, 194 ,

òî ïðè σ ∈ [π/4, π/2) áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà (84).
×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó (84) ïðè σ ∈ (0, π/4), ìû ïðèìåíèì äðóãîé ïîäõîä.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ν è (83), ìû èìååì:

|ν(σ)| 6 |η(σ) ctg σ| 6
∣∣∣σ ctg σ − βµ(σ) ctg σ +

1

απ
cosσ

(Hν)(σ)

sinσ

∣∣∣
6 2|σ ctg σ|+ 1

απ

∣∣∣ (Hν)(σ)

sinσ

∣∣∣ .
Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 6 è îöåíêè (65),

‖ν‖ 6 2 +
2

απ
‖ν‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ν‖ 6 2απ

απ − 2
.

Èç ëåììû 4 âûòåêàåò, ÷òî

|(Hν)(σ)| 6 ‖ν‖σ1/2 6
2απ

απ − 2
σ1/2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè

2απ

απ − 2
σ1/2 6 απ

(π
2
− σ + βµ(σ)

)
,

òî ïðè σ ∈ (0, π/4) áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà (84). Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè
ôóíêöèè µ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

2

απ − 2

√
π

4
6
(π

2
− π

4

)
,

òî åñòü äëÿ

(86) α >
2

π
+

4

π3/2
≈ 1, 355.

Èç îöåíîê (85) è (86) ñëåäóåò, ÷òî (84) ñïðàâåäëèâî äëÿ òàêèõ α, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (86). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìåòèì, ÷òî åñëè α óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (72), òî îíî óäîâëåòâîðÿåò è îöåí-
êå (86). Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè α > 8/π ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è íå ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû.
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