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ÏÎËÓÊÎËÜÖÎÌ ÁÅÇÓ

Ì.Â.Áàáåíêî, Â.Â.×åðìíûõ

Abstract. In this paper, we study the skew polynomial semiring over
a Bezout Rickart semiring. Namely, let all left annihilator ideals of the
semiring S be ideals. Then the skew polynomial semiring R = S[x, ϕ]
is a semiring without nilpotent elements and every �nitely generated
left monic ideal from R is principal i� S is a left Rickart left Bezout
semiring, ϕ is the rigid endomorphism and for any non-zero-divisor d
of the semiring S ϕ(d) is convertible to S. We also obtained a charac-
terization of the semiring R by the properties of the Pearce stalks of
the semiring S. This results are analogous to the statements for rings, if
the condition ¾each �nitely generated left monic ideal of R is principal¿
replaced by ¾R is left Bezout ring¿. The left monic ideal of a polynomial
semiring is a left ideal that contains each monomial of its polynomial.
The principal left monic ideals of skew polynomial semiring over a left
Rickart left Bezout semiring are described.

Keywords: skew polynomial semiring, Bezout semiring, Rickart semi-
ring, monic ideal, Pierce stalk of semiring.

1. Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ïîëóêîëüöà S è ïîëóêîëüöà ìíîãî-
÷ëåíîâ S[x] ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñâÿçåé ìåæäó àíàëîãè÷íûìè êîëü-
öåâûìè îáúåêòàìè. Òàê, íå âñåãäà ïåðåíîñÿòñÿ ñ S íà S[x] ñâîéñòâà, ñâÿçàí-
íûå íåêîòîðûì îáðàçîì ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè èäåàëàìè. Íàïðèìåð, êîëüöî
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî
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äëÿ ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëóïîëåì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîëóêîëü-
öî ìíîãî÷ëåíîâ íàä í¼òåðîâûì ïîëóêîëüöîì â îáùåì íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâûì.
Íàêîíåö, ïëîõî ïåðåíîñèòñÿ ñâîéñòâî "áûòü ïîëóêîëüöîì Áåçó" ñ ïîëóêîëüöà
êîýôôèöèåíòîâ íà ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ.

Â [1] ïîëó÷åí íåêîòîðûé âàðèàíò òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå äëÿ êîììó-
òàòèâíûõ ïîëóêîëåö, ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìîíè÷åñêèå èäåàëû. Èõ
àíàëîãè, ëåâûå m-èäåàëû, àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ íàìè äëÿ èçó÷åíèÿ ïîëóêîëü-
öà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 1 è 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, R = S[x, ϕ],
è âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè. Åñëè R � ëåâîå
ïîëóêîëüöî Áåçó, òî S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ϕ � æåñò-
êèé ýíäîìîðôèçì, ϕ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, ýëåìåíò ϕ(d) îáðàòèì â S äëÿ
ëþáîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S.

Èçâåñòíî [2, òåîðåìà 1], ÷òî òåîðåìà 1 îáðàòèìà â êëàññå êîëåö. Íàìè ïðè-
âîäèòñÿ ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëóêîëåö íå
âåðíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå ñëàáîå óñëîâèå íà ïîëóêîëü-
öî ìíîãî÷ëåíîâ, ÷åì óñëîâèå áûòü ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó: êàæäûé êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Â ðåçóëüòàòå äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, âñå ëåâûå
àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè, R = S[x, ϕ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû
óòâåðæäåíèÿ:

(1) R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è êàæäûé êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

(2) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ϕ � æåñòêèé ýíäîìîð-
ôèçì, ýëåìåíò ϕ(d) îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S;

(3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM ÿâëÿåòñÿ ϕ̄-æåñòêèì ëåâûì ïîëóêîëü-
öîì Áåçó áåç äåëèòåëåé íóëÿ, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ā ∈ S/αM ýëå-
ìåíò ϕ̄(ā) îáðàòèì â S/αM è äëÿ ëþáîãî b ∈ S annl(b)∩BS � ãëàâíûé
èäåàë â BS.

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ãëàâíûå ëåâûå m-
èäåàëû ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ðèêêàðòîâûì ñëåâà ëåâûì ïîëóêîëüöîì
Áåçó, èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Èìåííî, ðàññìàòðèâàåìûå êîíñòðóê-
öèè, âèäèìî, ìîãóò ïîìî÷ü ïðè îïèñàíèÿ ãëàâíûõ m-èäåàëîâ ïîëóêîëåö ìíî-
ãî÷ëåíîâ èç äðóãèõ êëàññîâ ïîëóêîëåö.

Êðàòêî ñêàæåì î ïèðñîâñêèõ ñëîÿõ. Â 1967 ãîäó Ð. Ñ. Ïèðñîì áûë ïîñòðîåí
ïó÷îê êîëåö, îñíîâàííûé íà áóëåâîì ïðîñòðàíñòâå êîëüöà [3]. Â òîé æå ñòàòüå
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êîëüöî èçîìîðôíî êîëüöó âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé
ñâîåãî ïèðñîâñêîãî ïó÷êà. Ïèðñîâñêèé ïó÷îê àêòèâíî ïðèìåíÿëñÿ ïðè èçó÷å-
íèè êîëåö, îáëàäàþùèõ íåòðèâèàëüíîé áóëåâîé àëãåáðîé öåíòðàëüíûõ èäåìïî-
òåíòîâ (íàïðèìåð, [4], [5], [6]). Ïåðâîíà÷àëüíî ïèðñîâñêèé ïó÷îê èñïîëüçîâàëñÿ
êàê àïïàðàò äëÿ èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîëåö. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ áûëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè êîëåö â òåðìèíàõ ñâîéñòâ èõ ïèðñîâñêîãî
ïó÷êà � ïèðñîâñêèõ ñëîåâ, òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ áàçèñíîãî è íàêðûâàþùå-
ãî ïðîñòðàíñòâ. Â [7] ïîñòðîåí ïîëóêîëüöåâîé àíàëîã ïèðñîâñêîãî ïó÷êà è äî-
êàçàíà èçîìîðôíîñòü ïèðñîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ñòàòüÿõ [8], [9] ïîëó÷åíû
õàðàêòåðèçàöèè ïîëóêîëåö ñâîéñòâàìè èõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ. Â íàøåé ñòàòüå,
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êðîìå õàðàêòåðèçàöèè â òåîðåìå 2, ïèðñîâñêèå ïó÷êè èñïîëüçóþòñÿ êàê àïïà-
ðàò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëóêîëåö.

2. Ïåðâîíà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ

Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
+ è óìíîæåíèÿ ·, åñëè 〈S,+〉 � êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì 0, 〈S, ·〉 � ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1, óìíîæåíèå äèñ-
òðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí è 0a = 0 = a0 äëÿ ëþáîãî
a ∈ S. Âñå ïîëóêîëüöà, ðàññìàòðèâàåìûå íàìè, ïðåäïîëàãàþòñÿ ñ åäèíèöåé,
îòëè÷íîé îò íóëÿ.

Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, ϕ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ñîõðàíÿþùèé 0 è
1, R = S[x, ϕ] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x è ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç S, çàïèñûâàåìûõ ñëåâà îò ñòåïåíåé x. Ñëîæåíèå + ìíîãî÷ëåíîâ
îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, à óìíîæåíèå � èñõîäÿ èç ïðàâèëà xa = ϕ(a)x.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S[x, ϕ] ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì, êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Èäåìïîòåíò e ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ äîïîëíÿåìûì, åñëè äëÿ íåêîòîðî-
ãî e⊥ ∈ S âûïîëíÿåòñÿ e+e⊥ = 1 è ee⊥ = 0. Åñëè ïðè ýòîì èäåìïîòåíò e ÿâëÿ-
åòñÿ öåíòðàëüíûì, òî åãî äîïîëíåíèå e⊥ çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî è òàêæå ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì èäåìïîòåíòîì. Ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðàëüíûõ äî-
ïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëüöà S îáîçíà÷èì ÷åðåç BS. Ñî ñëîæåíèåì
e ⊕ f = ef⊥ + e⊥f è îáû÷íûì ïîëóêîëüöåâûì óìíîæåíèåì ïîëó÷àåì áóëåâî
êîëüöî 〈BS,⊕, ·〉.

Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà BS. Ââåäåì íà ïîëóêîëüöå S îòíî-
øåíèå:

a ≡ b(αM )⇔ ae⊥ = be⊥ äëÿ íåêîòîðîãî e ∈M.

Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà ïîëóêîëüöå S, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ïèðñîâñêîé êîíãðóýíöèåé. Ôàêòîðïîëóêîëüöî S/αM ïî ïèðñîâñêîé êîíãðó-
ýíöèè íàçûâàåòñÿ ïèðñîâñêèì ñëîåì ïîëóêîëüöà S. Ïóñòü MaxBS � ìàêñè-
ìàëüíûé ñïåêòð ïîëóêîëüöà S, ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ áóëåâà
êîëüöà BS ñî ñòîóíîâñêîé òîïîëîãèåé, à Π = ∪̇S/αM , M ∈ MaxBS, � äèçú-
þíêòíîå îáúåäèíåíèå âñåõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëüöà S. Òîãäà (Π,MaxBS)
� ïèðñîâñêèé ïó÷îê ïîëóêîëüöà S, è ïî [7, òåîðåìà 3] S èçîìîðôíî ïîëóêîëüöó
âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ïó÷êà Π. Îáðàç ýëåìåíòà s ∈ S ïðè ýòîì èçîìîðôèç-
ìå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ŝ. Â íàøåé ñòàòüå ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû òåîðèè ïó÷êîâûõ ïðåäñòàâëåíèé. Òàê, â ïðîèçâîëüíîì ïó÷êå ìíî-
æåñòâî òî÷åê áàçèñíîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ñîâïàäàþò äâà ãëîáàëüíûõ
ñå÷åíèÿ ïó÷êà, îòêðûòî. Â ïèðñîâñêîì ïó÷êå ïî ïðè÷èíå íóëüìåðíîñòè áà-
çèñíîãî ïðîñòðàíñòâà äâà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèÿ ïó÷êà ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîì
îòêðûòî-çàìêíóòîì ìíîæåñòâå, à ñ êàæäûì îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì
áàçèñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîãî ïó÷êà ñâÿçàíî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñå÷åíèå. Ïîäðîáíåé ñ òåõíèêîé ïó÷êîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî ïîçíàêîìèòü-
ñÿ, íàïðèìåð, â [10].

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

f = f0 + f1x+ f2x
2 + . . .+ fkx

k

g = g0 + g1x+ g2x
2 + . . .+ gmx

m,
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ãäå fi, gj ∈ S, è ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ïîëîæèì

f ≡n g ⇐⇒ f0 = g0, . . . , fn−1 = gn−1.

Â ÷àñòíîñòè, f ≡1 g ⇐⇒ f0 = g0. Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ≡n ÿâëÿåòñÿ
êîíãðóýíöèåé íà R = S[x, ϕ], à åå êëàññ íóëÿ åñòü èäåàë Rxn. Î÷åâèäåí òàêæå
èçîìîðôèçì S ∼= R/ ≡1 .

Ìîíè÷åñêèå èäåàëû, êîòîðûå ìû â íàøåé ðàáîòå áóäåì íàçûâàòü m-èäåà-
ëàìè, áûëè ââåäåíû Ë. Äýéëîì â [1] äëÿ ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîììó-
òàòèâíûì ïîëóêîëüöîì. Íàì ïîòðåáóåòñÿ èõ îáîáùåíèå äëÿ ïîëóêîëüöà êîñûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Èìåííî, ëåâûé èäåàë A ïîëóêîëüöà R = S[x, ϕ] íàçûâàåòñÿ ëå-
âûì m-èäåàëîì, åñëè f0 + f1x + . . . + fkx

k ∈ A âëå÷åò fix
i ∈ A äëÿ âñåõ

i = 0, . . . , k. Íóëåâîé è íåñîáñòâåííûé èäåàëû ïîëóêîëüöà S[x, ϕ] ÿâëÿþòñÿ
m-èäåàëàìè. Åùå îäíèì òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ëåâîãî m-èäåàëà ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûé ëåâûé èäåàë, ïîðîæäåííûé îäíî÷ëåíîì xk. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ ëåâûõ m-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà S[x, ϕ] îáðàçóåò ïîëíóþ ïîäðåøåòêó ðåøåò-
êè âñåõ ëåâûõ èäåàëîâ èç S[x, ϕ] � ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ëåâûõm-èäåàëîâ ñíîâà
ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè m-èäåàëàìè.

Äàäèì ñõåìó îïèñàíèÿ ëåâûõ m-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ;
äåòàëè äëÿ S[x] ìîæíî íàéòè â [1],[11].

Ïóñòü ϕ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåâûõ èäå-
àëîâ L0, L1, . . . èç S íàçûâàåòñÿ ëåâîé ϕ-öåïüþ, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî i âûïîëíÿåòñÿ ϕ(Li) ⊆ Li+1. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî L∗ = {

∑
aix

i ∈ S[x, ϕ] : ai ∈ Li, ñóììû êîíå÷íûå} ÿâëÿåòñÿ ëåâûì
m-èäåàëîì ïîëóêîëüöà S[x, ϕ]. Åñëè B � ïðîèçâîëüíûé, íå îáÿçàòåëüíî ìî-
íè÷åñêèé, ëåâûé èäåàë ïîëóêîëüöà S[x, ϕ], òî åãî ëåâûå êîýôôèöèåíòíûå
èäåàëû Bi = {b ∈ S : ∃f = . . . + bxi + . . . ∈ B} îáðàçóþò ëåâóþ ϕ-öåïü. Ïî-
ñòðîåííûé äëÿ ýòîé ϕ-öåïè ëåâûé m-èäåàë B∗ áóäåò íàèìåíüøèì ñðåäè ëåâûõ
m-èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ B.

Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó, åñëè êàæäûé åãî êî-
íå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì èäåàëîì.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ëåâîãî ïîëóêîëüöà Áåçó [12,
ëåììà 3.3]: S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáûõ m,n ∈ S íàéäóòñÿ òàêèå a, b, c, d ∈ S, ÷òî m = cam + cbn è
n = dbn+ dam.

Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ðèêêàðòîâûì ñëåâà, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ S
íàéäåòñÿ òàêîé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò e ∈ S, ÷òî annl(a) = Se. Ðèêêàðòîâî
ñëåâà è ñïðàâà ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ðèêêàðòîâûì.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì â íóëå, åñëè ab = 0 âëå÷åò ba =
0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò
êîììóòàòèâíîãî â íóëå ïîëóêîëüöà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì. Êîììóòàòèâíûì â
íóëå ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ýíäîìîðôèçì ϕ ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ æåñòêèì, åñëè aϕ(a) = 0 âëå÷åò
a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ S. Ïîëóêîëüöî ñ æåñòêèì ýíäîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ
ïîëóêîëüöîì áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü ϕ � òàêîé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ÷òî
a ∈ Sϕ(a)a äëÿ ëþáîãî a ∈ S.
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(1) ϕ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS;
(2) åñëè â S âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè, òî annl(a) =

annl(ϕ(a)) äëÿ ëþáîãî a ∈ S, S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-
ìåíòîâ, ýíäîìîðôèçì ϕ � æåñòêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü e ∈ BS, è e = bϕ(e)e äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ S. Òîãäà
eϕ(e) = bϕ(e)2e = e. Èç e⊥ = cϕ(e⊥)e⊥ ñëåäóåò e⊥ϕ(e) = 0. Ïîëó÷àåì ϕ(e) =
(e+ e⊥)ϕ(e) = e.

2) Ïóñòü a = bϕ(a)a äëÿ ïîäõîäÿùåãî b ∈ S è ïóñòü s ∈ annl(ϕ(a)). Â ñèëó
óñëîâèÿ 0 = sbϕ(a) = sbϕ(a)a = sa. Ïîêàçàëè, ÷òî annl(ϕ(a)) ⊆ annl(a). Îáðàò-
íî, ïóñòü ra = 0 è r = cϕ(r)r äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ S. Ïîñêîëüêó ϕ(r)ϕ(a) = 0 è
ëåâûé àííóëÿòîð ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî r = cϕ(r)r ∈ annl(ϕ(a)). Òàêèì îáðàçîì,
annl(a) = annl(ϕ(a)).

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü
s2 = 0. Òîãäà ϕ(s) ∈ annl(ϕ(s)) = annl(s), ïîýòîìó ϕ(s)s = 0. Ïî óñëîâèþ
s = tϕ(s)s äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ S, ïîýòîìó s = 0. Ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ
ýëåìåíòîâ êîììóòàòèâíî â íóëå, ïîýòîìó îòñþäà, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ëåììû,
ëåãêî ïîëó÷àåì æåñòêîñòü ýíäîìîðôèçìà ϕ. �

Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, R = S[x, ϕ]
è R/ ≡2 � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ S íàéäóòñÿ òàêèå
f0, g0, u0, v0, b ∈ S, ÷òî

a = u0f0a, v0f0a = 0, v0g0 + bϕ(a) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h : R→ R/ ≡2 � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì. Ïî óñëî-
âèþ h(R) � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ïîýòîìó h(R)h(a) + h(R)h(x) � ãëàâíûé
ëåâûé èäåàë â R/ ≡2. Ïî [12, ëåììà 3.3] (ñì. ôîðìóëèðîâêó â íàøåé ñòàòüå
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîëóêîëüöà Áåçó) ïîëó÷àåì:

h(a) = h(u)h(f)h(a) + h(u)h(g)h(x),

h(x) = h(v)h(g)h(x) + h(v)h(f)h(a)

äëÿ íåêîòîðûõ f, g, u, v ∈ R. Ïóñòü f = f0 + f1x + . . . + fkx
k; àíàëîãè÷íûå

îáîçíà÷åíèå äëÿ îñòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Òîãäà a ≡2 ufa+ugx, x ≡2 vfa+vgx,
îòêóäà a = u0f0a, v0f0a = 0, v0f1ϕ(a) + v1ϕ(f0)ϕ(a) + v0g0 = 1. Îáîçíà÷èâ
b = v0f1 + v1ϕ(f0), ïîëó÷àåì, v0g0 + bϕ(a) = 1. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü R � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó. Òîãäà åãî
ôàêòîðïîëóêîëüöà S ∼= R/ ≡1 è R/ ≡2 ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè ïîëóêîëüöàìè Áåçó.

Ïóñòü a ∈ S. Ïî ëåììå 2 íàéäóòñÿ òàêèå f0, g0, u0, v0, b ∈ S, ÷òî a = u0f0a è
v0 ∈ annl(f0a) � èäåàë â S. Òîãäà v0g0u0 ∈ annl(f0a), îòêóäà 0 = v0g0u0f0a =
v0g0a. Èç 1 = v0g0 + bϕ(a) ñëåäóåò a = bϕ(a)a. Ïî ëåììå 1 ýíäîìîðôèçì ϕ �
æåñòêèé, à S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Îòñþäà èç v0g0a = 0 âûòåêàåò v0g0ϕ(a) = 0 [13, ëåììà 3]. Êðîìå òîãî,
ϕ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî êîììóòàòèâíî â íóëå [13, ëåììà 1], ïîýòîìó ïîëó÷à-
åì bϕ(a) = (bϕ(a))2 è v0g0bϕ(a) = 0. Òàêèì îáðàçîì, bϕ(a) � äîïîëíÿåìûé
èäåìïîòåíò, à v0g0 � åãî äîïîëíåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â êîììóòàòèâíîì â íóëå
ïîëóêîëüöå äîïîëíÿåìûå èäåìïîòåíòû öåíòðàëüíû, ïîýòîìó v0g0 ∈ BS. Åñëè
u ∈ annl(a), òî uϕ(a) = 0, ïîýòîìó u = uv0g0 + ubϕ(a) = uv0g0. Ñëåäîâàòåëüíî,
annl(a) = Sv0g0, è S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî.

Ïî ëåììå 1 ϕ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS.
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Ïóñòü d � íåäåëèòåëü íóëÿ â S. Äîïóñòèì, ÷òî ñå÷åíèå d̂ ðàâíî íóëþ â

íåêîòîðîì ïèðñîâñêîì ñëîå. Òîãäà d̂ ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ñå÷åíèåì íà íåêî-
òîðîé áàçèñíîé îòêðûòî-çàìêíóòîé îêðåñòíîñòè U . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñå÷å-
íèå ýòîé îêðåñòíîñòè áóäåò îòëè÷íî îò íóëåâîãî ñå÷åíèÿ (òàê êàê ñîâïàäàåò

ñ åäèíè÷íûì íà U) è â ïðîèçâåäåíèè ñ d̂ áóäåò ðàâíî íóëåâîìó ñå÷åíèþ. Ïî-

ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî d � íåäåëèòåëü íóëÿ. Çíà÷èò, ñå÷åíèå d̂ â
êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Ïî äîêàçàííîìó âû-
øå d = bϕ(d)d äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ S è bϕ(d) ∈ BS. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,
÷òî åñëè â êàêîì-ëèáî ïèðñîâñêîì ñëîå ñå÷åíèå b̂ϕ(d) ðàâíî íóëþ, òî è d̂ â
òîì æå ñëîå áóäåò ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà÷åíèå. Â ïðîèçâîëüíîì ïèðñîâñêîì
ñëîå öåíòðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò ðàâåí ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå,

ïîýòîìó b̂ϕ(d) = 1̂ â êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå. Ïèðñîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå èçî-
ìîðôíî, ñëåäîâàòåëüíî bϕ(d) = 1 è ϕ(d) � îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò â S.
Îáîçíà÷èì u = ϕ(d)b. Òîãäà u = cϕ(u)u äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ S. Ïîíÿòíî, ÷òî
â êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå ñå÷åíèÿ b̂ è ϕ̂(d) ïðèíèìàþò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.
Èçâåñòíî [9, ïðåäë. 1 è ïðåäë. 4], ÷òî ïèðñîâñêèå ñëîè ðèêêàðòîâà ñëåâà ïîëó-
êîëüöà áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëóêîëüöàìè áåç äåëèòåëåé
íóëÿ, ïîýòîìó û ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ â êàæäîì ñëîå, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, u � íåäåëèòåëü íóëÿ ïîëóêîëüöà S. Ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, ïîëó÷àåì
cϕ(u) = 1, îòêóäà ϕ(c)ϕ2(u) = 1. Òîãäà ýëåìåíò ϕ(c) îáðàòèì ñïðàâà, íî ïî-
ñêîëüêó c � íåäåëèòåëü íóëÿ, òî ϕ(c) îáðàòèì è ñëåâà. Ïîêàçàëè, ÷òî ϕ2(u)
� îáðàòèìûé ýëåìåíò. Èç ϕ2(u)ϕ(c) = 1 â ñèëó èíúåêòèâíîñòè ϕ ïîëó÷àåì
1 = ϕ(u)c = ϕ2(d)ϕ(b)c è ϕ2(d) � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Îáðàòíûì ê íåìó ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíò ϕ(b), ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(d)b = 1, è ϕ(d) îáðàòèì â S. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

4. Ãëàâíûå m-èäåàëû è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 1, âåðíî â êëàññå êîëåö [2, òåîðåìà 1],
[14, òåîðåìà 15.13]. Äëÿ ïîëóêîëåö ýòî íå òàê. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S ÿâëÿ-
åòñÿ äâóõýëåìåíòíîé öåïüþ, ϕ � òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S.
Òîãäà S � êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ðèêêàðòîâî, 1 = ϕ(1) � åäèíñòâåí-
íûé êàê íåäåëèòåëü íóëÿ, òàê è îáðàòèìûé ýëåìåíò â S. Îäíàêî, R = S[x] íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì Áåçó; íàïðèìåð, Rx + R(1 + x) íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì
èäåàëîì.

Ñåé÷àñ ìû îñëàáèì óñëîâèå íà ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ, ðàññìàòðèâàÿ ñè-
òóàöèþ, êîãäà ãëàâíûìè îêàçûâàþòñÿ íå âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå, à êîíå÷íî
ïîðîæäåííûå m-èäåàëû. Äëÿ ýòîãî íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ ãëàâíûõ ëå-
âûõ m-èäåàëîâ.

Ïðèìåðû. 1) Raxi � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R = S[x, ϕ] äëÿ
ëþáûõ a ∈ S è i ≥ 0.

2) Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ëåâûõ m-èäåàëîâ ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè m-èäåàëàìè.
3) Íå êàæäûé ãëàâíûé ëåâûé èäåàë ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ëå-

âûì m-èäåàëîì. Òàê, ãëàâíûé èäåàë R(1+x) íå ÿâëÿåòñÿ m-èäåàëîì äëÿ ïîëó-
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ R = N[x] íàä ïîëóêîëüöîì öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

4) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãëàâíûå ëåâûå m-èäåàëû ìîãóò áûòü óñòðîåíû áîëåå
ñëîæíî, ÷åì óêàçàííûå â ïðèìåðå 1). Ïóñòü B � 8-ýëåìåíòíàÿ áóëåâà àëãåá-
ðà ñ àòîìàìè a, b, c. Àâòîìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.
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Ïóñòü R = B[x, ϕ] = B[x] è A = R(a+ cx) � ãëàâíûé ëåâûé èäåàë. Ïîñêîëüêó
a(a+ cx) = a è c(a+ cx) = cx, òî a, cx ∈ A. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîýôôèöèåíòíûå èäåàëû ó A ñëåäóþùèå: A0 = {0, a} � èäåàë ñâîáîäíûõ ÷ëå-
íîâ, Ai = {0, a, c, b⊥} � âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòíûå èäåàëû. Òàêæå ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ai ∈ Ai îäíî÷ëåí aix

i ëåæèò â A, ïîýòîìó A ÿâëÿåò-
ñÿ m-èäåàëîì. Î÷åâèäíî, A íå ïîðîæäàåòñÿ êàê ëåâûé èäåàë ìíîãî÷ëåíîì a.
Ñëåäîâàòåëüíî, A � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë, ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò êîòîðîãî
íå ÿâëÿåòñÿ îäíî÷ëåíîì.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ a, b ∈ BS èõ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â áóëåâîé ðåøåòêå
BS âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëóêîëüöåâûå îïåðàöèè: a∨b = a+a⊥b = ab⊥+b. Îòìå-
òèì òàêæå ïðîñòîå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì: åñëè â
ïîëóêîëüöå ýëåìåíò ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿå-
ìîãî èäåìïîòåíòà è íåäåëèòåëÿ íóëÿ, òî èäåìïîòåíò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ed = ft äëÿ e, f ∈ BS è íåäåëèòåëåé íóëÿ d, t. Òîãäà
0 = e⊥ft, îòêóäà ïîëó÷àåì e⊥f = 0 è f ≤ e. Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì
e ≤ f.
Ëåììà 3. Â ïîëóêîëüöå S ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

(1) Ïóñòü a, g0, g1 ∈ S è a = ud, g0 = u0d0, g1 = u1d1 äëÿ u, ui ∈ BS è
íåäåëèòåëåé íóëÿ d, di. Òîãäà Sg0 + Sg1 = Sa âëå÷åò u = u0 ∨ u1; â
÷àñòíîñòè, ïðè g1 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî èç Sg0 = Sa ñëåäóåò u0 = u.

(2) Åñëè a, b, c ∈ BS è a ∨ b = c, òî Sa+ Sb = Sc.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü a = s0g0 + s1g1 äëÿ íåêîòîðûõ si ∈ S. Òîãäà u(u0 ∨
u1)d = s0u0(u0 ∨ u1)d0 + s1u1(u0 ∨ u1)d1 = ud. Îòñþäà ñëåäóåò u(u0 ∨ u1) = u,
ïîýòîìó u ≤ u0∨u1. Äàëåå, g0 = ta äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ S, îòêóäà uu0d0 = utud =
ta = u0d0. Ïîëó÷àåì u0 ≤ u. Àíàëîãè÷íî, u1 ≤ u, ñëåäîâàòåëüíî, u = u0 ∨ u1.
Ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ
g0, . . . , gi ∈ S.

2) Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò a+a⊥b = c, ïîýòîìó Sc ⊆ Sa+Sb. Èç a, b ≤ c ïîëó÷àåì
ac = a, bc = b, ïîýòîìó sa+ tb = (sa+ tb)c, îòêóäà Sa+ Sb ⊆ Sc. �

Ëåììà 4. Ïóñòü ϕ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Òîãäà ϕ(e) = e
äëÿ ëþáîãî e ∈ BS.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ æåñòêîãî ýíäîìîðôèçìà ϕ óñëîâèå ab = 0 ðàâíîñèëüíî
aϕ(b) = 0 [13, ëåììà 1]. Ïîýòîìó ϕ(e)e⊥ = 0, îòêóäà ϕ(e)sϕ(e⊥) = 0 äëÿ ëþ-
áîãî s ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(e)s = ϕ(e)sϕ(e). Ñèììåòðè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
sϕ(e) = ϕ(e)sϕ(e), çíà÷èò ϕ(BS) ⊆ BS. Ïîëó÷àåì, ÷òî annBS(e) = annBS(ϕ(e))
äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Ïî [15, òåîðåìà 2] ïîëó÷àåì e = ϕ(e). �

Ëåììà 5. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå â íóëå ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî.
Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç S ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿ-
åìîãî èäåìïîòåíòà è íåäåëèòåëÿ íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîììóòàòèâíîì â íóëå ïîëóêîëüöå êàæäûé äîïîëíÿåìûé
èäåìïîòåíò öåíòðàëåí. Ïóñòü a � íåíóëåâîé ýëåìåíò èç S, òîãäà annl(a) = Se
äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS. Îòñþäà ïîëó÷àåì ae = 0 è ae⊥ = a. Ïîëîæèì d =
ae⊥+e. Èìååì e⊥d = e⊥(ae⊥+e) = e⊥a = a, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d 6= 0. Îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî d� íåäåëèòåëü íóëÿ. Ïóñòü 0 = bd = b(ae⊥+e) = bae⊥, ïîñêîëüêó
be = bed = 0. Òîãäà ba = ba(e + e⊥) = bae = 0. Ïîëó÷àåì b ∈ annl(a) = Se è
b = be = 0. �
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ϕ �
èíúåêòèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ϕ(d) � îáðàòèìûé â S
ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S, R = S[x, ϕ].

(1) Åñëè äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 1 âûïîëíåíî fi+1 ∈ annl(Sϕ
i(f0) +

Sϕi−1(f1) + . . .+ Sfi), òî R(f0 + . . .+ fkx
k) � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë

ïîëóêîëüöà R.
(2) Åñëè L � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë â R, òî íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí

f = f0 + . . . + fkx
k, ÷òî L = Rf è fi+1 ∈ annl(Sϕ

i(f0) + Sϕi−1(f1) +
. . .+ Sfi) äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ëåììå 5 fi = uidi äëÿ ui ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ
di ∈ S. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñèëó ëåììû 4 ìíîæåñòâà

L0 = Sf0,

L1 = Sϕ(f0) + Sf1 = Su0 + Sf1,

· · ·

Lk = Sϕk(f0) + Sϕk−1(f1) + . . .+ Sfk = Su0 + . . .+ Suk−1 + Sfk,

Lk+1 = Sϕk+1(f0) + Sϕk(f1) + . . .+ Sϕ(fk) = Su0 + . . .+ Suk

ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòíûìè ëåâûìè èäåàëàìè ëåâîãî èäåàëà Rf äëÿ ìíîãî-
÷ëåíà f = f0 + . . .+ fkx

k. Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî Lk+j = Lk+1 äëÿ ëþáîãî j ≥ 1.
Ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó, ïîýòîìó Li = Sai äëÿ

íåêîòîðûõ ai ∈ S. Íàì íàäî ïîêàçàòü Saix
i ⊆ Rf . Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî i

äëÿ i ≤ k − 1.
Ïîëó÷àåì òàêóþ öåïü: ϕk(Sa0) ⊆ ϕk−1(Sa1) ⊆ . . . ⊆ Sak. Ïîëóêîëüöî S

ÿâëÿåòñÿ ϕ-æåñòêèì, ïîýòîìó èç [13, ëåììà 1] ñëåäóåò annl(B) = annl(ϕ(B))
äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ S, à ïîñêîëüêó ϕ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ
ïîëóêîëüöîì áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, òî annl(a) = annl(Sa). Ïîýòîìó
annl(ak) ⊆ annl(ak−1) ⊆ . . . ⊆ annl(a0). Ïîëóêîëüöî S � ðèêêàðòîâî ñëåâà,
ïîýòîìó annl(ai) = Sei äëÿ ïîäõîäÿùèõ ei ∈ BS. Äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ
fi ∈ annl(ai−1) ⊆ annl(a0) = Se0. Ñëåäîâàòåëüíî, fie

⊥
0 = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 1.

Êðîìå òîãî, f0e0 = 0, ïîýòîìó f0e
⊥
0 = f0. Ïîëó÷àåì e⊥0 (f0 + . . .+ fkx

k) = f0 ∈
Rf , ïîýòîìó Sa0 ⊆ Rf.

Ïóñòü Sajx
j ⊆ Rf äëÿ âñåõ j = 0, . . . , i � èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Èç

fi+1 ∈ annl(ai) = Sei ïîëó÷àåì fi+1 = fi+1ei, îòêóäà fi+1e
⊥
i = 0. Äëÿ ëþáîãî

j = 0, . . . , i ñïðàâåäëèâî ϕi−j(fj) ∈ Sai, ò. å. ϕ
i−j(fj) = sjai äëÿ íåêîòîðîãî

sj ∈ S. Èç eiai = 0 ñëåäóåò eiϕ
i−j(fj) = 0, ïîýòîìó eifj = 0 [13, ëåììà 1].

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî j = i + 2, . . . , k èç fj ∈ annl(aj−1) ⊆ annl(ai+1) = Sei+1

ñëåäóåò fj = tjei+1, îòêóäà e
⊥
i+1fj = 0. Ïîëó÷àåì:

eie
⊥
i+1f = 0 + . . .+ 0xi + eie

⊥
i+1fi+1x

i+1 + 0xi+2 + . . .+ 0xk =

= e⊥i+1fi+1x
i+1 ∈ Rf.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ai+1 = s0u0+ . . .+siui+si+1fi+1 äëÿ íåêîòîðûõ sj ∈ S.
Ïóñòü aj = vjtj äëÿ íåêîòîðûõ vj ∈ BS è íåäåëèòåëåé íóëÿ tj , òîãäà ïî ëåììå
3 vj = u0 ∨ . . . ∨ uj , îòêóäà ñëåäóåò uj = ujϕ

i+1−j(vj) äëÿ ëþáîãî 0 ≤ j ≤ i.
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Ïîëó÷àåì:

e⊥i+1ai+1x
i+1 = e⊥i+1(s0u0 + . . .+ siui + si+1fi+1)xi+1 =

= e⊥i+1(s0u0ϕ
i+1(t0)−1xi+1 · a0 + s1u1ϕ

i(t1)−1xi · a1x+ . . .

. . .+ siuiϕ(ti)
−1x · aixi + si+1fi+1x

i+1) ∈ Rf,

çíà÷èò e⊥i+1ai+1x
i+1 ∈ Rf . Ïîñêîëüêó annl(ai+1) = Sei+1, òî ai+1 = e⊥i+1ai+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ai+1x
i+1 ∈ Rf , è Sai+1x

i+1 ⊆ Rf. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
Sak+1x

n ∈ Rf äëÿ n ≥ k+1. Ïóñòü ak+1 = t0u0+ . . .+tk−1uk−1+tkuk = t+tkuk.
Ïîñêîëüêó t ∈ Lk, òî tx

k ∈ Rf , è ïîýòîìó (ñ ó÷åòîì, ÷òî t = ud äëÿ u ∈ BS
è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d) txk+1 = tϕ(d)−1x · txk ∈ Rf. Èç akx

k ∈ Rf ïîëó÷àåì
tkukx

k+1 = tkukϕ(dk)−1x · akxk ∈ Rf. Íàêîíåö, ak+1x
k+1 = txk+1 + tkukx

k+1 ∈
Rf. Äëÿ ñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëåé x ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå.

2) Ïóñòü L = R(g0 + . . .+gkx
k) � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë, gi = viti, vi ∈ BS,

ti � íåäåëèòåëü íóëÿ ïî ëåììå 5. Ðàññóæäàÿ êàê è â ïóíêòå 1) è èñïîëü-
çóÿ ëåììó 3, ïîëó÷àåì, ÷òî Sa0 = Sg0, Sai = S(v0 ∨ . . . ∨ vi−1) + Sgi äëÿ
i ≤ k è Sak+1 = S(v0 ∨ . . . ∨ vk) � êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû ëåâîãî
m-èäåàëà L. Êàæäûé ýëåìåíò ai èìååò âèä ai = uidi äëÿ îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåííîãî ui ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ di ∈ S. Èäåìïîòåíòû îáðàçóþò öåïü
u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ uk. Ïîëîæèì e0 = u0 è äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 ïóñòü ei ∈ BS �
îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå èäåìïîòåíòà ui−1 â èíòåðâàëå [0, ui] ⊆ BS. Óòî÷-
íèì, ÷òî ei ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ëþáàÿ áóëåâà ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ
îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè. Ïóñòü fi = eiti. Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî
f = f0 + . . . + fkx

k ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìíîãî÷ëåíîì. Èç óñëîâèÿ e1 ∧ u0 = 0
ñëåäóåò f1 ∈ annl(Sf0). Ïóñòü fi ∈ annl(Sϕ

i−1(f0) + . . . + Sϕ(fi−2) + Sfi−1),
òîãäà èç ei+1 ∧ ui = 0 è ui = e0 ∨ . . . ∨ ei ïîëó÷àåì fi+1 ∈ annl(e0 ∨ . . . ∨ ei) =
annl(Sϕ

i(f0)+ . . .+Sϕ(fi−1)+Sei) ⊆ annl(Sϕ
i(f0)+ . . .+Sϕ(fi−1)+Sfi). Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà 1), ïîýòîìó K = R(f0 + . . .+fkx
k) � ãëàâ-

íûé ëåâûé m-èäåàë. Ïîêàæåì, ÷òî åãî ëåâûå êîýôôèöèåíòíûå èäåàëû Ki ñîâ-
ïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëåâûìè êîýôôèöèåíòíûìè èäåàëàìè Sai. Èìååì,
Ki = Sϕi(f0)+. . .+Sϕ(fi−1)+Sfi = Sui−1+Seiti. Ïîñêîëüêó Sui−1+Sgi = Sai,
òî sui−1 + tgi = uidi äëÿ íåêîòîðûõ s, t ∈ S. Òîãäà ϕ(s)ui−1 +ϕ(tti)vi = ϕ(di)ui.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ui = ui−1 ∨ ei = ei + e⊥i ui−1. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî
ϕ(di) � îáðàòèìûé ýëåìåíò, äëÿ ïîäõîäÿùèõ a, b ∈ S ïîëó÷àåì aui−1 + bvi =
ui = ei + e⊥i ui−1. Óìíîæèâ ðàâåíñòâî íà ei, ïîëó÷àåì bviei = ei, îòêóäà ñëå-
äóåò ei ≤ vi. Ñëåäîâàòåëüíî, Ki = Sui−1 + Sfi ⊆ Sui−1 + Sgi = Sai. Âíîâü
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî sui−1 + tgi = ai. Òîãäà ai = aiui = (sui−1 + tgi)ui =
sui−1ui+ttivi(e

⊥
i ui−1+ei) = sui−1+ttivie

⊥
i ui−1+tvieiti = aui−1+bfi äëÿ a, b ∈ S.

Ïîêàçàëè, ÷òî Sa0 = K0, . . . , Sak = Kk. Êðîìå òîãî, Sak+1 = S(v0 ∨ . . . ∨ vk) =
S(u0 ∨ . . . ∨ uk) = Kk+1, ïîýòîìó èç ñîâïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöè-
åíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ ñëåäóåò L = R(f0 + . . .+ fkx

k). �

Çàìå÷àíèÿ. 1) Â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2) ïðåäëîæåíèÿ 1 ðàññìàòðèâàëàñü
êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ "ïîäïðàâèòü" îáðàçóþùèé ìíîãî÷ëåí ãëàâíîãî ëå-
âîãî m-èäåàëà. Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî íàéòè òàêîé îáðàçóþùèé áåç
îïîðû íà êàêîé-ëèáî èìåþùèéñÿ ìíîãî÷ëåí, íî çíàÿ ëåâûå êîýôôèöèåíòíûå
èäåàëû.

Ïóñòü L � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà S, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü Li � åãî ëåâûå êîýôôèöèåíòíûå èäåàëû. Îòìåòèì,
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÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìíîæåñòâî ëåâûõ êîýô-
ôèöèåíòíûõ èäåàëîâ, çàäàþùèõ ëåâûé m-èäåàë, íå îáÿçàíî áûòü âîçðàñòàþ-
ùåé öåïüþ, íî íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ϕ(Li) ⊆ Li+1. Â íàøåì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëóêîëüöà â âèäå ed, e = ϕ(e) ∈ BS, è îá-
ðàòèìîñòü ϕ(d) äëÿ íåäåëèòåëÿ íóëÿ ãàðàíòèðóåò òàêæå âêëþ÷åíèå Li ⊆ Li+1.
Ïîñêîëüêó S � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, òî Li ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ëåâûìè èäå-
àëàìè ïîëóêîëüöà S. Ïóñòü Li = Sai, ai = uidi äëÿ ui ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ
di ∈ S è Sa0 ⊆ Sa1 ⊆ . . . ⊆ Sak ( Sak+1 = . . . è ϕ(Sai) ⊆ Sai+1.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà âàðèàíòà.
i) Èäåìïîòåíòû â ðàçëîæåíèÿõ ak è ak+1 ñîâïàäàþò. Òîãäà ak = ukdk, ãäå

dk � íåäåëèòåëü íóëÿ, íå ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì, ïîñêîëüêó â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì Sak = Suk = Sak+1, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîñêîëüêó
ϕ(Sak+1) ⊆ Sak+2, òî Suk ⊆ Sak+2 = Sukdk+2 ⊆ Suk, ïîýòîìó âñå ëåâûå èäå-
àëû, íà÷èíàÿ ñ Sak+1, ðàâíû Suk. Äëÿ öåïè u0 ≤ . . . ≤ uk = uk+1 âûáèðàåì
èäåìïîòåíòû e0, . . . , ek, ek+1 êàê îòíîñèòåëüíûå äîïîëíåíèÿ íà êàæäîì øàãå.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ek+1 = 0. Ïîëîæèì f0 = a0 = e0d0. Â ïðåäëîæåíèè
1 fi îïðåäåëÿëñÿ êàê fi = eiti, ãäå ti çàèìñòâîâàëñÿ ó ïåðâîíà÷àëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà g. Ñåé÷àñ íàì g íå èçâåñòåí, ïîýòîìó èç u1 = e0∨e1 = e0 +e⊥0 e1 = e0 +e1
èìååì a1 = e0d1 + e1d1, è ìîæåì ïîëîæèòü f1 = e1d1. Äàëåå, ïîëüçóÿñü ðàç-
ëîæåíèåì Sai = Se0 ⊕ . . . ⊕ Sei−1 ⊕ Seidi, îïðåäåëÿåì fi = eidi. Ïîëó÷àåì
L = R(f0+. . .+fkx

k) è fi+1 ∈ annl(Sai). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç ñîâïàäå-
íèÿ ëåâûõ êîýôôèöèåíòíûõ èäåàëîâ L′i ëåâîãî èäåàëà Rf ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
Li. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ L′0 = Sa0. Ïîñêîëüêó ϕ(Saj) ⊆ Saj+1, òî Sej ⊆ Sai äëÿ
ëþáîãî j < i. Î÷åâèäíî, ÷òî Sfi ⊆ Sai. Ïîýòîìó L′i = Se1 + . . .+ Sei−1 + Sfi ⊆
Sai. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ i ≤ k âûïîëíÿåòñÿ
L′i = Sai. Íàêîíåö, L

′
k+1 = Se0 + . . .+ Sek = S(e0 ∨ . . . ∨ ek) = Suk = Sak+1.

ii) Èäåìïîòåíòû â ðàçëîæåíèÿõ ak è ak+1 ðàçëè÷íû. Òîãäà ak = ukdk, ak+1 =
uk+1dk+1 è dk, dk+1 � íåäåëèòåëè íóëÿ, uk < uk+1. Çàìåòèì, ÷òî Suk+1 =
Sak+1 = Sak+2 = . . .. Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ f0, . . . , fk òàêîå æå, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïîëîæèì fk+1 = uk+1. Ìíîãî÷ëåí f = f0 + . . .+ fk+1x

k+1

ïîðîæäàåò ëåâûé m-èäåàë Rf ñ ëåâûìè êîýôôèöèåíòíûìè èäåàëàìè Sai, ò. å.
L = Rf.

2) Êîíñòðóêöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ â ïðåäëîæåíèè 1, ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü åå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà S. Ïóñòü ϕ � òàêîé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà
S, ÷òî ϕ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, è c0 ≤ c1 ≤ . . . ≤ ck � ïðîèçâîëüíàÿ öåïü
èäåìïîòåíòîâ èç BS. Ïîêàæåì, ÷òî ëåâûém-èäåàë L, çàäàâàåìûé öåïüþ Sc0 ⊆
Sc1 ⊆ . . . ⊆ Sck = Sck . . ., ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì m-èäåàëîì ïîëóêîëüöà
R = S[x, ϕ]. Ïîëîæèì f0 = c0 è fi+1 � îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå èäåìïîòåíòà
ci â èíòåðâàëå [0, ci+1] áóëåâîé ðåøåòêè BS. Ðàññìîòðèì f = f0+. . .+fkx

k ∈ R.
Äëÿ ëþáûõ j < i ≤ k âûïîëíÿåòñÿ fj ≤ cj ≤ ci−1, ïîýòîìó fj∧fi ≤ ci−1∧fi = 0.
Ïîëó÷àåì, ÷òî èäåìïîòåíòû fi, i = 0, . . . , k îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.
Âñïîìíèì, ÷òî îïåðàöèÿ ∧ â BS ñîâïàäàåò ñ ïîëóêîëüöåâûì óìíîæåíèåì â S.
Ïîýòîìó fif = fix

i ∈ Rf äëÿ ëþáîãî i ≥ 0, è Rf � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë
ïîëóêîëüöà R. Ïóñòü Li � åãî ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíòíûé ëåâûé èäåàë.
Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî Lix

i ñîñòîèò èç îäíî÷ëåíîâ âèäà s0f0x
i, . . . , sifix

i è èõ
êîíå÷íûõ ñóìì. Ïî ëåììå 3 Li = Sf0 + . . .+Sfi = S(f0∨ . . .∨fi) = Sci. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî L = Rf.
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Ïðîâåäåííûå â çàìå÷àíèè 1 ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ϕ
� èíúåêòèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ϕ(d) � îáðàòèìûé â
S ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Òîãäà ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öåïü
Sa0 ⊆ . . . ⊆ Sak ⊆ Sak+1 ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
ϕ(Sai) ⊆ Sai+1 äëÿ âñåõ i ≤ k è ϕ(Sak+1) ⊆ Sak+1, çàäàåò ãëàâíûé ëåâûé
m-èäåàë L ïîëóêîëüöà R = S[x, ϕ], ëåâûå êîýôôèöèåíòíûå èäåàëà Li êîòîðîãî
ñîâïàäàþò ñ Sai.

Ëåììà 6. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ϕ � èíúåê-
òèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ϕ(d) � îáðàòèìûé â S ýëåìåíò
äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Òîãäà êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëå-
âûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R = S[x, ϕ] ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì m-èäåàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rf + Rg � ñóììà ãëàâíûõ ëåâûõ m-èäåàëîâ, f =
f0 + . . . + fkx

k, g = g0 + . . . + gkx
k, ãäå k = max{deg f, deg g}. Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 1 êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû äëÿ Rf è Rg îáðàçóþò öåïè Sa0 ⊆ . . . ⊆
Sak ⊆ Sak+1 = . . . è Sb0 ⊆ . . . ⊆ Sbk ⊆ Sbk+1 = . . . ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ϕ(Sai) ⊆ Sai+1; àíàëîãè÷íî äëÿ Sbi. Ëåâûé èäåàë
Rf +Rg ÿâëÿåòñÿ ëåâûì m-èäåàëîì, êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû êîòîðîãî
îáðàçóþò öåïü Sa0 + Sb0 ⊆ . . . ⊆ Sak + Sbk ⊆ Sak+1 + Sbk+1 = . . .. Êîýô-
ôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 2, ïîýòîìó
Rf +Rg � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R. �

Ëåììà 7. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî, êàæäûé äîïîëíÿåìûé
èäåìïîòåíò êîòîðîãî öåíòðàëåí, è ϕ � òàêîé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì
ïîëóêîëüöà S, ÷òî ϕ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS è ϕ(d) � îáðàòèìûé ýëåìåíò
äëÿ ëþáîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Òîãäà äëÿ êàæäîãî M ∈ MaxBS ýíäî-
ìîðôèçì ϕ èíäóöèðóåò èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ϕ̄ ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM ,
S/αM � ϕ̄-æåñòêîå ïîëóêîëüöî è ϕ̄(ā) îáðàòèì â S/αM äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî
ā ∈ S/αM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ S ïîëîæèì ϕ̄(ā) = ϕ(a) � îáðàç ýëå-
ìåíòà ϕ(a) ïðè åñòåñòâåííîì ýïèìîðôèçìå h : S → S/αM . Ñòàíäàðòíî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ϕ̄ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ñëîÿ S/αM . Åñëè a, b ∈ S, òî ïîëó÷àåì
öåïî÷êó èìïëèêàöèé:

ϕ̄(ā) = ϕ̄(b̄)⇒ ϕ(a) = ϕ(a)⇒ ϕ(a)e = ϕ(b)e äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS \M
⇒ ϕ(ae) = ϕ(be)⇒ ae = be⇒ ā = b̄,

ïîýòîìó ϕ̄ èíúåêòèâåí. Ïóñòü ā ∈ S/αM è ā 6= 0̄. Ïî ëåììå 5 a = ed äëÿ
íåêîòîðûõ e ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Îáðàç öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî
èäåìïîòåíòà ïðè åñòåñòâåííîì ýïèìîðôèçìå h � ëèáî íóëü, ëèáî åäèíèöà ñëîÿ
S/αM , è ÿñíî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå h(e) = 1̄. Ïîýòîìó ā = h(a) = h(ed) = d̄.

Ïî óñëîâèþ ϕ(d) îáðàòèì â S, ïîýòîìó ϕ(d) = ϕ̄(d̄) îáðàòèì â ñëîå S/αM .
Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̄(ā) = ϕ̄(d̄) îáðàòèì â S/αM . Ïóñòü āϕ̄(ā) = 0̄, è a = ed äëÿ
e ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Åñëè ē = 0̄, òî ā = 0̄, è âñå äîêàçàíî. Åñëè
ē = 1̄, òî d̄ϕ̄(d̄) = 0̄, îòêóäà d̄ = 0̄, ā = 0̄, è S/αM � ϕ̄-æåñòêîå ïîëóêîëüöî. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïî [13, òåîðåìà 1] ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ ϕ-
æåñòêèì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåí-
òîâ. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 2) ⇒ 1) çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì
ëåììû 6.

1) ⇒ 2). Ïóñòü a, b ∈ S. Ðàññìîòðèì êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë
Ra + Rb, êîòîðûé ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì m-èäåàëîì Rf äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f = f0 + . . .+fkx

k. Ïîñêîëüêó ó ðàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ
ñîâïàäàþò èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû, ïîëó÷àåì Sa+
Sb = Sf0. Ñëåäîâàòåëüíî, S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó.

Äàëåå, Ra + Rx = Rh äëÿ íåêîòîðîãî h = h0 + . . . + hnx
n ∈ R. Òîãäà a =

uh, x = vh è h = fa+gx äëÿ ïîäõîäÿùèõ f, g, u, v ∈ R. Ïóñòü f = f0+. . .+fkx
k,

è àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåì äëÿ äðóãèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîëó÷àåì
a = u0f0a, 0 = v0f0a è 1 = v0g0 + bϕ(a), ãäå b = v0f1 + v1ϕ(f0). Ïîñêîëüêó v0 ∈
annl(f0a) � èäåàë â S, òî v0g0u0 ∈ annl(f0a), îòêóäà ïîëó÷àåì 0 = v0g0u0f0a =
v0g0a è a = bϕ(a)a. Èç æåñòêîñòè ϕ ñëåäóåò v0g0ϕ(a) = 0 [13, ëåììà 3], êðîìå
òîãî, ϕ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì â íóëå. Ïîýòîìó bϕ(a) =
(bϕ(a))2 è v0g0bϕ(a) = 0. Òàêèì îáðàçîì, bϕ(a) � öåíòðàëüíûé äîïîëíÿåìûé
èäåìïîòåíò, à v0g0 � åãî äîïîëíåíèå. Åñëè s ∈ annl(a), òî sϕ(a) = 0, ïîýòîìó
s = sv0g0 + sbϕ(a) = sv0g0. Ñëåäîâàòåëüíî, annl(a) = Sv0g0, è S � ðèêêàðòîâî
ñëåâà ïîëóêîëüöî.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ϕ(d) îáðàòèì äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ ïîëó-
êîëüöà S. Íî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ ïðè îáîñíîâàíèè
àíàëîãè÷íîãî ôàêòà â òåîðåìå 1, ïîñêîëüêó â íàøåé ñèòóàöèè â ïîëóêîëüöå S
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, èñïîëüçóåìûå â óêàçàííîì äîêàçàòåëüñòâå.

2)⇔ 3). Ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó [12,
òåîðåìà 5]. Ïîëóêîëüöî S ðèêêàðòîâî ñëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæ-
äûé ïèðñîâñêèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ è äëÿ ëþáîãî
b ∈ S annl(b) ∩ BS � ãëàâíûé èäåàë â BS [9, ïðåäë. 4]. Åñëè âûïîëíåí ïóíêò
2), òî ïðîèçâîëüíûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM ÿâëÿåòñÿ ϕ̄-æåñòêèì ïî ëåììå 7.
Åñëè âûïîëíåí ïóíêò 3) è aϕ(a) = 0, òî āϕ̄(ā) = 0̄ â êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå.
Òîãäà ïîëó÷àåì ā = 0̄ â êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå. Â ñèëó èçîìîðôíîñòè ïèð-
ñîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà îòñþäà ñëåäóåò a = 0, è S
� ϕ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì, è åñëè ê òîìó æå ϕ�
èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì, òî ϕ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ, ϕ � èíúåêòèâíûé
ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, R = S[x, ϕ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

(1) ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;
(2) S � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ϕ(a)S = S äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî a ∈ S.

Ñëåäñòâèå 2. [14, óòâåðæäåíèå 15.12] Ïóñòü A � êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ,
ϕ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì êîëüöà A, R = A[x, ϕ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû
óñëîâèÿ:

(1) R � ëåâîå êîëüöî Áåçó;
(2) R/Rx2 � ëåâîå êîëüöî Áåçó;
(3) A � ëåâîå êîëüöî Áåçó, ϕ(a)A = A äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî a ∈ A.
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