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Abstract. Let G be �nite group and V = π(G) be the set of all prime

divisors of its order. The soluble graph Γsol(G) is a graph with the set of

vertices V , where two vertices p and q in V are adjacent if there exists a

soluble subgroup H of G whose order is divisble by pq. We study centers

of soluble graphs of �nite sporadic and exceptional simple groups Lie

types.
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type, sporadic simple group, soluble graph.

1. Ââåäåíèå

Ãðàô ðàçðåøèìîñòè (ðàçðåøèìûé ãðàô) Γsol(G) êîíå÷íîé ãðóïïû G � ýòî
îáûêíîâåííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûå äåëèòåëè π(G)
åå ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì äâå âåðøèíû p, q ∈ π(G) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â G íàéäåòñÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà pq.
Ïîíÿòèå ãðàôà ðàçðåøèìîñòè áûëî ââåäåíî Ñ. Àáå è Í. Éèîðè [3] êàê îáîá-

ùåíèå ïîíÿòèÿ ãðàôà Ãðþíáåðãà-Êåãåëÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô Ãðþíáåðãà-
Êåãåëÿ Γ(G) ãðóïïûG ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà Γsol(G) ñ òåì æå ìíîæåñòâîì
âåðøèí, íî ïðè ýòîì ãðàô ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû G âñåãäà
ñâÿçåí (òåîðåìà 1 â [3]).
Öåíòðîì ãðàôà ðàçðåøèìîñòè Z(Γsol(G)) ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè Γsol(G). Åñëè ãðóïïà
G ðàçðåøèìà, òî ãðàô Γsol(G) ÿâëÿåòñÿ êëèêîé (ïîëíûì ãðàôîì). Ó ñïîðàäè÷å-
ñêîé ïðîñòîé ãðóïïû öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ÷àñòî áûâàåò ïóñò. Íàïðîòèâ,
÷èñëî ýëåìåíòîâ öåíòðà ãðàôà ðàçðåøèìîñòè çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû ñòåïå-
íè n äëÿ áîëüøîãî n ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå n ìîæåò áûòü âåëèêî. Çàìåòèì,

Kazarin , L.S., Tutanov V.N. On centers of soluble graphs.
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÷òî ïîíÿòèå öåíòðà ãðàôà ðàçðåøèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îááùåóïîòðåáèòåëüíûì â
òåîðèè ãðàôîâ, íî îòâå÷àåò èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.
Ó÷àñòíèêè XIII Øêîëû-êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííîé 85-

ëåòèþ Â.À. Áåëîíîãîâà, ïðîõîäèâøåé 3-7 àâãóñòà 2020 ã. â Åêàòåðèíáóðãå, ïðåä-
ñòàâèëè ðÿä îòêðûòûõ ïðîáëåì. Äàííûå ïðîáëåìû áûëè îïóáëèêîâàíû â [2].
Â ÷àñòíîñòè, Ë.Ñ. Êàçàðèí â ïðîáëåìå 7 ïîñòàâèë ñëåäóþùèé âîïðîñ: îïèñàòü
êîíå÷íûå ãðóïïû G ëèåâà òèïà, ó êîòîðûõ öåíòð ãðàôà Γsol(G) íå ïóñò.
Ãëàâíàÿ öåëü ðàáîòû � îïèñàíèå öåíòðîâ ãðàôîâ ðàçðåøèìîñòè ñïîðàäè-

÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï è èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà. Ïîëíîå
îïèñàíèå öåíòðîâ ãðàôîâ ðàçðåøèìîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ïîëó÷åíî
äëÿ â÷åõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà êðîìå E7(q) è E8(q). Äëÿ
ïîñëåäíèõ óñòàíîâëåíà íåòðèâèàëüíîñòü èõ öåíòðîâ.

2. Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû

Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ, â îñíîâíîì, ñòàíäàðòíû. Â ñëó÷àå ðàáîòû ñî ñïîðà-
äè÷åñêèìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè ìû ñëåäóåì îáîçíà÷åíèÿì [4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ èñêëþ÷èòåëüíàÿ ãðóïïà ëèåâà òè-
ïà. Òîãäà:

1. G ∼= Sz(q) è Z(Γsol(G)) = {2}.
2. G ∼= 2G2(q) è Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
3. G ∼= 3D4(q) è Z(Γsol(G)) = {2}.
4. G ∼= 2F 4(q)

′
, ãäå q ≥ 2 è Z(Γsol(G)) = {2, 3}.

5. G ∼= G2(q) è {2, 3} = Z(Γsol(G)).
6. G ∼= F4(q) è {2} = Z(Γsol(G)).
7. G ∼= E6(q). Åñëè q = 1 + 3t è (t, 3) = 1,òî Z(Γsol(G)) = ∅.
Èíà÷å Z(Γsol(G)) = {3}.
8. G ∼= 2E6(q) è Åñëè q = ±1 + 3t äëÿ (t, 3) = 1, òî Z(Γsol(G) = ∅.
Èíà÷å Z(Γsol(G)) = {3}.
9. G ∼= E7(q) èëè G ∼= E8(q), òî {2} ∈ Z(Γsol(G)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ ñïîðàäè÷åñêîé ïðîñòîé ãðóïïîé. Òîãäà:
1. Öåíòð ãðàôà Γsol(G) ïóñò äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï: G ∼= M11,M12.M22,M23,

M24, J3, HS,McL,O′N,HN,Co3, Co2, BM,M ;
2. öåíòð ãðàôà Γsol(G) ñîñòîèò èç âåðøèíû 2 äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï: G ∼=

J1, J4, Ly,He,Co1, Suz,Ru, F i22, F i23, F i
′
24.

3. öåíòðû ãðàôîâ G ∼= J2 è G ∼= Th ñîñòîÿò èç âåðøèí 2 è 3.

Öåíòð ãðàôà Γsol(G) â ñëó÷àå |π(G)| = 3 âñåãäà íå ïóñò. Ýòî íåìåäëåííî
ñëåäóåò èç ñâÿçíîñòè óêàçàííîãî ãðàôà. Ñïèñîê ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ êîíå÷-
íûõ ÷åòûðåïðèìàðíûõ ãðóïï ñîñòîèò èç 35 ïðîñòûõ ãðóïï è òðåõ ñåðèé òàêèõ
ãðóïï (ñì. [6]). Ñðåäè ÷åòûðåïðèìàðíûõ ïðîñòûõ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï òîëüêî
ó ãðóïïû J2 öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè íå ïóñò è |Z(Γsol(J2))| = 2. Ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ïåðå÷èñëèòü âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå ÷åòûðåïðè-
ìàðíûå ãðóïïû, èìåþùèå öåíòð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåðøèí, ò.å. àíàëîãè äëÿ
ãðóïïû J2.

Reviewer
Выделение
Утверждение неверно при q=1+3t (см. рецензию).

Reviewer
Выделение

Reviewer
Выделение
Точка вместо и.

Reviewer
Выделение
включение, а не принадлежность



Î ÖÅÍÒÐÀÕ ÃÐÀÔÎÂ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ 3

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ÷åòûðåïðèìàðíàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà, öåíòð
êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí. Òîãäà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ãðóïï: J2; S6(2); A8; A9; A10; O

+
8 (2); G2(3); 2F 4(2)′, L2(31), L2(127).

3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.

Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè äëÿ ïðîñòûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï ëèåâà òèïà.
1. G ∼= Sz(q), ãäå q = 22n+1 è n ≥ 1.
Â ýòîì ñëó÷àå |G| = q2(q2+1)(q−1) = q2(q−

√
2q+1)(q+

√
2q+1)(q−1). Èç [8,

òåîðåìà 4.1] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû (q−1) : 2,
(q −

√
2q + 1) : 4 è (q +

√
2q + 1) : 4. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî Z(Γsol(G))

ñîäåðæèò âåðøèíó {2}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðøèíà {2} ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç
π(q − 1), à ïîñëåäíèå íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç π(q ±

√
2q + 1), çàêëþ÷àåì,

÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
2. G ∼= 2G2(q), ãäå q = 32n+1 è n ≥ 1.
Â ýòîì ñëó÷àå |G| = q3(q3 + 1)(q − 1) = q3(q −

√
3q + 1)(q +

√
3q + 1)(q −

1)(q + 1). Èç [8, òåîðåìà 4.2] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïû [q3] :
(q − 1), (q −

√
3q + 1) : 6, (q +

√
3q + 1) : 6, 2 × L2(q) è (22 × D(q+1)/2) : 3.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî Z(Γsol(G)) ñîäåðæèò âåðøèíû {2} è {3}. Çàìåòèì,
÷òî ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ (q ±

√
3q + 1) : 6 ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ôðîáåíèóñà ñ

àáåëåâûìè ÿäðàìè, à q2−1 âçàèìíî ïðîñòî ñ (q±
√

3q+1). Êðîìå òîãî, ïðîñòûå
äåëèòåëè ýòèõ ÷èñåë íå äåëÿò ïîðÿäêà ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G.
Ïîýòîìó åäèíñòâåííûìè âåðøèíàìè, êðîìå âåðøèí èç π(q±

√
3q+ 1), êîòîðûå

ìîãóò áûòü èì èíöèäåíòíû â ãðàôå ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G, áóäóò âåðøèíû
{2} è {3}. Èòàê, Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
3. G ∼= 3D4(q).
Â ýòîì ñëó÷àå |G| = q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà.
q8 + q4 + 1 = (q4 − q2 + 1)(q4 + q2 + 1) = (q4 − q2 + 1)(q2 − q + 1)(q2 + q + 1),
q6 − 1 = (q3 − 1)(q3 + 1) = (q2 + q + 1)(q2 − q + 1)(q − 1)(q + 1) è
q2 − 1 = (q − 1)(q + 1).
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ |G|, ïóíêòà (13) [8, òåîðåìà 4.3] è ïðîñòûõ àðèôìåòè÷å-

ñêèõ âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðèìèòèâíûå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà q4−q2 +1
ìîãóò äåëèòü òîëüêî ïîðÿäîê ãðóïïû (13) â ñïèñêå [8, òåîðåìà 4.3]. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî òîëüêî ÷èñëî 2 ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â Z(Γsol(G)). Òåïåðü èç ïóíêòîâ
(2), (11), (12) [8, òåîðåìà 4.3] ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
4. G ∼= 2F 4(q), ãäå q = 22n+1 ≥ 8.
Â ýòîì ñëó÷àå |G| = q12(q6 +1)(q4−1)(q3 +1)(q−1). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà.
q3 + 1 = (q + 1)(q2 − q + 1),
q4 − 1 = (q2 − 1)(q2 + 1) = (q − 1)(q + 1)(q ±

√
2q + 1),

q6 + 1 = (q2 + 1)(q4 − q2 + 1) = (q ±
√

2q + 1)(q4 − q2 + 1) = (q ±
√

2q + 1)
(q2 + q + 1±

√
2q(q + 1)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |G| = (q − 1)2(q + 1)2(q ±
√

2q + 1)2(q2 − q + 1) (q2 +
q + 1 ±

√
2q(q + 1)). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ |G| è ïóíêòîâ (8), (9), (10) [8, òåîðåìà

4.5]. ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî ÷èñëà 2 è 3 ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ â Z(Γsol(G)). Èç ýòèõ
æå ïóíêòîâ [8, òåîðåìà 4.5] ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà 2 è 3 ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç
ìíîæåñòâ π(q + 1), π(q ±

√
2q + 1) è π(q2 + q + 1±

√
2q(q + 1)).

Èç ïóíêòà (1) [8, òåîðåìà 4.5] ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà 2 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè
èç ìíîæåñòâà π(q − 1). Òàê êàê 3 äåëèò q + 1, òî èç ïóíêòà (3) [7, òåîðåìà 4.5]
çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà π(q − 1).
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Èç ïóíêòà (3) [8, òåîðåìà 4.5] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ
ïîäãðóïïó SU3(q) : 2. Îäíàêî ãðóïïà SU3(q) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó (q2−q+1) : 3,
èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû SU3(q) ïîðÿäêà 2. Òàêèì
îáðàçîì, âåðøèíû 2 è 3 ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà π(q2 − q + 1).
Òàê êàê (q + 1, 3) = 3, òî PGU3(q) ∼= SU3(q). Èç ïóíêòà (4) [8, òåîðåìà

4.5] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó PGU3(q) : 2.
Êàê è ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíû 2 è 3 ñìåæíû ñ âåðøèíàìè
ìíîæåñòâà π(q2 − q + 1).
Èòàê, Z(Γsol(G)) = {2, 3} è |Z(Γsol(G))| = 2.
5. G ∼= 2F 4(2)

′
.

Èç [4, ñòð. 74] ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2, 3} è |Z(Γsol(G))| = 2.
6. G ∼= G2(q), ãäå q = pn > 2.
Â ýòîì ñëó÷àå |G| = q6(q2−1)(q6−1) = q6(q−1)2(q+1)2(q2−q+1)(q2+q+1).

Ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå òîðû ïîðÿäêîâ (q ± 1)2, (q2 ± q + 1), q2 − 1.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ π(G) \ {p} ÷èñëî r äåëèò ïîðÿäîê íåêîòîðîãî èç
ïåðå÷èñëåííûõ òîðîâ. Èç îïèñàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G2(q) â [8]
ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà 2 ãðàôà Γsol(G) ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè èç π(G)\{p}.
Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå G ðàâåí q6(q − 1)2, òî
ÿñíî, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ âåðøèíà {2} òàêæå ñìåæíà
ñ âåðøèíîé p 6= 2. Ïîýòîìó 2 ∈ Z(Γsol(G)).
Òàê êàê äëÿ r ∈ π(q2 ± q + 1) âåðøèíà r ñîäåðæèòñÿ ëèøü â ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäãðóïïàõ G2(q), èçîìîðôíûõ SL3(q) èëè SU3(q), òî, èñïîëüçóÿ ñòðîå-
íèå ãðóïï SL3(q) è SU3(q), çàêëþ÷àåì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ âåðøèíà {3} òàêæå
ñîäåðæèòñÿ â Z(Γsol(G)). Èòàê, Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
7. G ∼= F4(q). Èç [1, òàáëèöà 8, ñòð. 49] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìàêñè-

ìàëüíîãî òîðà T èíäåêñ |NG(T ) : T | ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Îòñþäà ëåãêî
çàêëþ÷èòü, ÷òî 2 ∈ Z(Γsol(G)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþòñÿ äâà ìàêñèìàëüíûõ
òîðà B4 ïîðÿäêà q4 + 1 è F4 ïîðÿäêà q4 − q2 + 1. Ïðè ýòîì èíäåêñ òîðà B4 â
åãî íîðìàëèçàòîðå ðàâåí 8, à èíäåêñ òîðà F4 â åãî íîðìàëèçàòîðå ðàâåí 12 (ñì.
[1, òàáëèöà 8], ñòð. 49). Òàê êàê ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ìàêñèìàëüíîìó òîðó
F4, ñèëüíî èçîëèðîâàííàÿ â G, òî, ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå ìàêñèìàëüíîãî òîðà B4,
çàêëþ÷àåì, ÷òî íè îäíà âåðøèíà èç π(q4 − q2 + 1) íå ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç
π(q4 + 1). Îòñþäà Z(Γsol(G)) = {2}.
8. G ∼= E6(q), ãäå q = pn. òîãäà |G| = (1/d)q36(q12 − 1)(q9 − 1)(q8 − 1)(q6 −

1)(q5 − 1)(q2 − 1) äëÿ d = (q − 1, 3). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè.
(a) q = 3n ≥ 3. Â ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïïàõ q16 : (Ω+

10(q)×
(q − 1)) è q1+16 : (SL6(q)× (q − 1)) äîïîëíåíèÿ Ëåâè èìåþò ôàêòîðû Ω+

10(q) è
SL6(q). Ïîýòîìó âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π((q8− 1)(q6− 1)(q4− 1)(q2−
1)(q5 − 1)) è π((q2 − 1)(q3 − 1)(q4 − 1)(q5 − 1)(q6 − 1). Èç ðàçëîæåíèÿ |G| ëåãêî
çàêëþ÷èòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ ïðîñòûå äåëèòåëè |G| íàõîäÿòñÿ â π(q6 + q3 + 1)
è π(q4 − q2 + 1). Ãðàôó Γ = E6(a1) èç [1] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òîð
T = E6(a1) ïîðÿäêà (1/d)(q6 + q3 + 1). Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð. 50] çàêëþ÷àåì, ÷òî
âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π(q6+q3+1). Ãðàôó Γ = E6 èç [1] ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìàëüíûé òîð T1 ïîðÿäêà (1/d)(q4−q2+1)(q2+q+1). Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð.
50] çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π((q4 − q2 + 1)(q2 + q + 1).
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìòðèâàåìîì ñëó÷àå 3 ∈ Z(Γsol(G)).
(b) q + 1 ≡ 0 (mod 3). Ïîíÿòíî, ÷òî d = 1. Ïîêàæåì, ÷òî 3 ∈ Z(Γsol(G)).

Reviewer
Выделение
1) Доказываемый здесь факт уже доказан в предыдущем абзаце.
2) Утверждение об изоморфизме в начале абзаца неверно при (q+1,3)=3.
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ÃðóïïàG ñîäåðæèò ïàðàáîëè÷åñêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó q5+20 : (SL2(q)
× SL5(q) × (q − 1)). Ïîýòîìó âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π((q2 − 1)(q3 −
1)(q4 − 1)(q5 − 1). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà: (q8 − 1) = (q4 − 1)(q4 + 1), q9 − 1 =
(q3− 1)(q6 + q3 + 1), q12− 1 = (q6− 1)(q6 + 1). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äåëèòåëè
ïîðÿäêà ãðóïïû G: q4 + 1, q6 + q3 + 1, q3 + 1, q4 − q2 + 1.
Ãðàôó Γ = D5 â [1, òàáëèöà 9, ñòð 50] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òîð

T1 ïîðÿäêà (q4 + 1)(q2 − 1) è |T1| äåëèòñÿ íà 3. Ïîýòîìó âåðøèíà 3 ñìåæíà
ñ âåðøèíàìè π(q4 + 1). Ãðàôó Γ = E6(a1) èç [1] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé
òîð T ïîðÿäêà q6 + q3 + 1. Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð. 50] çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðøèíà 3
ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π(T2). Ãðàôó Γ = D4 èç [1] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé
òîð T3 ïîðÿäêà (q3 + 1)(q+ 1)(q− 1)2 è 3 äåëèò |T |. Ïîýòîìó âåðøèíà 3 ñìåæíà
ñ âåðøèíàìè π(q3 + 1). Ãðàôó Γ = E6 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òîð T4
ïîðÿäêà (q4− q2 + 1)(q2 + q+ 1). Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð. 50] ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà
3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π(q4 − q2 + 1). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ |G| çàêëþ÷àåì, ÷òî
3 ∈ Z(Γsol(G)).
(c) q − 1 ≡ 0 (mod 3). Ïóñòü ñíà÷àëà q − 1 ≡ 0 (mod 9). Ïîêàæåì, ÷òî

3 ∈ Z(Γsol(G)). Ãðóïïà G ñîäåðæèò ïàðàáîëè÷åñêèå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóï-
ïû 1/3q16 : (Ω+

10(q)× (q − 1)) è 1/3q20(SL6(q)× (q − 1)).
Òàê êàê q−1 ≡ 0 (mod 9), òî âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π((q2−1)(q3−

1)(q4−1)(q5−1)(q6−1) è π(q8−1)(q6−1)(q4−1)(q2−1). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π(q6 +q3 +1) è π(q4−q2 +1). Ýòî äåëàåòñÿ
òî÷íî òàêæå êàê â ñëó÷àå (b). Òàêèì îáðàçîì, 3 ∈ Z(Γsol(G)).
(d) Â ñëó÷àå q − 1 = 3t, ãäå (3, t) = 1, èìåþòñÿ ïðèìåðû ãðóïï, ó êîòîðûõ

Z(Γsol(G)) = ∅.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ (d) áîëåå ïîäðîáíî. Ãðóïïà G ñîäåðæèò ïàðàáîëè÷å-

ñêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó (1/3)q5+20 : (SL2(q)×SL5(q)×(q−1)). Ïîýòîìó
âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π((q2 − 1)(q3 − 1)(q4 − 1)(q5 − 1). Êàê è â ñëó-
÷àå (b) ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ ïðîñòûå äåëèòåëè |G| íàõîäÿòñÿ â
π((q6 + q3 + 1)/3), π(q3 + 1), π(q4 − q2 + 1), π(q4 + 1).
Ãðàôó Γ = E6(a1) èç [1] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òîð T ïîðÿäêà (q6 +

q3 + 1)/3. Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð. 50] çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ âåð-
øèíàìè π((q6 + q3 + 1)/3). Ãðàôó Γ = D4 èç [1] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé
òîð T2 ïîðÿäêà (q3 + 1)(q + 1)(q − 1)2/3 è 3 äåëèò |T2|. Ïîýòîìó âåðøèíà 3
ñìåæíà ñ âåðøèíàìè π(q3 + 1). Ãðàôó Γ = E6 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé
òîð T3 ïîðÿäêà (q4 − q2 + 1)(q2 + q + 1)/3. Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð. 50] ñëåäó-
åò, ÷òî |NG(T3)/T3| = 12. Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ
âåðøèíàìè π(|T3|). Ïîðÿäîê òîðà T4, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôó D5 èç [1], ðàâåí
(q4 + 1)(q2 − 1)/3 è ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 3. Èç [1, òàáëèöà 9, ñòð. 50] ñëå-
äóåò, ÷òî |NG(T4)/T4| = 8. Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå q = 1 + 3t äëÿ t, âçàèìíî
ïðîñòîãî ñ ÷èñëîì 3. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû G
íå ïðåâîñõîäèò 310.
Åñëè âñÿêàÿ âåðøèíà {r}, ñîäåðæàùàÿñÿ ñðåäè ïðèìèòèâíûõ ïðîñòûõ äå-

ëèòåëåé ÷èñëà (q4 + 1), ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé â ãðàôå ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G
c âåðøèíîé {3}, òî öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà r áóäåò íîðìàëèçîâàòü
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 3k äëÿ íåêîòîðîãî 1 < k ≤ 10 è äåéñòâîâàòü ðåãóëÿðíî
íà ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïå ïîðÿäêà 3k. Òàê ÷òî r|(3k − 1). Îäíàêî
q = 1 + 3t, ãäå (3, t) = 1. Ïðè ýòîì âñå ïðèìèòèâíûå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà
q4 + 1 äåëÿò (q4 + 1)/(2, q − 1). Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà äåëèòåëåé ÷èñåë 3k − 1 äëÿ
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1 < k ≤ 10 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî èñêëþ÷åíî. Ïîýòîìó âåðøèíà 3 íå ñîäåðæèòñÿ
â Z(Γsol(G)).
Â ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ (à), (â) è (ñ) ïðè q ≡ 1 (mod 9) èìå-

åòñÿ òîð T ïîðÿäêà (q6 + q3 + 1)/(3, q− 1), âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ïîðÿäêàìè ïàðà-
áîëè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Ïîýòîìó ïðîñòûå äåëèòåëè |T | íå ìîãóò
äåëèòü ïîðÿäêè p-ëîêàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïûG. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîðÿäîê T
âçàèìíî ïðîñò ñ ïîðÿäêîì ãðóïïû Âåéëÿ W ãðóïïû G. Îòñþäà â ãðóïïå G íåò
áèïðèìàðíûõ {r, s} � ïîäãðóïï, ãäå r ∈ π(qj−1) äëÿ j ∈ {2, 3, 5, 6, 8}, à s ∈ π(T ).
Êðîìå òîãî, |T | âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëàìè qj−1 äëÿ j ∈ {2, 3, 5, 6, 8} è q6+1. Ïî-
ýòîìó âî âñåõ óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àÿõ ((a),(b) è (ñ)) èìååì Z(Γsol(G)) = {3}.
Çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ (d). Åñëè öåíòð ãðàôà Γsol(G) íå ñîñòîèò

èç âåðøèíû {3} (è íå ïóñò), òî â öåíòðå äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ îäíà èç âåðøèí
èç ìíîæåñòâà π(|T |). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ r ∈ π(|T |) è âñÿêîãî
s ∈ π(G) \ {p, r} èìååòñÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà K, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèò-
ñÿ íà rs. Åñëè Or(K) 6= 1, òî èìååòñÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
K, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà r. Ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ àáåëåâà
p′-ïîäãðóïïà äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì òîðå ãðóïïû G.
Åñëè æå Or(K) = 1, òî âûáåðåì òîð T4 ïîðÿäêà 1/3(q4+1)(q2−1) ñ s ∈ π(q4+1).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà ïîðÿäêà s ñîäåðæèòñÿ â íîðìà-
ëèçàòîðå òîðà T4. Ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Åñëè æå {3} ∈ Z(Γsol(G)),
òî q ≡ 1 (mod 3). Òàê êàê q = 3t + 1 äëÿ t, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ 3, òî ïîðÿäîê
ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäèò 310. Ðàññìàòðèâàÿ âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà 3-ñèëîâñêîé, èñêëþ÷àåì èõ. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî 3
íå ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðàôà Γsol(G). Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå q = 3t + 1 ñ
(t, 3) = 1 èìååì: öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G ïóñò.
9. G ∼= 2E6(q). Òîãäà |G| = (1/d)q36(q12−1)(q9+1)(q8−1)(q6−1)(q5+1)(q2−1),

ãäå d = (q + 1, 3). Äëÿ êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ãðóïïû G ÷èñëî d|T |
ðàâíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë [10]:

(q + 1)k · (q − 1)6−k, 2 ≤ k ≤ 6; (qk − (−1))k) · (q6−k − (−1)6−k), 1 ≤ k ≤ 5;
(qk− (−1)k) · (q+1)6−k, 3 ≤ k ≤ 6; (q3 +1)(q2−1)(q±1) ; (q5 +1) · (q−1); (q3−
1)(q2± 1)(q+ 1); (q4 + 1)(q2− 1); (q2 + 1)2(q+ 1)2; (q2− q+ 1)3; (q2− q+ 1)2(q2−
1); (q4 − 1)(q − 1)2; q3 − 1)(q2 − q + 1)(q − 1); (q4 − q2 + 1)(q2 − q + 1); q6 − q3 +
1); (q2 − q + 1)2(q2 + q + 1).
Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n èç óêàçàííûõ âûøå ñóùåñòâóåò òîð T

òàêîé, ÷òî d|T | = n.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé q = 2. Òîãäà π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19} è

|G| = 236 · 39 · 72 · 52 · 11 · 13 · 17 · 19. Ïðè ýòîì ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 13, 17 è
19 ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî èçîëèðîâàííûìè â G. Òîð T1 ïîðÿäêà 19 èìååò íîðìà-
ëèçàòîð ïîðÿäêà 19 · 9 è ÿâëÿåòñÿ ìèíèçîòðîïíûì. Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå
âû÷èñëåíèÿ, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî öåíòð ãðàôà Γsol(G) ïóñò. Â ñàìîì äåëå,
ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ òîð T1, ýòî íîð-
ìàëèçàòîð T1 ïîðÿäêà 19 · 9. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî öåíòð ãðàôà Γsol(G)
ñîäåðæèò âåðøèíó 3, ëèáî îí ïóñò. Îäíàêî íîðìàëèçàòîð òîðà T2 ïîðÿäêà 17
èìååò ïîðÿäîê 17 · 8. Òàê êàê â G íåò ðàçðåøèìûõ {p, 17}-ïîäãðóïï äëÿ p > 2
è p 6= 17, òî öåíòð ãðàôà Γsol(G) îòëè÷åí îò 3. Ñëåäîâàòåëüíî, Z(Γsol(G)) = ∅.
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Èç [5, òàáëèöà 5.1] ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ∼= 2E6(q) èìååòñÿ U3(q3)·(3 × d), ãäå d = (3, q + 1). À
çíà÷èò, èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé òîð T0 ïîðÿäêà (q6 − q3 + 1)/d, ñîäåðæàùèéñÿ
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â ìàêñèìàëüíîì òîðå ïîðÿäêà q12 + q6 + 1, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôó E6(a1) èç
[1] ãðóïïû E6(q2). Â ñèëó ñèëüíîé èçîëèðîâàííîñòè óêàçàííîãî òîðà â E6(q2)
ïîëó÷àåì, ÷òî T0 ñèëüíî èçîëèðîâàí â G. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ
ïîäãðóïïà G, ñîäåðæàùàÿ T0, ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëèçàòîðå T0 â G.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà Γsol(G) ëèáî ñîñòîèò èç âåðøèíû 3, ëèáî

ñîäåðæèò âåðøèíó r ∈ π(T0), ëèáî ïóñò. Ñîãëàñíî [5, òàáëèöà 5.1], ãðóïïà G
èìååò ïîäãðóïïó e.(L2(q) × U6(q)).de, ãäå e = (q − 1, 2), d = (3, q + 1). Êðîìå
òîãî, èìåþòñÿ ìàêñèìàëüíûå òîðû T1 ïîðÿäêà (q5 + 1)(q + 1)/d è T2 ïîðÿäêà
(q5+1)(q−1)/d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà K ïîðÿäêà,
äåëÿùåãîñÿ íà rs, ãäå s � ïðèìèòèâíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà q5+1. Ïîíÿòíî,
÷òî Or(K) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà S, ñîäåðæàùàÿñÿ
â Os(K). Â ñèëó öèêëè÷íîñòè ñèëîâñêîé s-ïîäãðóïïû ãðóïïû G ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî |S| = s. Îòñþäà r äåëèò s− 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ãðóïïå CG(S)
èìååòñÿ õîëëîâà öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà (q5 + 1)/(q+ 1), íîðìàëèçóå-
ìàÿ ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà r. Â ÷àñòíîñòè, r äåëèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
((q5 + 1)/(q + 1) − 1, |T0|). Óêàçàííûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1,
ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü, ïðè êîòîðîé öåíòð ãðàôà ðàçðå-

øèìîñòè íå ïóñò, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòîò öåíòð ñîñòîèò èç âåðøèíû {3}.
Ñïèñîê ïàðàáîëè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ìîæíî èçâëå÷ü èç
ðàáîòû [7].
Ñîãëàñíî [7], èìååòñÿ ðîâíî 4 êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáî-

ëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G: P1, P2, P3 è P4. Ïðè ýòîì

π(P1) ∪ π(P2) ∪ π(P3) ∪ π(P4) = π(G) \ π(T0).

Ñòðîåíèå ïîäãðóïï Pi ïðè i > 1 ñëåäóþùåå: Pi = UiLi, ãäå Li � ôàêòîð Ëåâè,
Ui � óíèïîòåíòíàÿ p-ïîäãðóïïà (p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ GF (q)). Â ñëó÷àå P4

ïîäãðóïïà L4 '2 D4(q2) : (q2 − 1). Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ òàêæå ïîäãðóïïà
e.(L2(q) × U6(q)).de, ãäå e = (q − 1, 2), d = (3, q + 1). Â ñëó÷àå q ≡ ±1 (mod 9)
ãðóïïà G ñîäåðæèò äëÿ âñÿêîãî r ∈ π(G)\{3} ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà,
äåëÿùåãîñÿ íà 3r. Â ñëó÷àå, êîãäà q = ±1 + 3t, ãäå (t, 3) = 1, ðàçðåøèìîé
ïîäãðóïïû ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà 3r â ãðóïïå G íåò. Â ýòîì ñëó÷àå öåíòð
ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
Åñëè q � ñòåïåíü 3, òî Z(Γsol(G)) = {3}. Â ñàìîì äåëå, ââèäó îïèñàíèÿ [7],

äëÿ ëþáîãî r ∈ π(G)\{3} ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé
äåëèòñÿ íà {3r}.
10. G ∈ {E7(q), E8(q)}. Ñîãëàñíî [1, òàáëèöà 10, ñòð. 51 � 53] è [1, òàáëèöà

11, ñòð. 54 � 58], íîðìàëèçàòîð êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà óêàçàííûõ ãðóïï
èìååò ÷åòíûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó âåðøèíà 2 ñîäåðæèòñÿ â Z(Γsol(G)) äëÿ ëþáîé
èç ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.

Èìååòñÿ 26 ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï. Ìû íàéäåì öåíòðû ãðàôà ðàçðå-
øèìîñòè äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï.
1. Ãðóïïà G ∼= M11. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 18], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàç-

ðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 55 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 2.S4. Åäèíñòâåí-
íàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà 11, ýòî ïîäãðóïïà
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См. рецензию

Reviewer
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Неверно при q=1+3t, см. рецензию.
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ïîðÿäêà 55. Îòñþäà è èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî ðàç-
ðåøèìûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà 15 â G íåò. Îòñþäà öåíòð ãðàôà
ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû ïóñò.
2. Ãðóïïà G ∼= M12. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 33], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàç-

ðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 55 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó A4×S3. Îòñþäà è
èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè
ýòîé ãðóïïû ïóñò.
3. Ãðóïïà G ∼= M22. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 39], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàç-

ðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 55 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 23 : L3(2). Îòñþäà
è èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìî-
ñòè ýòîé ãðóïïû ïóñò.
4. Ãðóïïà G ∼= M23. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 71], ãðóïïà G èìååò ðàçðåøèìóþ ïîä-

ãðóïïó ïîðÿäêà 23 · 11 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó A8. Îòñþäà è èç ïåðå÷íÿ
ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóï-
ïû ïóñò.
5. Ãðóïïà G ∼= M24. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 96], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ïîäãðóïïó 23 : 11 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 24 : A8. Îòñþäà è èç ïåðå÷íÿ
ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóï-
ïû ïóñò.
6. Ãðóïïà G ∼= J1. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 36], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå ïîä-

ãðóïïû 19 : 6 è 11 : 10. Åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, ïîðÿäîê
êîòîðîé äåëèòñÿ íà 19, ýòî 19 : 6. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà 23 : 7 : 3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû
Z(Γsol(G)) = {2}.
7. Ãðóïïà G ∼= J2. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 42], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïîä-

ãðóïïó 52 : D12 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó L3(2) : 2. Íî íåò ðàçðåøèìûõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà 35. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðå-
øèìîñòè ýòîé ãðóïïû Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
8. Ãðóïïà G ∼= J3. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 82], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå

ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 19 · 9 è 17 · 8. È íåò ðàçðåøèìûõ ïîäãðóïï
ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà 19 ·17. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè
ýòîé ãðóïïû ïóñò.
9. Ãðóïïà G ∼= J4. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 190], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå

ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû 37 : 12, 43 : 14, 29 : 28, (23 : 11) : 2. Èç ïåðå÷íÿ ìàê-
ñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû
Z(Γsol(G)) = {2}.
10. Ãðóïïà G ∼= HS. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 80], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 11 ·5 è ìàêñèìàëüíóþ ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó
ïîðÿäêà 43·3·7. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïïG ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà
ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû ïóñò.
11. Ãðóïïà G ∼= Suz. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 131], ãðóïïà G èìååò ðàçðåøèìóþ

ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 11 · 10 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó J2 : 2. Êðîìå òîãî, â G
åñòü ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 13·2. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû Z(Γsol(G)) =
{2}.
12. Ãðóïïà G ∼= McL. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 100], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó 11 : 5 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 53 : 3 : 8. Ãðóïïà G
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òàêæå ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 24 : A7. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû ïóñò.
13. Ãðóïïà G ∼= Ru. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 126], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå

ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 29·14 è 13·12. Êðîìå òîãî, ãðóïïàG ñîäåðæèò
ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 211 : L3(2). Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G
ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû Z(Γsol(G)) = {2}.
14. Ãðóïïà G ∼= He. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 104], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû 52 : 4A4 è 73 : (S3×3). Â ãðóïïå G èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
S4(4) : 2, ñîäåðæàùàÿ ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 17 · 8 ([4, ñòð.44]). Èç
ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøè-
ìîñòè ýòîé ãðóïïû Z(Γsol(G)) = {2}.
15. Ãðóïïà G ∼= Ly. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 174], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû 37 : 18 è 67 : 22. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè
ãðóïïû G íå ìîæåò ñîäåðæàòü äðóãèõ âåðøèí, êðîìå âåðøèíû 2. Â ãðóïïå G
èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G2(5). Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
G ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû Z(Γsol(G)) = {2}.
16. Ãðóïïà G ∼= O′N . Ñîãëàñíî [4, ñòð. 132], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 31·15 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó J1, ðàññìîò-
ðåííóþ â ïóíêòå 6. Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè
ãðóïïû G ïóñò.
17. Ãðóïïà G ∼= Co1. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 183], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 72 · 32 · 23 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó (A5 ×
J2) : 2. Ïîýòîìó èìååòñÿ ïîëíûé ïîäãðàô ãðàôà Γsol(G) íà âåðøèíàõ 2, 3,
5, 7. Íàëè÷èå ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû 211 : M24 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðøèíà
23 ñìåæíà ñ âåðøèíàìè 2 è 11. Â ãðóïïå G èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
(A4 × G2(4)) : 2, ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó (A4 × 13) : 2. Ïîýòîìó âåðøèíà 13
ñìåæíà ñ âåðøèíàìè 3 è 2. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, Z(Γsol(G)) = {2}.
18. Ãðóïïà G ∼= Co2. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 154], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ïîäãðóïïóM23, ðàññìîòðåííóþ â ïóíêòå 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ó ãðàôà
ðàçðåøèìîñòè (åñëè îí íå ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç âåðøèíû 11. Ó÷èòû-
âàÿ íàëè÷èå â ãðóïïå G ìàêñìàëüíûõ ïîäãðóïï HS : 2 è McL, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Z(Γsol(G)) äîëæåí ñîäåðæàòü âåðøèíó 2. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, öåíòð
ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
19. Ãðóïïà G ∼= Co3. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 134], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ

ïîäãðóïïóM23, ðàññìîòðåííóþ â ïóíêòå 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ó ãðàôà
ðàçðåøèìîñòè (åñëè îí íå ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç âåðøèíû 11. Ó÷èòû-
âàÿ íàëè÷èå â ãðóïïå G ìàêñìàëüíûõ ïîäãðóïï HS è McL : 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Z(Γsol(G)) äîëæåí ñîäåðæàòü âåðøèíó 2. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð
ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
20. Ãðóïïà G ∼= Fi22. Â ýòîì ñëó÷àå π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13}. Ñîãëàñíî [4,

ñòð. 163], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 210 : M22. Îòñþäà íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ó ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G (åñëè îí íå
ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç âåðøèíû 2. Ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ
ïîäãðóïïó 2F4(2)′, èìåþùóþ ïîäãðóïïó L3(3) : 2. Ïîýòîìó Z(Γsol(G)) = {2}.
21. Ãðóïïà G ∼= Fi23. Òîãäà π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23}. Ñîãëàñíî [4, ñòð.

177], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 211 : M23. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî öåíòð ó ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G (åñëè îí íå ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü
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òîëüêî èç âåðøèíû 2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðóïïå G ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû
2.F i22, çàêëþ÷àåì, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G Z(Γsol(G)) = {2}.
22. Ãðóïïà G ∼= Fi′24. Â ýòîì ñëó÷àå π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29}. Ñî-

ãëàñíî [4, ñòð. 207], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû 2.F i22.2, Fi23 è
29 · 14. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ó ãðàôà ðàçðåøèìîñòè Γsol(G) ìîæåò ñîñòî-
ÿòü ëèøü èç âåðøèíû 2. Èç ïåðå÷íÿ äðóãèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
23. Ãðóïïà G ∼= HN . Òîãäà π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 19}. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 166],

ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó U3(8) : 3, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ
íà 19. Äðóãèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäîêà, äåëÿùåãîñÿ íà 19, â ãðóïïå
G íåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ó ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G (åñëè îí
íå ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç âåðøèíû 3. Òàê êàê ãðóïïà G èìååò ìàê-
ñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 2 ·HS.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî Z(Γsol(G)) äîëæåí ñîäåðæàòü
âåðøèíó 2. Èç ïåðå÷íÿ äðóãèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî
öåíòð ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
24. Ãðóïïà G ∼= Th. Â ýòîì ñëó÷àå π(G) = {2, 3, 5, 7, 13, 19, 31}. Ñîãëàñíî [4,

ñòð. 177], ãðóïïà G èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 31·15. Ó÷èòûâàÿ òàêæå íà-
ëè÷èå ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû L2(19) : 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî Z(Γsol(G)) äîëæåí
ñîäåðæàòü âåðøèíó 3. Îäíàêî èìååòñÿ è ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 25 ·31. Ðàññìîòðåâ
ñïèñîê äðóãèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G, ïîëó÷àåì, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
25. Ãðóïïà G ∼= BM ∼= F2+. Â ýòîì ñëó÷àå π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,

31, 47}. Â [4, ñòð. 217] ïðèâåäåíî ïîëíîå îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ p-ëîêàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïûG. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïàG ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó
47 : 23 è ïîðÿäîê ëþáîé p-ëîêàëüíîé ïîäãðóïïû äëÿ p 6= 47 íå äåëèòñÿ íà 47.
Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî öåíòð ó ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G (åñëè îí
íå ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç âåðøèíû 23. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàïðèìåð,
âñå 17-ëîêàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G èìåþò ïîðÿäîê, äåëÿùèéñÿ òîëüêî íà
ïðîñòûå ÷èñëà 17 è 2. Ïîýòîìó âåðøèíà 23 íå ñìåæíà ñ âåðøèíîé 17. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
26. Ãðóïïà G ∼= M ∼= F1. Â ýòîì ñëó÷àå π(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,

31, 41, 47, 59, 71}. Â [4, ñòð. 234] ïðèâåäåíî îïèñàíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ p-
ëîêàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó
59 : 29 è ïîðÿäîê âñÿêîé p-ëîêàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G äëÿ p 6= 59 íå äå-
ëèòñÿ íà 59. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ó ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû
G (åñëè îí íå ïóñò) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç âåðøèíû 29. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íàïðèìåð, âñå 41-ëîêàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G èìåþò ïîðÿäîê, äåëÿùèéñÿ
òîëüêî íà ïðîñòûå ÷èñëà 41, 5, 2. Ïîýòîìó âåðøèíà 29 íå ñìåæíà ñ âåðøèíîé
41. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.

Ñîãëàñíî [6, ëåììà 1.3] ïåðå÷åíü ÷åòûðåïðèìàðíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ñîñòîèò
èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: (1) A7, A8, A9, A10,M11,M12, J2, L2(16), L2(25), L2(49),
L2(81), L3(4), L3(5), L3(7), L3(8), L3(17), L4(3), S4(4), S4(5), S4(7), S4(9), S6(2),
O+

8 (2), G2(3), U3(4), U3(5), U3(7), U3(8), U3(9), U4(3), U5(2), Sz(8), Sz(32),
3D4(2),2 F4(2)′.
(2) L2(r), ãäå r � ïðîñòîå ÷èñëî, 17 6= r ≥ 11, r2 − 1 = 2a3bsc, s > 3 � ïðîñòîå

÷èñëî, a, b ∈ N è c ðàâíî ëèáî 1, ëèáî 2 ïðè r ∈ {97, 577}.
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(3) L2(2m), ãäå m, 2m − 1 è (2m + 1)/3 � ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå 3.
(4) L2(3m), ãäå m è (3m − 1)/2 íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà, à (3m + 1)/4 ëèáî

ðàâíî ïðîñòîìó ÷èñëó, ëèáî 112 (ïðè m = 5).

Ëåììà 1. Ïóñòü G îäíà èç ãðóïï A7, A8, A9, A10,M11,M12, J2. Åñëè öåíòð
ãðàôà Γsol(G) ñîäåðæèò äâå âåðøèíû, òî G ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ãðóïï: A8, A9, A10 èëè J2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [4] ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(A7)) = ∅ è äëÿ ãðóïï A8, A9,
A10 öåíòð èõ ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì {2, 3}. Äëÿ ãðóïï
M11,M12, J2 äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2. �

Ëåììà 2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ÷åòûðåïðèìàðíàÿ ãðóïïà, èçîìîðô-
íàÿ PSL2(q), ãäå q = pm. Åñëè |Z(Γsol(G))| = 2, òî p = q > 7 � ïðîñòîå ÷èñëî
Ìåðñåííà è (p − 1)/2 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿ. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå p ∈ {31, 127}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåíèÿ î ïîäãðóïïîâîì ñòðîåíèè ãðóïï L2(q) ìîæíî íàé-
òè â [9, òåîðåìà II.8.27]. Èç [6, ëåììà 1.3] ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
(1) q = 2m. Òîãäà G èìååò äâå äèýäðàëüíûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 2(q ± 1) è

ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ïîðÿäêà q. Ïîýòîìó 2 ∈ Z(Γsol(G)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âåðøèíû èç π(q + 1) íå èíöèäåíòíû âåðøèíàì èç π(q − 1). Òàêèì îáðàçîì,
|Z(Γsol(G))| = 1.
(2) q = 3m. Òîãäà â G åñòü ïîäãðóïïà S4 è ïîòîìó âåðøèíà 3 ñìåæíà ñ

âåðøèíîé 2. Òàê êàê G ñîäåðæèò äèýäðàëüíûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêîâ 3m± 1, òî
2 ∈ Z(Γsol(G)). Ïðè ýòîì âåðøèíû èç π(q+ 1) \ {2} íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç
π(q(q − 1)/2). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî |Z(Γsol(G))| = 1.
(3) q = p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, 17 6= p ≥ 11, p2 − 1 = 2a3bsc, s > 3 � ïðîñòîå

÷èñëî, a, b ∈ N è c ðàâíî ëèáî 1, ëèáî 2 ïðè p ∈ {97, 577}. Ïóñòü ñíà÷àëà p ≡ 1
(mod 4), òîãäà 2 ∈ Z(Γsol(G)). Ïðè ýòîì âåðøèíû èç π(q+ 1)\{2} íå ñìåæíû ñ
âåðøèíàìè èç π(q(q−1)/2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |Z(Γsol(G))| = 1. Ïóñòü p ≡ −1
(mod 4). Òîãäà âåðøèíû èç π(p + 1) \ {2} íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç π(p(p −
1)/2). Åñëè p + 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî öåíòð ãðàôà Γsol(G) ïóñò.
Ñëåäîâàòåëüíî, p = 2r − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà. Âñå ïðîñòûå äåëèòåëè
÷èñëà (p−1)/2 ñîäåðæàòñÿ â öåíòðå Γsol(G). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñåë p = 25−1 =
31 è p = 27 − 1 = 127 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî |Z(Γsol(G))| = 2. Ïîêàæåì, ÷òî
ïðè p > 127 ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé (p − 1)/2 íå ìåíüøå 3. Â ñàìîì äåëå,
p = 2r − 1 äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî r > 7. Òàê êàê ïîðÿäîê ïîäãðóïïû Áîðåëÿ
ãðóïïû PSL2(q) ðàâåí p(p− 1)/2 = p · (2r−1 − 1), òî èìåþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿ ÷èñåë 2r−1− 1 è 2(r−1)/2− 1. Äåéñòâèòåëüíî,
èìååòñÿ ïðèìèòèâíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ( äåëèòåëü Æèãìîíäè) s ÷èñëà 2r−1−
1, ïðè÷åì s ≥ (r − 1) + 1 = r è ïðèìèòèâíûé ïðîñòîé äåëèòåëü (äåëèòåëü
Æèãìîíäè) t ÷èñëà 2(r−1)/2 − 1, îòëè÷íûé îò s òàêîé, ÷òî t ≥ (r − 1)/2 + 1 >
(7−1)/2+1 = 4. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî 3 äåëèò 2r−1−1 = (2(r−1)/2−
1)(2(r−1)/2 + 1). Òàêèì îáðàçîì, 2r−1− 1 ïðè r > 7 äåëèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà
òðè ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà.
(4) Ãðóïïà G èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï L2(25), L2(49) èëè L2(81). Ðàñ-

ñóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðåäûäóùèì, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ
Z(Γsol(G)) = {2}.
Ëåììà äîêàçàíà. �
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Ëåììà 3. Ïóñòü G îäíà èç ÷åòûðåïðèìàðíûõ ãðóïï, îòëè÷íûõ îò ãðóïï
L2(q) è ãðóïï, ïðèâåäåííûõ â ñïèñêå ëåììû 1. Åñëè öåíòð ãðàôà Γsol(G) ñî-
äåðæèò äâå âåðøèíû, òî G ∼= S6(2), G2(3),2 F4(2)′ èëè O+

8 (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [6, ëåììà 1.3] íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå
ñëó÷àè.
1. Ãðóïïà G ∼= L3(4). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 23], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû 24 : A5 è L2(7). Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï G ñëåäóåò, ÷òî
öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû ïóñò.
2. ÃðóïïàG ∼= L3(5). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 38], ãðóïïàG ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ

ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó 31 : 3 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó 52 : GL2(5). Èç
ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {3}.
3. ÃðóïïàG ∼= L3(7). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 50], ãðóïïàG ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ

ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó 19 : 3 è ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó L2(7) : 2. Èç ïåðå÷íÿ
ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {3}.
4. Ãðóïïà G ∼= L3(8). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 74], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå

ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû 73 : 3 è 72 : S3. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {3}.
5. Ãðóïïà G ∼= L4(3). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 69], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû 33 : L3(3) è U4(2) : 2. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïïG ñëåäóåò,
÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè ýòîé ãðóïïû ïóñò.
6. Ãðóïïà G ∼= S4(4). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 44], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû L2(16) : 2 è 26 : (3 × A5). Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
7. Ãðóïïà G ∼= S4(5). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 61], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû L2(25) : 22 è S3 × S5. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
8. Ãðóïïà G ∼= S4(7). Èç [7, òàáëèöà 8.12, òàáëèöà 8.13] ñëåäóåò, ÷òî â

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp4(7) èìåþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû 21+4
− .S5 è

GL2(7) : 2. Èç ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Sp4(7) ëåãêî çàêëþ÷èòü,
÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
9. Ãðóïïà G ∼= S4(9). Èç [8, òàáëèöà 8.12, òàáëèöà 8.13] ñëåäóåò, ÷òî â ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp4(9) èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Sp2(81) : 2, ïî-
ýòîìó ãðóïïàG ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó 41 : 4. Ãðóïïà
Sp4(9) òàêæå ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó GL2(9) : 2. Èç ñïèñêà ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Sp4(9) ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2}.
10. Ãðóïïà G ∼= S6(2). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 46], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûå ïîäãðóïïû 26 : L3(2) è S3×S6. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
11. Ãðóïïà G ∼= O+

8 (2). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 85], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-
íóþ ïîäãðóïïó S6(2). Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò,
÷òî Z(Γsol(G)) = {2, 3}.
12. Ãðóïïà G ∼= U3(5). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 34], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûå ïîäãðóïïû A7 è A6
·23. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G

ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðàôà ðàçðåøèìîñòè äàííîé ãðóïïû ïóñò.
13. Ãðóïïà G ∼= U3(8). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 66], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñè-

ìàëüíûå ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû 19 : 3 è 23+6 : 21. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {3}.
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14. Ãðóïïà G ∼= U3(9). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 79], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñè-
ìàëüíûå ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû 73 : 3 è 102 : S3. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {3}.
15. Ãðóïïà G ∼= U4(3). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 52], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûå ïîäãðóïïû A7 è 34 : A6. Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G
ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {3}.
16. Ãðóïïà G ∼= U5(2). Ñîãëàñíî [4, ñòð. 73], ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûå ïîäãðóïïû L2(11) è 24+4 : (3 × A5). Èç ïåðå÷íÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G)) = {5}.
17. Ãðóïïà G ∈ {G2(3), Sz(8), Sz(32), 3D4(2), 2F 4(2)

′
. Ñîãëàñíî [4, ñòð. 61],

ãðóïïà G2(3) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû L2(13), 23 : L3(2) è L2(8) : 3.
Èç ïåðå÷íÿ åå ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ñëåäóåò, ÷òî Z(Γsol(G2(3))) = {2, 3}.
Îñòàëüíûå ãðóïïû áûëè ðàññìîòðåíû â òåîðåìå 1. Ïîðÿäîê öåíòðà ãðóïïû
2F 4(2)

′
ðàâåí 2, öåíòðû îñòàëüíûõ ãðóïï ìåíüøå 2.

Òåîðåìà 3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 1, 2 è 3. �

6. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 3, ãðóïïû S6(2),2 F4(2)′ è Ω+
8 (2) ÿâ-

ëÿþòñÿ êîíòðïðèìåðàìè ê ïðåäïîëîæåíèþ ïåðâîãî àâòîðà î òîì, ÷òî ÷èñëî
âåðøèí â öåíòðå ãðàôà Γsol(G) äëÿ ãðóïïû ëèåâà òèïà íàä ïîëåì GF (q) õà-
ðàêòåðèñòèêè p îãðàíè÷åíî ÷èñëîì q − 1. Âåðîÿòíî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ãðà-
íèöà äëÿ ÷èñëà âåðøèí â öåíòðå ãðàôà ðàçðåøèìîñòè äëÿ ïðîñòîé ãðóïïû
ëèåâà òèïà â òåðìèíàõ ïîëÿ îïðåäåëåíèÿ. Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå
ðåçóëüòàòîâ, äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ýòî òàê.
Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòå Á.Àìáåðãà è Ë.Êàçàðèíà [11] óòâåðæäàåòñÿ ÷òî

÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ts(G) ãðàôà ãðóïïû G = B = F2 ðàâíî 7. Áîëåå âíèìà-
òåëüíîå èçó÷åíèå ïîêàçàëî, ÷òî ts(G) = 6. Ïåðå÷èñëèì âåðøèíû, âõîäÿùèå â
ìàêñèìàëüíóþ ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ âåðøèí ýòîãî ãðàôà: {47, 31, 19, 17, 13, 11}.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÂÈÏ-008 ßðÃÓ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è ÁÐÔÔÈ â ðàìêàõ

íàó÷íîãî ïðîåêòà Ô20Ð-291.
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