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Abstract. We consider the integro-differential equation of hyperbolic
type in the domainD = {(x, t) | 0 < x < l, t > 0} bounded in the variable
x. First, the direct problem is investigated. In this case, we obtain the
necessary conditions for these tasks. By the reflection method, we obtain
an integral equation for u(x, t) . For the direct problem, the inverse
problem of determining the kernel of an integral term of an integro-
differential equation is studied on the basis of the available additional
information about the solution of the direct problem for x = 0. Differen-
tiating three times by t the obtained integral equation with respect to
u(x, t) and using an additional condition, the solution of the inverse
problem reduces to solving a system of integral equations for unknown
functions. The contraction mapping principle is applied to this system
in the space of continuous functions with weighted norms. A theorem on
the global unique solvability is proved. An estimate of the conditional
stability of the solution of the inverse problem is also obtained.
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1. Введение и постановка задачи

Исследование обратных задач определения ядра интегральных операторов
в гиперболических интегро-дифференциальных уравнениях по некоторой ин-
формации о волновом поле играет важную роль при изучении строения и свой-
ства среды.Обратные задачи для интегро-дифференциальных уравнений, это
относительно новое и бурно развивающиеся направление теории обратных за-
дач. В работах [1] − [3] изучены одномерные обратные задачи для интегро-
дифференциальных уравнений гиперболического типа. Коэффициентным об-
ратным задачам посвящены работы [4]− [10]. В работах [11]− [14] и [15]− [17]
исследованы обратные задачи об определении одномерного и многомерного яд-
ра соответственно, уравнения вязкоупругости. В работах [18] − [19] изучены
обратные задачи об определении одномерного ядра для уравнений термовязко-
упругости и электровязкоупругости. Работы [20], [21] посвящены исследованию
обратных задач для интегро-дифференциального уравнения акустики. Обрат-
ные задачи для системы интегро-дифференциальных уравнений рассмотрены
в работах [22], [23]. Во всех этих работах данные прямой задачи представляют
собой сингулярные обобщенные функции.

В данной работе исследуется глобальная разрешимость обратной задачи для
одного интегро-дифференциального уравнения гиперболического типа с рас-
пределенными источниками данных, в ограниченной по переменной x области.

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение

utt − uxx =

∫ t

0

k(α)u(x, t− α) dα, x ∈ (0, l), t > 0 (1.1)

с начальными
u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (1.2)

и граничными условиями

ux|x=0 = ψ(t), ux|x=l = 0, t > 0. (1.3)

Здесь ψ(t)− некоторая заданная, достаточно гладкая функция; l > 0− неко-
торое фиксированное вещественное число. Нахождение функции u(x, t) из урав-
нения (1.1)− (1.3) при известной k(t) называется прямой задачей.

Обратная задача заключается в определении ядра k(t)(t > 0), интегро-
дифференциального уравнения (1.1), если относительно решения задачи (1.1)−
(1.3), известна дополнительная информация

u(0, t) = f(t), t ≥ 0, (1.4)

f(t)− заданная функция.

Определение 1. Функция k(t) ∈ C[0,∞) (из класса непрерывных функций)
называется решением обратной задачи (1.1) − (1.4), если соответствующее
ей решение прямой задачи (1.1)− (1.3), удовлетворяет условию (1.4).

2. Исследование прямой задачи

Сначала займемся исследованием прямой задачи (1.1)− (1.3), т.е. предпола-
гаем функцию k(t) известной. Рассмотрим эту задачу в области D = {(x, t) :
0 < x < l, t > 0}, состоящей из объединения областей D1 и D2, D = D1 ∪D2 :

D1 = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < x}
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D2 = {(x, t) : 0 < x < l, x < t < 2l − x}
Лемма 1. Решение уравнения (1.1) при заданных начальных (1.2) и гранич-

ных (1.3) условиях тождественно равняется нулю в области D1

u(x, t) ≡ 0,

в области D2 удовлетворяет следующему интегральному уравнению

u(x, t) = −ϕ(t− x)−
∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k(α)u(ξ,−ξ + τ − α)dαdξdτ−

−
∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

∫ −2ξ+2τ−t+x

0

k(α)u(ξ,−ξ + 2τ − t+ x− α)dαdξdτ, (2.1)

где ϕ(t) =
∫ t

0
ψ(τ)dτ.

Доказательство леммы 1. В области D0 ⊂ D1 по формуле Даламбера по-
лучим интегральное уравнениe

u(x, t) =
1

2

∫∫
∆(x,t)

∫ τ

0

k(α)u(ξ, τ − α)dαdξdτ,

где ∆(x, t) = {(x, t) : x− t+ τ ≤ ξ ≤ x+ t− τ, 0 ≤ τ ≤ t}, а
D0 = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < l

2 − |x−
l
2 |}.

Полученное уравнение является однородным уравнением вольтерровского
типа. Как известно, однородное интегральное уравнение вольтерровского типа
второго рода имеет только нулевое решение.

Поэтому u(x, t) ≡ 0, в области D0.

Переходим в область D1\D0. Волновой оператор ( ∂
2

∂t2 −
∂2

∂x2 ) записываем в
виде ( ∂∂t + ∂

∂x )( ∂∂t −
∂
∂x ) и интегрируем равенство (1.1) вдоль характеристики

dx/dt = 1, от точки (x− t, 0) до точки (x, t) :

(ut − ux)(x, t)− (ut − ux)(x− t, 0) =

∫ t

0

∫ τ

0

k(τ − α)u(τ − t+ x, α)dαdτ,

где (x, t)− любая точка, принадлежащая в D1\D0.
Если использовать данные (1.2), последнее соотношение приобретает вид:

(ut − ux)|x=l =

∫ t

t
2

∫ τ

0

k(τ − α)u(τ − t+ l, α)dαdτ, t ∈ (0, l).

Отсюда с учетом граничного условия (1.3) при x = l, находим

u(l, t) =

∫ t

0

∫ τ

τ
2

∫ τ1

0

k(τ1 − α)u(τ1 − τ + l, α)dαdτ1dτ.

Сделаем замену переменных τ1 на ξ по формуле τ1−τ+l = ξ. Таким образом,
мы получим окончательный вид интегрального уравнения для u(l, t) :

u(l, t) =

∫ t

0

∫ l

l− τ2

∫ τ−l+ξ

0

k(τ − l + ξ − α)u(ξ, α)dαdξdτ. (2.2)

Теперь возвращаемся к уравнению (1.1) и интегрируем его вдоль характе-
ристики dx/dt = 1, от точки (x− t, 0) до точки (x, t),

(
∂

∂t
− ∂

∂x
)u(x, t) =

∫ x

l+x−t
2

∫ ξ+t−x

0

k(ξ + t− x− α)u(ξ, α)dαdξ.
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Для получения интегрального уравнения относительно u(x, t) в областиD1\D0,
интегрируем последнее равенство вдоль характеристики dx/dt = −1, от точки
(x, t) до точки (l, t+ x− l) и воспользуемся формулой (2.2)

u(x, t) =

∫ t+x−l

0

∫ l

l− τ2

∫ ξ+τ−l

0

k(ξ + τ − l − α)u(ξ, α)dαdξdτ+

∫ t

t+x−l

∫ −τ+x+t

l+x−t−2τ
2

∫ ξ+2τ−x−t

0

k(ξ+2τ−x−t−α)u(ξ, α)dαdξdτ, (x, t) ∈ D1\D0.

Вновь полученное уравнение тоже является однородным уравнением воль-
терровского типа. Следовательно,

u(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D1\D0.

Переходим в область

D2 = {(x, t) : 0 < x < l, x < t < 2l − x}.

В области D2, интегрируя уравнение (1.1) вдоль характеристики dx/dt = −1
получим равенство

(ut + ux)(0, t) = −
∫ t

2

0

∫ −2ξ+t

0

k(α)u(ξ,−ξ + t− α)dαdξ.

С учетом граничного условия (1.1) из этого равенство получим

u(0, t) = −ϕ(t)−
∫ t

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k(α)u(ξ,−ξ + τ − α)dαdξdτ.

Далее, используя этот результат, интегрированием уравнения (1.1), при усло-
виях (1.2), (1.3) по характеристикам dx/dt = −1 и dx/dt = 1 получим уравнение
(2.1) в области D2.

�
Следующей нашей задачей является получение интегрального уравнения

относительно неизвестной функции k(t), при этом u(x, t) тоже является неиз-
вестной функцией. Имеется лишь дополнительная информация (1.4) о функ-
ции u(x, t).

Лемма 2. Решение обратной задачи (1.1)− (1.4) в области D2 удовлетво-
ряет следующему интегральному уравнению

k(t) =
2

c1
(f (4)(t) + ψ(3)(t))−

−2c2
c1

∫ t
2

0

k(t− 2ξ)dξ − 2

c1

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

k(α)uttt(ξ,−ξ + t− α)dαdξ, (2.3)

где c2 := f ′′(0) = −ϕ′′(0) = −ψ′(0).
Доказательство леммы 2. В уравнении (2.1) положим x = 0 и воспользу-

емся условием (1.4) :

f(t) = u(0, t) = −ϕ(t)−
∫ t

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k(α)u(ξ,−ξ + τ − α)dαdξdτ. (2.4)

Заметим, прежде всего, что

f(0) = −ϕ(0) = 0.
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Дифференцируя по t уравнение (2.4) получим

f ′(t) = −ψ(t)−
∫ t

2

0

∫ t−2ξ

0

k(α)u(ξ,−ξ + t− α)dαdξ.

Отсюда следует,
f ′(0) = −ϕ′(0) = −ψ(0) =: c1.

Дифференцируя ещё три раза по t уравнение (2.4) и разрешая полученное
уравнение относительно k(t) приходим к уравнению (2.3).

�

3. Теорема о разрешимости обратной задачи

Теорема 1. Пусть выполнены условия ψ(t) ∈ C3(0, 2l), f(t) ∈ C4(0, 2l),
f(0) = 0, f ′(0) = c1, f

′′(0) = c2, тогда для любого l > 0, решение обратной
задачи (1.1)− (1.4) существует, единственно и k(t) ∈ C(0, 2l).

Сначала заменим переменную интегрирования τ на β по формуле t− τ = β
во внешнем интеграле последнего слагаемого в (2.1). Далее, дифференцируя
его три раза по переменной t последовательно, получим

ut(x, t) = −ψ(t− x)−
∫ t−x

2

0

∫ t−x−2ξ

0

k(α)u(ξ,−ξ + t− x− α)dαdξ−

∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

k(α)ut(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)dαdξdβ, (3.1)

utt(x, t) = −ψ′(t− x)−
∫ t−x

2

0

∫ t−x−2ξ

0

k(α)ut(ξ,−ξ + t− x− α)dαdξ+

+c1

∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β
k(−2ξ + t− 2β + x)dξdβ−∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

k(α)utt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)dαdξdβ. (3.2)

uttt(x, t) = −ψ′′(t−x)+
c1
2
k(t−x)x−

∫ t−x
2

0

∫ t−x−2ξ

0

k(α)utt(ξ,−ξ+t−x−α)dαdξ+

+c1

∫ t−x
2

0

k(t− x− 2ξ)dξ −+c2

∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β
k(−2ξ + t− 2β + x)dξdβ−

−
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

k(α)uttt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)dαdξdβ. (3.3)

Так как уравнения (2.1), (3.1), (3.2), (3.3) и (2.3) определяют в ∆ замкнутую
систему интегральных уравнений, относительно пяти неизвестных функций
u(x, t), ut(x, t), utt(x, t), uttt(x, t), k(t), эту систему можно представить в виде
операторного уравнения

Ag = g, (3.4)

в котором

g = {g1, g2, g3, g4, g5} = {u(x, t), ut(x, t), utt(x, t), uttt(x, t)−
c1
2
k(t− x)x, k(t)},
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a оператор A определен на множестве функций g ∈ C[D2] и в соответствии
с равенствами (2.1), (3.1), (3.2), (3.3) и (2.3) имеет вид A = (A1, A2, A3, A4, A5),
где

A1g = g01 −
∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

g5(α)g1(ξ, x− ξ + τ − α)dαdξdτ

−
∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

∫ −2ξ+2τ−t+x

0

g5(α)g1(ξ,−ξ + 2τ − t+ x− α)dαdξdτ, (3.5)

A2g = g02 −
∫ t−x

2

0

∫ t−x−2ξ

0

g5(α)g1(ξ,−ξ + t− x− α)dαdξ−∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

g5(α)g2(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)dαdξdβ, (3.6)

A3g = g03 −
∫ t−x

2

0

∫ t−x−2ξ

0

g5(α)g2(ξ,−ξ + t− x− α)dαdξ+

+c1

∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β
g5(−2ξ + t− 2β + x)dξdβ−

∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

g5(α)g3(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)dαdξdβ. (3.7)

A4g = g04 + c1

∫ t−x
2

0

g5(t− x− 2ξ)dξ + c2

∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β
g5(−2ξ + t− 2β + x)dξdτ−

−
∫ t−x

2

0

∫ t−x−2ξ

0

g5(α)g3(ξ,−ξ + t− x− α)dαdξ−

−
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

g5(α)

[
g4(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)−

−c1
2
g5(−2ξ + t− 2β − α)ξ

]
dαdξdβ. (3.8)

A5g = g05 −
2c2
c1

∫ t
2

0

g5(t− 2ξ)dξ−

− 2

c1

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

g5(α)

[
g4(ξ,−ξ + t− α)− c1

2
g5(−2ξ + t− α)ξ

]
dαdξ. (3.9)

Пусть
g0(x, t) = (g01, g02, g03, g04, g05),

где

g01 = −ϕ(t− x), g02 = −ψ(t− x), g03 = −ψ′(t− x), g04 = −ψ′′(t− x),

g05 =
2

c1
(f ′′′′(t) + ψ′′′(t)).

Как в работе [21] обозначим через Cσ банахово пространство непрерывных
функций, порожденных семейством весовых норм

||g||σ = max{ sup
(x,t)∈D2

|gi(x, t)e−σt|, i = 1, 4, sup
t∈[0,2l]

|g5(t)e−σt|}, σ ≥ 0.
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Очевидно, что при σ = 0 данное пространство совпадает с пространством
непрерывных функций с обычной нормой. Эту норму будем обозначать далее
‖g‖. В силу неравенства

e−σt‖g‖ ≤ ‖g‖σ ≤ ‖g‖,

нормы ‖g‖σ и ‖g‖ эквивалентны для любого фиксированного l ∈ (0,∞). Число
σ выберем позже. Пусть Qσ(g0, ‖g0‖) := {g : ‖g−g0‖ ≤ ‖g0‖} - шар радиуса ‖g0‖
с центром в точке g0 некоторого весового пространства Cσ(σ ≥ 0), в котором

‖g0‖ = max(‖g01‖, ‖g02‖, ‖g03‖, ‖g04‖, ‖g05‖).

Нетрудно заметить, что для Qσ(g0, ‖g0‖) имеет место оценка

‖g‖σ ≤ ‖g0‖σ + ‖g0‖ ≤ 2‖g0‖.

Пусть g(x, t) ∈ Qσ(g0, ‖g0‖). Покажем, что при подходящем выборе σ > 0
оператор A переводит шар в шар, т.е. A ∈ Qσ(g0, ‖g0‖) . Напомним, что опера-
тор называется сжимающим на множестве B(g0), если выполнены следующие
два условия:
1) если g ∈ B(g0), то Ag ∈ B(g0),
2) если g1, g2 любые два элемента B(g0), то ||Ag1−Ag2|| ≤ ρ||g1−g2|| в котором
ρ < 1.

Сначала проверим выполнение первого из этих условий. Для (x, t) ∈ D2

имеют место оценки

‖A1g − g01‖ = sup
(x,t)∈D2

|(A1g − g01)e−σt| =

sup
(x,t)∈D2

∣∣∣∣∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

g3(α)e−σαg1(ξ, x−ξ+τ−α)e−σ(−ξ+x+τ−α)e−σ(ξ+t−τ)dαdξdτ+

+

∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

∫ −2ξ+2τ−t+x

0

g3(α)e−σαg1(ξ,−ξ + 2τ − t+ x− α)×

×e−σ(−ξ+x+2τ−t−α)e−σ(ξ+t−2τ)dαdξdτ

∣∣∣∣≤ 20

σ
‖g0‖2l2 =:

‖g0‖
σ

α1,

‖A2g − g02‖ = sup
(x,t)∈D2

|(A2ϕ− ϕ02)e−σt| ≤
[
4‖g0‖(1 + l)l)

]
‖g0‖
σ

:=
‖g0‖
σ

α2.

‖A3g − g03‖ = sup
(x,t)∈D2

|(A2ϕ− ϕ02)e−σt| ≤
[
‖g0‖(4 + 8l) + c1

]
l
‖g0‖
σ

:=
‖g0‖
σ

α3.

‖A4g−g04‖ = sup
(x,t)∈D2

|(A2ϕ−ϕ02)e−σt| ≤
[
c1+c2l+2‖g0‖(4+4l+c1l

2)l)

]
‖g0‖
σ

:=
‖g0‖
σ

α4.

|A5g − g05| = sup
t∈[0,2l]

|(A2ϕ− ϕ02)e−σt| ≤ 2

c1

[
c2 + 2l‖g0‖(4 + lc1)

]
‖g0‖
σ

=:
‖g0‖
σ

α5,

Выбирая
σ ≥ α0 := max(α1, α2, α3, α4, α5)

получим, что A переводит шар Qσ(g0, ‖g0‖) в шар Qσ(g0, ‖g0‖).
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Теперь проверим выполнение второго условия. Пусть gk := (gk1 , g
k
2 , g

k
3 , g

k
4 , g

k
5 )

и gk ∈ B(g0), k = 1, 2. Используя очевидное неравенство

|g1
kg

1
s − g2

kg
2
s |e−σt ≤ |g1

k − g2
k||g1

s |e−σt + |g2
k||g1

s − g2
s |e−σt

получим

||(Ag1 −Ag2)1||σ = sup
(x,t)∈D2

|(Ag1 −Ag2)1e
−σt| ≤

≤ 20||g0||l2
||g1 − g2||σ

σ
=: β1

||g1 − g2||σ
σ

,

||(Ag1 −Ag2)2||σ = sup
(x,t)∈D2

|(Ag1 −Ag2)2e
−σt| ≤

≤
[
8‖g0‖(1 + l)l)

]
||g1 − g2||σ

σ
=: β2

||g1 − g2||σ
σ

,

||(Ag1 −Ag2)3||σ = sup
(x,t)∈D2

|(Ag1 −Ag2)3e
−σt| ≤

≤
[
2‖g0‖(4 + 8l) + c1

]
l
||g1 − g2||σ

σ
=: β3

||g1 − g2||σ
σ

,

||(Ag1 −Ag2)4||σ = sup
(x,t)∈D2

|(Ag1 −Ag2)4e
−σt| ≤

≤
[
c1 + c2l + 2‖g0‖(4 + 4l + c1l

2)l)

]
||g1 − g2||σ

σ
=: β4

||g1 − g2||σ
σ

,

||(Ag1 −Ag2)5||σ = sup
t∈[0,2l]

|(Ag1 −Ag2)5e
−σt| ≤

≤ 2

c1

[
c2 + 4l‖g0‖(4 + lc1)

]
||g1 − g2||σ

σ
=: β5

||g1 − g2||σ
σ

.

Следовательно, ||Ag1−Ag2|| ≤ ρ||g1−g2||, если l > 0 удовлетворяет условию

βi ≤ ρ < 1, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Пусть β0 := max(β1, β2, β3, β4, β5). Как следует из полученных оценок если
число σ выбрать из условия σ > max(α0, β0), то оператор A является сжимаю-
щим на Qσ(g0, ‖g0‖). Тогда, согласно принципу Банаха, уравнение (3.4) имеет и
притом единственное решение в Qσ(g0, ‖g0‖) при любом фиксированном l > 0.
[25]. Теорема 1 доказана.

�

4. Оценка устойчивости решения обратной задачи

Пусть K(k0) множество функций k(t) ∈ C[0, 2l], удовлетворяющих при неко-
тором l > 0 условию

‖k‖C[0,2l] 6 k0

с постоянной k0 > 0.
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Теорема 2. Пусть k1(t) ∈ K(k0), k2(t) ∈ K(k0)− два решения обратной за-
дачи (1.1) − (1.4) с данными f1 и f2 соответственно. Тогда найдется такое
положительное число C = C(k0, l), что выполняется неравенство

||k1(t)− k2(t)||C[0,2l] 6 C||f1 − f2||C4[0,2l]. (4.1)

Функцию u(x, t) будем искать в виде функционального ряда

u(x, t) =

∞∑
n=0

un(x, t), (4.2)

где u0(x, t) = −ϕ(t−x), а функции un(x, t) при n ≥ 1 определим рекуррентными
формулами

un(x, t) = −
∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k(α)un−1(ξ,−ξ + τ − α)dαdξdτ−

∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

∫ −2ξ+2τ−t+x

0

k(α)un−1(ξ,−ξ + 2τ − t+ x− α)dαdξdτ.

Так как ϕ(t) ограниченная функция, то |u0(x, t)| ≤ Φ. Здесь Φ− некоторое
конечное вещественное чиcло. Отсюда следует, что

|u1(x, t)| ≤ Φ

∣∣∣∣∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

k(α)dαdξdτ+

∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

∫ −2ξ+2τ−t+x

0

k(α)dαdξdτ

∣∣∣∣.
Из условия k(t) ∈ C[0, 2l] следует, что un(x, t) являются непрерывными функ-
циями в области D2 вместе с первыми и вторыми производными по x и t для
всех n ≥ 1. Тогда для (x, t) ∈ D2 имеем, что

|u1(x, t)| 6 k0Φl

3
t2,

|u2(x, t)| 6 (
k0Φl

3
)2 t4

1 · 3
,

|u3(x, t)| 6 (
k0Φl

3
)3 t6

1 · 3 · 5
.

Продолжая подобные вычисления, методом математической индукции най-
дем, что

|un(x, t)| 6 (
k0Φl

3
)n

t2n

(2n− 1)!!
6

1

(2n− 1)!!
(
k0Φl3

3
)n.

Поэтому ряд в (4.2) сходится равномерно и его сумма является непрерывной
функцией в D2. Более того, имеет место оценка

|u(x, t)| 6
∞∑
n=0

|un(x, t)| 6
∞∑
n=0

1

(2n− 1)!!
(
k0Φl3

3
)n =: µ01. (4.3)

Аналогичным образом можно получить оценки: |ut(x, t)| ≤ µ02, |utt(x, t)| ≤ µ03,
|uttt(x, t)| ≤ µ04. Обозначим µ0 := max(µ01, µ02, µ03, µ04).

Пусть u1, u2 два решения задачи (1.1) − (1.3) соответствующие функциям
k1, k2, и в дальнейшим будем обозначать как в работе [26], разность двух функ-
ций, наименование которых отличается только цифрой сверху той же самой
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буквой со знаком ∼ . Например ũ = u1 − u2, k̃ = k1 − k2 и т.д. Тогда из урав-
нений (2.1), (3.1), (3.2), (3.3) и (2.3) нетрудно получить следующую систему

ũ(x, t) = −
∫ t−x

0

∫ τ
2

0

∫ τ−2ξ

0

[k1(α)ũ(ξ,−ξ+τ−α)+k̃(α)u2(ξ,−ξ+τ−α)] dαdξdτ−

∫ t

t−x

∫ 2τ−t+x
2

τ−t+x

∫ −2ξ+2τ−t+x

0

[k1(α)ũ(ξ,−ξ + 2τ − t+ x− α)+

+k̃(α)u2(ξ,−ξ + 2τ − t+ x− α)] dαdξdτ. (4.4)

ũt(x, t) = −
∫ t−x

2

0

∫ t−x−ξ

0

[k1(α)ũ(ξ,−ξ + τ − α) + k̃(α)u2(ξ,−ξ + τ − α)] dαdξ−

−
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

[k1(α)ũt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)+

+k̃(α)u2
t (ξ,−ξ + t− 2β + x− α)] dαdξdβ. (4.5)

ũtt(x, t) = −
∫ t−x

2

0

∫ t−x−ξ

0

[k1(α)ũt(ξ,−ξ + τ − α) + k̃(α)u2
t (ξ,−ξ + τ − α)] dαdξ−

−c1
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β
k̃(−2ξ + t− 2β + x)dξdβ−

−
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

[k1(α)ũtt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)+

+k̃(α)u2
tt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)] dαdξdβ. (4.6)

ũttt(x, t) =
c1
2
k̃(t−x)x−c1

∫ t−x
2

0

k̃(t−x−2ξ)dξ−c2
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β
k̃(−2ξ+t−2β+x)dξdβ−

−
∫ t−x

2

0

∫ t−x−ξ

0

[k1(α)ũtt(ξ,−ξ + τ − α) + k̃(α)u2
tt(ξ,−ξ + τ − α)] dαdξ−

−
∫ x

0

∫ t−2β+x
2

x−β

∫ −2ξ+t−2β+x

0

[k1(α)ũttt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)+

+k̃(α)u2
ttt(ξ,−ξ + t− 2β + x− α)] dαdξdβ. (4.7)

k̃(t) = −f̃ ′′′′(t)− 2c2
c1

∫ t
2

0

k̃(t− 2ξ)dξ − 2

c1

∫ t
2

0

∫ t−2ξ

0

[k1(α)ũttt(ξ,−ξ + τ − α)+

+k̃(α)u2
ttt(ξ,−ξ + τ − α)]dαdξ. (4.8)

Пусть

η(t) = max[ max
06x6l

|ũ(x, t)|, max
06x6l

|ũt(x, t)|, max
06x6l

|ũtt(x, t)|, max
06x6l

|ũttt(x, t)|, |k̃(t)|], t ∈ [0, 2l].

Используя уравнения (4.4)− (4.8), находим

|ũ(x, t)| 6 2(µ0 + k0)l2
∫ t

0

η(α) dα,
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|ũt(x, t)| 6 (µ0 + k0)(l + l2)

∫ t

0

η(α) dα,

|ũtt(x, t)| 6 (c1l + (µ0 + k0)(l + l2)

∫ t

0

η(α) dα,

|ũttt(x, t)| 6
lc1
2
‖f̃(t)‖C4[0,2l] +

(
c1 + 2c2l + (µ0 + k0)(l + 2l2)

)∫ t

0

η(α) dα,

|k̃(t)| 6 ‖f̃(t)‖C4[0,2l] +

(
2c2
c1
l +

2

c1
(k0 + µ0)l

)∫ t

0

η(α) dα.

При оценивании |ũttt(x, t)| использована оценка |k̃(t)|. Из этих соотношений
следует, что η(t) удовлетворяет интегральному неравенству

|η(t)| 6 γ‖f̃(t)‖C4[0,2l] + µ1

∫ t

0

η(α) dα,

в котором µ1 := max{2(µ0 + k0)l2, (µ0 + k0)(l+ l2), (c1l+ (µ0 + k0)(l+ l2), c1 +
2c2l + (µ0 + k0)(l + 2l2), 2c2

c1
l + 2

c1
(k0 + µ0)l} и γ = max{1, lc12 }. Используя нера-

венство Гронуолла, получаем оценку

|η(t)| 6 γ‖f̃(t)‖C4[0,T ]) exp(µ1t) t ∈ (0, 2l).

Если в последнем неравенстве обозначить γ exp(µ1t) =: C, то получим нера-
венство (4.1).

Теорема 2 доказана.
�
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