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À.È. ÊÎÆÀÍÎÂ

Abstract. The aim of the paper is to study solvability in Sobolev spaces
initial�boundary value problems for di�erential equations

utt − ϕ(t)Au+ c(x, t)u = f(x, t)

in which A is an elliptic operator acting in the spatial variables x1,. . . ,xn

and ϕ(t) is a non-negative function on the segment [0, T ]. Existence
theorems of regular solutions are proven. Some generalizations of the
results are also described.

Keywords: hyperbolic equations, degeneration, initial - boundary value
problems, regular solutions, existence.

1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè â êëàññàõ ðå-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ âûðîæäàþùèõñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿ,
èìåþùèå âñå íåîáõîäèìûå â çàäà÷å îáîáùåííûå ïî Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå).

Âûðîæäàþùèåñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè.
Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1]�[11], ìîíîãðàôèè [12], [13]
è èìåþùóþñÿ â íèõ áèáëèîãðàôèþ, ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ è áëèçêèõ ê íèì îáëàñòÿõ. Çàìåòèì, ÷òî çà÷àñòóþ èçó÷åíèå òåõ èëè
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èíûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáúÿñíÿåòñÿ èõ
âàæíîñòüþ äëÿ òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, ñì. ìîíîãðàôèè [14]�[19].

Òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ òàêæå ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî ðàáîòû [20]�[23], â êîòîðûõ èçó÷àëàñü ðàçðåøèìîñòü
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñ âûðîæäåíèåì; èñïîëüçóåìàÿ â ýòèõ ðàáîòàõ òåõíèêà îñíîâàíà íà èäåÿõ,
ñâÿçàííûõ ñ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ.

Áîëåå îáùèå ñëó÷àè âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (à òàêæå
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà) â öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
[24]�[29]. Áîëåå òî÷íî, â ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àëèñü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ âûðîæäåíèåì êåëäûøåâñêîãî òèïà ([30]; ñì. òàêæå [12]), è ïðè ýòîì ñàìî
âûðîæäåíèå ìîãëî ïðîèñõîäèòü êàê â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ âðåìåííîãî ïðîìå-
æóòêà, òàê è íà ìíîæåñòâàõ íåíóëåâîé ìåðû. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé
ñòàâèëèñü êðàåâûå çàäà÷è êàê îáû÷íûå, òàê è âèäîèçìåíåííûå � ñ îñâîáîæ-
äåíèåì íà÷àëüíûõ ìíîãîîáðàçèé îò çàäàíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, è äîêà-
çûâàëèñü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò èçó÷àòüñÿ âûðîæäàþùèåñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ, õàðàêòåð âûðîæäåíèÿ â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ â óðàâíå-
íèè Òðèêîìè (ñì. [12]), è ïðè ýòîì ñàìî âûðîæäåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü â
ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà. Äëÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé áó-
äóò äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé
åñòåñòâåííûõ (äëÿ íåâûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé) íà÷àëüíî�
êðàåâûõ çàäà÷. Ðàíåå ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû èçâåñòíû íå áûëè.

Âñþäó â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp, Ñî-
áîëåâà W l

p, à òàêæå ïðîñòðàíñòâà Lp(0, T ;X). Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [31], [32].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé (äëÿ ïðî-
ñòîòû � áåñêîíå÷íî�äèôôåðåíöèðóåìîé) ãðàíèöåé Γ, Q åñòü öèëèíäð Ω×(0, T )
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, t êîíå÷íîé âûñîòû T . Äàëåå, ïóñòü ϕ(t), c(x, t) è f(x, t)
åñòü çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], L åñòü äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé ôóíêöèè v(x, t) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì

Lv = vtt − ϕ(t)∆v + c(x, t)v

(∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn).
Êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ

Lu = f(x, t) (1)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, t)|Γ×(0,T )0, (2)

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Ω. (3)

Äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ïåðâóþ íà÷àëüíî�êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Èìåííî äëÿ ýòîé çàäà÷è áóäóò äîêàçàíû òåîðåìû



ÍÀ×ÀËÜÍÎ�ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÈÕÑß 45

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Äëÿ âòîðîé è òðåòüåé
íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ (â åñòåñòâåííûõ ïîñòàíîâêàõ) íåòðóäíî áóäåò ïîëó-
÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû îá èõ ðàçðåøèìîñòè â êëàññàõ ðåãóëÿðíûõ ðå-
øåíèé; ââèäó î÷åâèäíîñòè îáñóæäàòü ýòè çàäà÷è ìû íå áóäåì.

3. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû áóäåò ïðîâåäåíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå ñ
ïîìîùüþ òðåõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

I. ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T ], ϕ(0) = 0;
II. c(x, t) ∈ C1(Q), ∃ δ∗ ∈ (0, T ]: c(x, t) ≥ 0, ct(x, t) ≤ 0 ïðè x ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ δ∗;
III. ϕ−

1
2 (t)f(x, t) ∈ L2(0, T ;

◦
W 1

2(Ω)).
Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω)), utt(x, t) ∈ L2(Q).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè.
Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕε(t) ôóíêöèþ ϕ(t) + ε, ÷åðåç

Lε � îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé ôóíêöèè v(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

Lεv = vtt − ϕε(t)∆v + c(x, t)v − ε∆vt.
Êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè (2) è (3) äëÿ óðàâíåíèÿ

Lεu = f(x, t) (1ε)

èìååò ðåøåíèå uε(x, t) òàêîå, ÷òî uε(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2(Ω)), uεt (x, t) ∈
L2(0, T ;W 2

2 (Ω) ∩
◦
W 1

2(Ω)), uεtt(x, t) ∈ L2(Q) � ñì. [33]�[35]. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
ñåìåéñòâà {uε(x, t)}ε>0 èìåþò ìåñòî ðàâíîìåðíûå ïî ε àïðèîðíûå îöåíêè.

Èíäåêñ "ε" ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê îïóñòèì.
Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ I ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t∗ òàêîå, ÷òî t∗ ≤ δ∗,

ϕ′(t) ≥ 0 ïðè t ∈ [0, t∗].
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

t∫
0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
Lεuuτ dx dτ =

t∫
0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
fuτ dx dτ

âíà÷àëå ïðè t ∈ [0, t∗]. Ýòî ðàâåíñòâî íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

1

2ϕε(t)

∫
Ω

u2
t (x, t) dx+

1

2

t∫
0

∫
Ω

ϕ′

ϕ2
ε

u2
τ dx dτ +

1

2

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xi

(x, t) dx+

+
1

2

t∫
0

∫
Ω

cϕ′ − cτϕε
ϕ2
ε

u2 dx dτ +
1

2

∫
Ω

c(x, t)

ϕε(t)
u2(x, t) dx+

+ε

n∑
i=1

t∫
0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
u2
xiτ dx dτ =

=

t∫
0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
fuτ dx dτ.
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Óñëîâèÿ I è II îçíà÷àþò, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íåîòðè-
öàòåëüíû. Ïðèìåíèâ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Þíãà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå III
è äàëåå èñïîëüçóÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé
çàäà÷è (1ε), (2), (3) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

1

ϕε(t)

∫
Ω

u2
t (x, t) dx+

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xi

(x, t) dx+

+ε

n∑
i=1

t∫
0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
u2
xiτ dx dτ ≤ N1 (4)

ñ ïîñòîÿííîé N1, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè ϕ(t) è f(x, t), à òàêæå
÷èñëîì T .

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

−
t∫

0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
Lεu∆uτ dx dτ = −

t∫
0

∫
Ω

1

ϕε(τ)
f∆uτ dx dτ

(âíîâü ïðè t ∈ [0, t∗). Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçîâàíèÿ óñëî-
âèé I�III, ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Þíãà è ëåììû Ãðîíóîëëà ïîëó÷èì, ÷òî ïðè
t ∈ [0, t∗] äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (2), (3) âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ
àïðèîðíàÿ îöåíêà

1

ϕε(t)

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xit(x, t) dx+

∫
Ω

[∆u(x, t)]2 dx+

+ε

t∫
0

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ ≤ N2, (5)

ïîñòîÿííàÿN2 â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè ϕ(t), c(x, t) è f(x, t), à òàêæå
÷èñëîì T .

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [t∗, T ]. Àíàëèçèðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî

t∫
0

∫
Ω

Lεuuτ dx dτ =

t∫
0

∫
Ω

fuτ dx dτ,

−
t∫

0

∫
Ω

Lεu∆uτ dx dτ = −
t∫

0

∫
Ω

f∆uτ dx dτ,

t∫
0

∫
Ω

Lεuuττ dx dτ =

t∫
0

∫
Ω

fuττ dx dτ

� èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè ϕ(t) íà îòðåçêå
[t∗, T ], ó÷èòûâàÿ îöåíêè (4) è (5) è ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì, ÷òî
äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (2), (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫

Ω

u2
t (x, t) dx+

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xi

(x, t) dx+

∫
Ω

[∆u(x, t)]2 dx+
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+

t∫
0

∫
Ω

u2
ττ dx dτ + ε

t∫
0

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ ≤ N3, (6)

ïîñòîÿííàÿN3 â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè ϕ(t), c(x, t) è f(x, t), à òàêæå
÷èñëîì T .

Îöåíêè (6) óæå âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â óðàâíåíèè (1ε).
Ïóñòü {εm}∞m=1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ

ê íóëþ, um(x, t) åñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1εm), (2), (3). Èç îöåíêè (6) è
èç ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {mk}∞k=1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, {umk

(x, t)}∞k=1 ðåøåíèé
êðàåâûõ çàäà÷ (1εmk

), (2), (3), à òàêæå ôóíêöèÿ u(x, t) òàêèå, ÷òî ïðè k → ∞
èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

umk
(x, t)→ u(x, t) ñëàáî â W 2

2 (Q),

εmk
∆umkt(x, t)→ 0 ñëàáî â L2(Q).

Èç ýòèõ ñõîäèìîñòåé î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
u(x, t) áóäåò ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3). Ïîñêîëüêó îöåíêà (6) ñ ε = 0
äëÿ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè u(x, t) ñîõðàíèòñÿ, òî ôóíêöèÿ u(x, t) áóäåò ïðèíàä-
ëåæàòü òðåáóåìîìó êëàññó.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

IV . ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ [0, T ), ϕ(T ) = 0;
V . c(x, t) ∈ C2(Q), ∃ δ∗ ∈ [0, T ): c(x, t) ≥ 0, ct(x, t) ≤ 0 ïðè x ∈ Ω, δ∗ ≤ t ≤ T ;
V I. f(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2

2 (Ω) ∩
◦
W 1

2(Ω)).
Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2(Ω)), ut(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2(Ω)), utt(x, t) ∈
L2(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïóñòü ε åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, L̃ε åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð,
äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé ôóíêöèè v(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L̃εv = Lv + ε∆2vt.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå
Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L̃εu = f(x, t) (1̃ε)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2) è (3), à òàêæå óñëîâèå

∆u(x, t)|Γ×(0,T ) = 0. (7)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε è ïðè ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f(x, t) ïðîñòðàíñòâó
L2(Q) ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå uε(x, t) òàêîå, ÷òî
uε(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 4

2 (Ω)), uεt (x, t) ∈ L2(0, T ;W 4
2 (Ω)), uεtt(x, t) ∈ L2(Q) � ñì. [33]

(íåòðóäíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî ðåøåíèÿ è íåïîñðåäñòâåííî �
ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ âûáîðîì ñïåöèàëüíîãî áàçèñà
[36]). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà {uε(x, t)}ε>0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé IV�
VI èìåþò ìåñòî ðàâíîìåðíûå ïî ε àïðèîðíûå îöåíêè.

Èíäåêñ "ε" ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê âíîâü îïóñòèì.
Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ IV ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t∗ òàêîå, ÷òî δ∗ ≤

t∗ ≤ T , ϕ′(t) ≤ 0 ïðè t ∈ [t∗, T ].
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Ïóñòü t ∈ [0, t∗]. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

t∫
0

∫
Ω

Lεuuτ dx dτ =

t∫
0

∫
Ω

fuτ dx dτ. (8)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî t ≤ t∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ(t) ≥
k0 > 0, à òàêæå ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì, ÷òî ñëåäñòâèåì ðàâåí-
ñòâà (8) áóäåò îöåíêà ∫

Ω

u2
t (x, t) dx+

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xi

(x, t) dx+

+ε

t∫
0

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ ≤ N4

ñ ïîñòîÿííîé N4, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè ϕ(t) è f(x, t), ÷èñëàìè t∗

è T .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàâåíñòâî (8) â ñëó÷àå t ∈ [t∗, T ]. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

t∫
0

∫
Ω

Lεuuτ dx dτ =

t∗∫
0

∫
Ω

Lεuuτ dx dτ +

t∫
t∗

∫
Ω

Lεuuτ dx dτ =

= −1

2

n∑
i=1

t∗∫
0

∫
Ω

ϕ′u2
xi
dx dτ − 1

2

t∗∫
0

∫
Ω

cτu
2 dx dτ + ε

t∗∫
0

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ+

+
1

2

∫
Ω

u2
t (x, t) dx−

1

2

n∑
i=1

t∫
t∗

∫
Ω

ϕ′u2
xi
dx dτ+

+
ϕ(t)

2

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xi

(x, t) dx+
1

2

∫
Ω

c(x, t)u2(x, t) dx− 1

2

t∫
t∗

∫
Ω

cτu
2 dx dτ+

+ε

t∫
t∗

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ =

t∗∫
0

∫
Ω

fuτ dx dτ +

t∫
t∗

∫
Ω

fuτ dx dτ.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè è ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ïðàâîé â ñóììå äàþò ðàâíîìåðíî ïî ε îãðàíè÷åííóþ âåëè÷èíó. Äàëåå,
âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
Þíãà è äàëåå ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t)

êðàåâîé çàäà÷è (1̃ε), (2), (3), (7) ïðè t ∈ [t∗, T ] âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà∫
Ω

u2
t (x, t) dx+ ε

t∫
t∗

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ ≤ N5,

ïîñòîÿííàÿ N5 â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè ϕ(t), c(x, t) è f(x, t),
à òàêæå ÷èñëàìè t∗ è T .
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Ïîñêîëüêó t∗ åñòü ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, òî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè
u(x, t) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫

Ω

u2
t (x, t) dx+ ε

t∫
0

∫
Ω

(∆uτ )2 dx dτ ≤ N6, (9)

â êîòîðîì t ∈ [0, T ], ïîñòîÿííàÿ N6 îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè ϕ(t), c(x, t)
è f(x, t), à òàêæå ÷èñëîì T .

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà

−
t∫

0

∫
Ω

L̃εu∆uτ dx dτ = −
t∫

0

∫
Ω

f∆uτ dx dτ,

t∫
0

∫
Ω

L̃εu∆2uτ dx dτ =

t∫
0

∫
Ω

f∆2uτ dx dτ,

âíîâü êàæäîå èç íèõ âíà÷àëå ïðè t ∈ [0, t∗], çàòåì � ïðè t ∈ [t∗, T ]. Èíòåãðèðóÿ
â ýòèõ ðàâåíñòâàõ êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäå-
íèÿ è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (9), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé

çàäà÷è (1̃ε), (2), (3), (7) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé IV�VI áóäóò ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

n∑
i=1

∫
Ω

u2
xit(x, t) dx+ ε

n∑
i=1

t∫
0

∫
Ω

(∆uxi
)2 dx dτ ≤ N7, (10)

∫
Ω

[∆ut(x, t)]
2 dx+ ε

t∫
0

∫
Ω

(∆2uτ )2 dx dτ ≤ N8, (11)

â êîòîðûõ t ∈ [0, T ], ïîñòîÿííûå N7 è N8 îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ϕ(t), c(x, t)
è f(x, t), à òàêæå ÷èñëîì T .

Ïîñëåäíÿÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà

t∫
0

∫
Ω

[
u2
ττ + (∆u)2

]
dx dτ ≤ N9 (12)

ñ ïîñòîÿííîé N9, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè ϕ(t), c(x, t) è f(x, t), à
òàêæå ÷èñëîì T , î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ïðåäûäóùèõ.

Îöåíîê (9)�(12) âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ îðãàíèçàöèè ïðîöåäóðû ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà. Âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εm}∞m=1, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ, è äàëåå
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ðåôëåêñèâíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, t), ÿâëÿþùàÿñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì êðà-
åâîé çàäà÷è (1)�(3).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

V II. ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T ], ϕ(0) = ϕT = 0;
V III. c(x, t) ∈ C2(Q), ∃ δ∗, ∃ δ∗: 0 < δ∗ ≤ δ∗ < T : c(x, t) ≥ 0, ct(x, t) ≤ 0 ïðè

x ∈ Ω, t ∈ [0, δ∗] ∪ [δ∗, T ];
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IX. f(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω)), ϕ−
1
2 (t)f(x, t) ∈ L2(0, δ∗;W

2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω)).
Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω)), utt(x, t) ∈ L2(Q).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t∗ è t∗ åñòü òàêèå ÷èñëà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

0 < t∗ ≤ δ∗, ϕ
′(t) ≥ 0 ïðè δ∗ ≤ t∗ < T , ϕ′(t) ≥ 0 ïðè t ∈ [t∗, T ]. Äëÿ ïî-

ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t),
ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

utt − ϕε(t)∆u+ c(x, t)u+ ε∆2ut = f(x, t)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2), (3) è (7). Ýòà çàäà÷à èìååò ðå-
øåíèå uε(x, t) òàêîå, ÷òî uε(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 4

2 (Ω)), uεt (x, t) ∈ L2(0, T ;W 4
2 (Ω)),

uεtt(x, t) ∈ L2(Q). Äëÿ ôóíêöèé uε(x, t) èìåþò ìåñòî ðàâíîìåðíûå ïî ε àïðè-
îðíûå îöåíêè (9)�(12) � ïðè t ∈ [0, t∗] ñïðàâåäëèâîñòü èõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé Óòâåðæäåíèÿ 1, ïðè t ∈ [t∗, T ] � ñ ïîìîùüþ ðàññóæäå-
íèé Óòâåðæäåíèÿ 2.

Èç îöåíîê (9)�(12) ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé î âûáîðå ñõîäÿ-
ùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0 ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë t0,
. . . , tm òàêèõ, ÷òî 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ T . Äàëåå, ïóñòü δ0 åñòü ôèêñèðî-
âàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, E(δ0) åñòü ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå îòðåçêàìè
[tk − δ0, tk + δ0], åñëè tk ∈ (0, T ), à òàêæå îòðåçêîì [0, δ0], åñëè t0 = 0, è îòðåç-
êîì [T − δ0, T ], åñëè tm = T . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî δ0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ âëîæåíèå E(δ0) ⊂ [0, T ].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(à) ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ [0, T ] \ E0, ϕ(t) = 0 ïðè t ∈ E0;
(á) c(x, t) ∈ C2(Q), c(x, t) ≥ 0, ct(x, t) ≤ 0 ïðè x ∈ Ω, t ∈ E(δ0);

(â) f(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω)), ϕ−
1
2 (t)f(x, t) ∈ L2(tk, tk + δ0;W 2

2 (Ω) ∩
◦
W 1

2(Ω)), åñëè tk ∈ [0, T ), k = 0, . . . ,m.
Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω)), utt(x, t) ∈ L2(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1̃ε), (2), (3), (7). Åñëè t0 = 0,
òî, ïîâòîðÿÿ ëîêàëüíûå ðàññóæäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ 1, çàòåì � óòâåðæäåíèÿ 2,
è äàëåå, åñëè íåîáõîäèìî, ñíîâà óòâåðæäåíèÿ 1, è ò.ä., ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðåøå-
íèé uε(x, t) ýòîé çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (9)�(12). Åñëè t0 > 0, òî âíà÷à-
ëå ïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè óòâåðæäåíèÿ 2, äàëåå � óòâåðæäåíèÿ 1, è ò.ä.,
âíîâü ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé uε(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1̃ε), (2), (3), (7) èìå-
þò ìåñòî îöåíêè (9)�(12). Èç îöåíîê (9)�(12) è âûòåêàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {um(x, t)}∞m=1, ñõîäÿùåéñÿ ê èñêîìîìó ðåøåíèþ êðàåâîé
çàäà÷è (1)�(3).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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5. Êîììåíòàðèè è äîïîëíåíèÿ

1. Äëÿ âòîðîé è òðåòüåé íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ðå-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

2. Òàêæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ðåãóëÿðíûõ ðå-
øåíèé ïåðâîé, âòîðîé èëè òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ áîëåå îáùèõ, ÷åì (1),
âûðîæäàþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé � íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèé ñ
çàìåíîé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð A âèäà

Au =

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)uxj

)
,

äëÿ óðàâíåíèé ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè.
3. Â öåëîì âïîëíå àíàëîãè÷íî ìîæíî èçó÷èòü ðàçðåøèìîñòü â êëàññàõ ðå-

ãóëÿðíûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé
ñ çàìåíîé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïðîèçâîëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ïî-
ðÿäêà 2m. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó äëÿ ïåðâîé íà÷àëüíî�êðàåâîé
çàäà÷è è äëÿ îïåðàòîðà (−1)m∆mu.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè ϕ(t) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (à). Êðîìå òîãî,
ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(ã) c(x, t) ∈ C2m(Q), c(x, t) ≥ 0, ct(x, t) ≤ 0 ïðè (x, t) ∈ Q;
(ä) ϕ−

1
2 (t)f(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2m

2 (Ω) ∩
◦
W

2m−1
2 (Ω)).

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à

utt + (−1)mϕ(t)∆mu+ c(x, t)u = f(x, t),

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Ω,

∂ku(x, t)

∂νk

∣∣∣∣
Γ×(0,T )

= 0, k = 0, . . . ,m− 1.

èìååò ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2m
2 (Ω) ∩

◦
W

2m−1
2 (Ω)),

utt(x, t) ∈ L2(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè
ðåãóëÿðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

utt + (−1)mϕε(t)∆
mu+ c(x, t)u+ ε∆2mut = f(x, t)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì äîïîëíåíèåì êðàåâûõ óñëîâèé è èñïîëüçîâàíèè ðàññóæäå-
íèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé 1�3.

Î÷åâèäíî, ÷òî âìåñòî ïðèâåäåííûõ â äàííîé òåîðåìå êðàåâûõ óñëîâèé ìîæ-
íî çàäàâàòü è äðóãèå óñëîâèÿ � íàïðèìåð, óñëîâèÿ

u(x, t)|Γ×(0,T ) = ∆u(x, t)|Γ×(0,T ) = . . . = ∆m−1u(x, t)|Γ×(0,T ) = 0.

�

4. Çàäàíèå â èçó÷åííûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ òîæäåñòâåííî íóëåâûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ íå ïðèíöèïèàëüíî.
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