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СПЕКТР СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СЛОИСТОЙ СРЕДЫ,
СОСТОЯЩЕЙ ИЗ МАТЕРИАЛА КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА И

ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

В.В. ШУМИЛОВА

Abstract. The spectrum of one-dimensional natural vibrations is
described for a two-phase medium consisting of periodically alternating
layers. It is supposed that the first phase is an isotropic Kelvin-Voigt
material and the second one is a viscous incompressible fluid. The
set of initial approximations to the points of the above spectrum
is found. Numerical results illustrating the accuracy of the proposed
approximations are presented.
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1. Введение

При математическом моделировании динамического поведения микронеод-
нородных сред часто используется предположение о периодичности их внут-
ренней структуры. Если в качестве ячейки периодичности таких сред принять
куб со стороной, равной ε, то исследование спектров их собственных колебаний
сведется к спектральному анализу краевых задач для однородных систем диф-
ференциальных уравнений, коэффициенты которых — ε-периодические функ-
ции пространственных переменных. Последнее обстоятельство существенно за-
трудняет непосредственный численный расчет точек указанных спектров из-за
трудности их локализации и выбора начальных приближений к ним. С дру-
гой стороны, как известно, динамические характеристики микронеоднородных
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сред с ε-периодической структурой и соответствующих им усредненных (эф-
фективных) сред должны быть близки друг к другу при достаточно малых ε.
Во многих случаях усредненные среды являются однородными, а значит, поиск
точек спектров их собственных колебаний можно свести к спектральному ана-
лизу краевых задач для однородных систем дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами. Очевидно, что эта задача гораздо более легкая
по сравнению с предыдущей. Это наводит на мысль о выборе точек спектров
собственных колебаний усредненных сред в качестве начальных приближений
к точкам спектров собственных колебаний микронеоднородных сред.

Согласно результатам, изложенным в [1], спектр Sε собственных колебаний
упругого композита с ε-периодической структурой сходится по Хаусдорфу при
ε → 0 к спектру S собственных колебаний соответствующего ему усредненного
материала (более подробно о сходимости по Хаусдорфу спектров операторов
при усреднении см. [2], [3]). Это означает, в частности, что при численном
поиске точек спектра Sε в качестве начальных приближений берутся точки
спектра S.

В работе [4] было установлено, что спектр Sε одномерных собственных коле-
баний, происходящих перпендикулярно ε-периодически чередующимся слоям
упругого материала и вязкоупругого материала Кельвина-Фойгта, сходится по
Хаусдорфу при ε → 0 к объединению спектра S одномерных собственных коле-
баний соответствующей усредненной среды и множества, состоящего из одной
отрицательной вещественной точки −ξ1. Таким образом, при численном по-
иске точек спектра Sε в качестве начальных приближений берутся как точки
спектра S, так и точка −ξ1.

В работе [5] были описаны спектры одномерных собственных колебаний,
происходящих перпендикулярно периодически чередующимся слоям упругого
материала и вязкоупругого материала с памятью, а также усредненной среды,
соответствующей такому двухфазному слоистому композиту. С помощью неве-
щественных точек усредненного спектра были вычислены собственные часто-
ты колебаний и их коэффициенты затухания для трех образцов многослойного
композита.

В данной работе исследуется спектр Sε одномерных собственных колебаний,
происходящих перпендикулярно ε-периодически чередующимся слоям вязко-
упругого материала Кельвина-Фойгта и вязкой несжимаемой жидкости. До-
казывается, что предел спектра Sε по Хаусдорфу совпадает со спектром одно-
мерных собственных колебаний усредненной среды, который состоит из корней
квадратных уравнений.

2. Исходная модель двухфазной слоистой среды

Пусть Ω = (0, L)× R2 — полоса в пространстве R3, заполненная периодиче-
ски повторяющимися слоями изотропного вязкоупругого материала Кельвина-
Фойгта и вязкой несжимаемой жидкости. Предполагается, что слои парал-
лельны плоскости Ox2x3, а периодом слоистой среды в Ω является полоса
Yε = (0, ε) × R2, содержащая два “вязкоупругих” слоя одинаковой толщины
ε(1−h)/2 и один “жидкий” слой толщины εh, где 0 < ε ≪ L, 0 < h < 1 (рис. 1).
Для определенности мы будем считать, что число периодов M = L/ε — целое.
Это означает, в частности, что слоистая среда состоит из M + 1 вязкоупру-
гих и M жидких слоев. Далее, обозначим через Ω1ε и Ω2ε объединение всех
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вязкоупругих и жидких слоев соответственно, так что

Ωsε = Isε × R2, s = 1, 2; I1ε = (0, L) \ I2ε, I2ε =
M−1∪
m=0

Im2ε,

Im2ε = (εh1 + εm, εh2 + εm) , h1 = (1− h)/2, h2 = (1 + h)/2.

2
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Рис. 1. Модель слоистой среды

Математическая модель, описывающая колебания двухфазной слоистой сре-
ды в полосе Ω, имеет вид [6]

(1) ρs
∂2uε

i

∂t2
=

∂σε
ij

∂xj
+ fi(x, t), x ∈ Ωsε, 1 ≤ i, j ≤ 3, s = 1, 2,

(2) div
∂uε

∂t
= 0, x ∈ Ω2ε; [uε]Sε = 0, [σε

i1]Sε = 0,

(3) uε|x1=0 = uε|x1=L = 0, uε|t=0 = 0,
∂uε

∂t
|t=0 = 0,

где ρs = const > 0 — плотность среды в Ωsε, uε(x, t) — вектор перемещений,
fi(x, t) — компоненты вектора объемной силы f(x, t), квадратные скобки [·]Sε

обозначают скачок заключенной в них величины при переходе через границы
слоев Sε = ∂Ω1ε ∩ ∂Ω2ε, σε — тензор напряжений:

σε
ij =


aijkhekh(u

ε) + bijkhekh

(
∂uε

∂t

)
, x ∈ Ω1ε,

−pεδij + 2η2δikδjhekh

(
∂uε

∂t

)
, x ∈ Ω2ε.

Здесь δij — символ Кронекера, pε(x, t) — давление в жидкости, η2 — коэффи-
циент вязкости жидкости, e(uε) — тензор малых деформаций,

ekh(u
ε) =

1

2

(
∂uε

k

∂xh
+

∂uε
h

∂xk

)
, 1 ≤ k, h ≤ 3,

aijkh = λ1δijδkh + µ1(δikδjh + δihδjk),

bijkh = ζ1δijδkh + η1(δikδjh + δihδjk),

где λ1 и µ1 — параметры Ламе, а ζ1 и η1 — коэффициенты вязкости материала
Кельвина-Фойгта.
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3. Спектр одномерных собственных колебаний двухфазной
слоистой среды

Рассмотрим одномерные колебания, распространяющиеся перпендикуляр-
но слоям, т.е. вдоль оси Ox1. Для таких колебаний f(x, t) = (f(x1, t), 0, 0),
uε(x, t) = (uε(x1, t), 0, 0), p(x, t) = p(x1, t) и задача (1)-(3) записывается в виде

ρ1
∂2uε

∂t2
= a1

∂2uε

∂x2
1

+ b1
∂3uε

∂x2
1∂t

+ f(x1, t), x1 ∈ I1ε,

ρ2
∂2uε

∂t2
= − ∂pε

∂x1
+ f(x1, t),

∂2uε

∂x1∂t
= 0, x1 ∈ I2ε,(

a1
∂uε

∂x1
+ b1

∂2uε

∂x1∂t

)∣∣∣∣
x1=ε(h1+m)−0

= −pε(ε(h1 +m) + 0, t),(
a1

∂uε

∂x1
+ b1

∂2uε

∂x1∂t

)∣∣∣∣
x1=ε(h2+m)+0

= −pε(ε(h2 +m)− 0, t),

[uε]x1=ε(hj+m) = 0, j = 1, 2,

uε(0, t) = uε(L, t) = 0, uε(x1, 0) =
∂uε

∂t
(x1, 0) = 0,

где a1 = a1111 = λ1 + 2µ1, b1 = b1111 = ζ1 + 2η1.
Применим преобразование Лапласа uε(x1, t) → uε

λ(x1), pε(x1, t) → pελ(x1).
Тогда последняя задача, записанная в изображениях Лапласа при f(x1, t) ≡ 0,
примет вид

(4) ρ1λ
2uε

λ = (a1 + b1λ)
∂2uε

λ

∂x2
1

, x1 ∈ I1ε,

(5) ρ2λ
2uε

λ = −∂pελ
∂x1

,
∂uε

λ

∂x1
= 0, x1 ∈ I2ε,

(6) (a1 + b1λ)
∂uε

λ

∂x1

∣∣∣∣
x1=ε(h1+m)−0

= −pελ(ε(h1 +m) + 0),

(7) (a1 + b1λ)
∂uε

λ

∂x1

∣∣∣∣
x1=ε(h2+m)+0

= −pελ(ε(h2 +m)− 0),

(8) [uε
λ]x1=ε(hj+m) = 0, j = 1, 2, m = 0, ...,M − 1; uε

λ(0) = uε
λ(L) = 0.

В дальнейшем под спектром одномерных собственных колебаний слоистой
среды вдоль оси Ox1 понимается множество собственных значений задачи
(4)-(8), т.е. множество Sε всех значений λ ∈ C, при которых она имеет нетри-
виальные решения uε

λ(x1) и pελ(x1).
Для того, чтобы найти элементы множества Sε, зафиксируем неотрицатель-

ное целое число m < M и рассмотрим интервал Imε = (εm, ε(m+ 1)). Выпишем
решения дифференциального уравнения (4) при x1 ∈ Im1ε = (εm, εh1+εm) ⊂ Imε
и x1 ∈ Im3ε = (εh2 + εm, ε(m+ 1)) ⊂ Imε . Имеем

uε
λ(x1) =

e−Aλ(x1−εm)

2Aλ

(
Aλu

ε
λ(εm+ 0)− ∂uε

λ

∂x1
(εm+ 0)

)
+

+
eAλ(x1−εm)

2Aλ

(
Aλu

ε
λ(εm+ 0) +

∂uε
λ

∂x1
(εm+ 0)

)
, x1 ∈ Im1ε,
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uε
λ(x1) =

e−Aλ(x1−εh2−εm)

2Aλ

(
Aλu

ε
λ(εh2 + εm+ 0)− ∂uε

λ

∂x1
(εh2 + εm+ 0)

)
+

+
eAλ(x1−εh2−εm)

2Aλ

(
Aλu

ε
λ(εh2 + εm+ 0) +

∂uε
λ

∂x1
(εh2 + εm+ 0)

)
, x1 ∈ Im3ε,

где

Aλ = λ

√
ρ1
Bλ

, Bλ = a1 + b1λ.

Отсюда следует, в частности, что uε
λ(εh1 + εm− 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(εh1 + εm− 0)

 = P ε
λ

 uε
λ(εm+ 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(εm+ 0)

 ,

 uε
λ(ε(m+ 1)− 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(ε(m+ 1)− 0)

 = P ε
λ

 uε
λ(εh2 + εm+ 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(εh2 + εm+ 0)

 ,

где P ε
λ — квадратная матрица 2-го порядка, элементы которой имеют вид

(P ε
λ)11 = (P ε

λ)22 = cosh (Aλεh1) ,

(P ε
λ)12 =

sinh (Aλεh1)

AλBλ
, (P ε

λ)21 = AλBλ sinh (Aλεh1) .

Учитывая граничные условия (6) и (7), мы можем переписать последние два
матричных равенства в следующем виде:

(9)
(

uε
λ(εh1 + εm+ 0)

−pελ(εh1 + εm+ 0)

)
= P ε

λ

 uε
λ(εm+ 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(εm+ 0)

 ,

(10)

 uε
λ(ε(m+ 1)− 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(ε(m+ 1)− 0)

 = P ε
λ

(
uε
λ(εh2 + εm− 0)

−pελ(εh2 + εm− 0)

)
.

Далее, найдем решения uε
λ(x1) и pελ(x1) уравнений (5) при x1 ∈ Im2ε ⊂ Imε .

Легко видеть, что функция uε
λ(x1) не зависит от переменной x1, т.е. uε

λ(x1) = Cε
λ

при x1 ∈ Im2ε. При этом функция pελ(x1) имеет вид

pελ(x1) = −ρ2λ
2Cε

λx1 + pελ(εh1 + εm+ 0) + (εh1 + εm+ 0)ρ2λ
2Cε

λ.

Следовательно,

uε
λ(εh2 + εm− 0) = uε

λ(εh1 + εm+ 0) = Cε
λ,

pελ(εh2 + εm− 0) = pελ(εh1 + εm+ 0)− ρ2λ
2εhCε

λ,

поэтому

(11)
(

uε
λ(εh2 + εm− 0)

−pελ(εh2 + εm− 0)

)
= Qε

λ

(
uε
λ(εh1 + εm+ 0)

−pελ(εh1 + εm+ 0)

)
,

где

Qε
λ =

(
1 0

ρ2λ
2εh 1

)
.

Из (10)-(11) заключаем, что

(12)

 uε
λ(ε(m+ 1)− 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(ε(m+ 1)− 0)

 = W ε
λ

 uε
λ(εm+ 0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(εm+ 0)

 ,
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где W ε
λ = P ε

λQ
ε
λP

ε
λ . Вычисляя элементы матрицы W ε

λ , находим

(W ε
λ)11 = (W ε

λ)22 = cosh (2Aλεh1) +
ρ2λ

2εh sinh (2Aλεh1)

2AλBλ
,

(W ε
λ)12 =

sinh (2Aλεh1)

AλBλ
+

ρ2λ
2εh (cosh (2Aλεh1)− 1)

2A2
λB

2
λ

,

(W ε
λ)21 = AλBλ sinh (2Aλεh1) +

1

2
ρ2λ

2εh (cosh (2Aλεh1) + 1) .

Так как соотношение (12) справедливо для любого фиксированного целого
m (0 ≤ m ≤ M − 1), а элементы матрицы W ε

λ не зависят от m, то uε
λ(Mε)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(Mε)

 = (W ε
λ)

M

 uε
λ(0)

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(0)

 ,

откуда в силу граничных условий (8) получаем

(13)

 0

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(L)

 = (W ε
λ)

M

 0

Bλ
∂uε

λ

∂x1
(0)

 .

Из (13) мы видим, что точками множества Sε являются те значения λ, при
которых элемент (W ε

λ)
M
12 матрицы (W ε

λ)
M равен нулю. Принимая во внимание,

что detW ε
λ = 1, мы можем выразить (W ε

λ)
M
12 через элементы матрицы W ε

λ

следующим образом:

(W ε
λ)

N
12 = (W ε

λ)12

Q∑
j=1

(−1)j−1Cj−1
M−j(tr W ε

λ)
M+1−2j ,

где Q = M/2 при четном M и Q = (M + 1)/2 при нечетном M , а Cj−1
M−j —

биномиальные коэффициенты. Следовательно, множество Sε состоит из корней
уравнений

(W ε
λ)12 = 0

и
Q∑

j=1

(−1)j−1Cj−1
M−j(tr W ε

λ)
M+1−2j = 0.

Используя результаты работы [4], можно показать, что второе из этих урав-
нений, в свою очередь, разбивается на M − 1 уравнений

tr W ε
λ = 2 cos

πk

M
, k = 1, ...,M − 1.

После подстановки ранее выписанных формул для элементов матрицы W ε
λ

заключаем, что спектр Sε состоит из всех корней следующих M трансцендент-
ных уравнений:

(14)
1

λ
sinh(2Aλh1ε) +

ρ2hε (cosh(2Aλh1ε)− 1)

2
√
ρ1Bλ

= 0,

(15) cosh (2Aλh1ε) +
ρ2λhε sinh(2Aλh1ε)

2
√
ρ1Bλ

= cos
πk

M
,

k = 1, ...,M − 1.
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Таким образом, если слоистая среда в полосе 0 < x1 < L состоит из M
одинаковых частей (периодов), то для нахождения всех точек ее спектра Sε

одномерных собственных колебаний вдоль оси Ox1 требуется решить M транс-
цендентных уравнений (14), (15).

4. Начальные приближения к точкам спектра

Точки спектра Sε, т.е. корни уравнений (14), (15) можно найти только чис-
ленно, например, с помощью принципа аргумента, хорошо известного в теории
функций комплексного переменного. Разумеется, для этого требуется выбрать
достаточно хорошие начальные приближения. Следует отметить, что обыч-
но начальные приближения определяются с помощью непосредственного ана-
лиза и локализации вещественных и мнимых частей корней искомых уравне-
ний. Однако в данном случае это не представляется возможным, что приводит
к необходимости поиска иного способа их выбора. Для многослойной среды,
рассматриваемой в данной работе, наиболее естественными “кандидатами” на
роль начальных приближений выглядят конечные пределы последовательно-
стей корней уравнений (14), (15) при ε → 0. Проверим, удовлетворяют ли они
для этого необходимым критериям.

Для того, чтобы найти конечные пределы последовательностей корней
λ = λ(ε) уравнения (14), воспользуемся разложениями

(16) cosh(2Aλh1ε) = 1 +
∞∑

n=1

(2Aλh1ε)
2n

(2n)!
, sinh(2Aλh1ε) =

∞∑
n=1

(2Aλh1ε)
2n−1

(2n− 1)!
.

После подстановки (16) в (14) и последующего деления на ε получаем

2Aλh1

λ
+ ε2Hε

1λ = 0,

где

Hε
1λ =

∞∑
n=2

(
2n(Aλh1)

2n−1

λ
+

ρ2hε
2(Aλh1)

2n

√
ρ1Bλ

)
22n−1ε2n−4

(2n)!
.

Перепишем последнее уравнение в виде

2

√
ρ1
Bλ

+ ε2Hε
1λ = 0

и перейдем в нем к пределу при ε → 0, считая, что последовательность λ(ε)
ограничена и λ(ε) → λ1. Тогда λ1 есть корень уравнения√

ρ1
a1 + b1λ

= 0,

что невозможно. Это означает, что не существует конечных пределов последо-
вательностей корней уравнений (14).

Перейдем к нахождению конечных пределов последовательностей корней
λ = λ(ε) уравнений (15). После подстановки

cos
πk

M
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!

(
επk

L

)2n
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и разложений (16) в уравнения (15), а затем последующего деления на ε2 по-
лучаем

2A2
λh

2
1 +

ρ2λAλh1h√
ρ1Bλ

+
π2k2

2L2
+ ε2Hε

2λ = 0, k = 1, ...,M − 1,

где

Hε
2λ =

∞∑
n=2

(
(2Aλh1)

2n +
ρ2nλh(2Aλh1)

2n−1

√
ρ1Bλ

+ (−1)n−1

(
πk

L

)2n
)

ε2n−4

(2n)!
.

Теперь при фиксированном k перейдем к пределу при ε → 0, считая, что по-
следовательность корней λk(ε) ограничена и λk(ε) → λk. Тогда λk есть корень
уравнения

2A2
λh

2
1 +

ρ2λAλh1h√
ρ1Bλ

+
π2k2

2L2
= 0,

которое после преобразований записывается в виде
λ2(1− h)(ρ1(1− h) + ρ2h)

a1 + b1λ
+

π2k2

L2
= 0.

Если обозначить
ρ0 = ρ1(1− h) + ρ2h,

то последнее уравнение равносильно квадратному уравнению

(17) λ2 +
π2k2b1

ρ0L2(1− h)
λ+

π2k2a1
ρ0L2(1− h)

= 0.

Таким образом, конечными пределами последовательностей корней k-го
уравнения (15) являются

λ1k,2k =
π2k2b1

2ρ0L2(1− h)

(
−1±

√
1− 4a1ρ0L2(1− h)

π2k2b21

)
.

Заметим, что из теоремы Руше следует обратное утверждение: при любом
фиксированном k найдутся последовательности λ1k(ε) и λ2k(ε) корней k-го
уравнения (15) такие, что λ1k(ε) → λ1k и λ2k(ε) → λ2k при ε → 0.

Интересно отметить, что объединение двух последовательностей {λ1k}∞k=1 и
{λ2k}∞k=1 представляет собой не что иное, как спектр S одномерных собствен-
ных колебаний вдоль оси Ox1 усредненной среды, соответствующей исходной
слоистой среде [6]. Благодаря явным формулам для элементов этих последова-
тельностей можно описать структуру “усредненного” спектра S: если обозна-
чить

k1 = max

{
k : k ∈ N ∪ {0}, k <

2L

πb1

√
a1ρ0(1− h)

}
,

то он состоит из k1 пар комплексно-сопряженных собственных значений и
бесконечного числа вещественных собственных значений. В частности, если
k1 = 0, то спектр S — полностью вещественный. Кроме того, как легко прове-
рить,

lim
ε→0

λ1k = −a1
b1

, lim
ε→0

λ2k

k2
= − π2b1

ρ0L2(1− h)
.

Согласно полученным результатам спектр Sε сходится по Хаусдорфу к
усредненному спектру S при ε → 0. С практической точки зрения это озна-
чает, что при численном поиске точек спектра Sε в качестве их начальных



СПЕКТР СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СЛОИСТОЙ СРЕДЫ 29

приближений следует брать точки усредненного спектра S. Эти приближения
тем точнее, чем меньше величина периода ε или, что то же самое, чем большее
число слоев содержит среда, занимающая полосу 0 < x1 < L.

5. Численный пример

Перейдем к расчету точек спектра одномерных собственных колебаний для
двух образцов слоистой среды, занимающих полосу 0 < x1 < L при L = 0.5 м и
отличающихся друг от друга только числом и толщиной слоев. Для первого об-
разца принимаем M = 5, ε = 0.1 м, а для второго — M = 10, ε = 0.05 м. Осталь-
ные их числовые характеристики берем следующие: h = 0.1, ρ1 = 2000 кг/м3,
ρ2 = 1000 кг/м3, λ1 = 2·108 Па, µ1 = 1.4·108 Па, ζ1 = 5·104 Па·c, η1 = 3·104 Па·c.
Отметим, что здесь мы не привели вязкость µ2 жидкости, поскольку она не
входит в уравнения (14), (15) и, следовательно, не влияет на значения точек
спектра Sε.

Для нахождения начальных приближений к точкам спектра Sε решаем квад-
ратное уравнение (17) при k = 1, 2, 3, 4. Вычисления показывают, что при
k = 1, 2 оно имеет комплексно-сопряженные корни λ1k,2k = −dk ± iωk, а при
k = 3, 4 — отрицательные вещественные корни λ1k и λ2k (см. таблицу 1, в
которой приведены результаты расчетов с точностью до 0.01 c−1).

dk, c−1 ωk, c−1 λ1(k+2), c−1 λ2(k+2), c−1

k = 1 1269.77 3077.23 −16983.45 −5872.48
k = 2 5079.09 4304.58 −35660.72 −4972.04

Таблица 1. Результаты расчета корней λ1k,2k = −dk ± iωk

(k = 1, 2) и λ1k,2k (k = 3, 4) уравнений (17)

Для того, чтобы найти корни трансцендентных уравнений (15), опишем во-
круг точек λsk комплексной плоскости эллипсы Esk с центрами в этих точках.
Используя принцип аргумента и численные расчеты, мы можем подобрать дли-
ны полуосей эллипсов Esk таким образом, что внутри каждого из них функция

F
(M)
k (λ) = cosh (2Aλh1ε) +

ρ2λhε sinh(2Aλh1ε)

2
√
ρ1Bλ

− cos
πk

M

имеет в точности один корень λ
(M)
sk . С помощью такой начальной локализации

нулей функции F
(M)
k (λ), сдвига центров эллипсов и постепенного уменьшения

длин их полуосей мы можем найти корни уравнений (15) с требуемой степенью
точности (в нашем случае — с точностью до 0.01 c−1).

В таблице 2 выписаны значения d
(M)
k и ω

(M)
k корней λ

(M)
1k,2k = −d

(M)
k ± iω

(M)
k

уравнения (15) при k = 1, 2, а в таблице 3 — взятые с противоположным знаком
корни λ1k,2k этого же уравнения при k = 3, 4.

Для представления о степени близости точек спектров слоистой и усреднен-
ной сред, т.е. корней уравнений (15) и (17), в таблицах 2 и 3 также приведены
относительные погрешности

∆d
(M)
k =

|d(M)
k − dk|
d
(M)
k

, ∆ω
(M)
k =

|ω(M)
k − ωk|
ω
(M)
k

, k = 1, 2,
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∆λ
(M)
sk =

|λ(M)
sk − λsk|
|λ(M)

k |
, s = 1, 2; k = 3, 4

значений d1,2, ω1,2, λ13,23, λ14,24, принимаемых в качестве приближенных зна-
чений d

(M)
1,2 , ω(M)

1,2 , λ(M)
13,23, λ

(M)
14,24 соответственно.

d
(M)
k (c−1), ∆d

(M)
k (%) ω

(M)
k (c−1), ∆ω

(M)
k (%)

M = 5 M = 10 M = 5 M = 10
k = 1 1269.65, 0.009 1269.74, 0.002 3077.11, 0.004 3077.20, 0.001
k = 2 5077.00, 0.041 5078.62, 0.009 4304.93, 0.008 4304.66, 0.002

Таблица 2. Результаты расчета корней λ
(M)
1k,2k = −d

(M)
k ±iω

(M)
k

уравнения (15) и погрешностей ∆d
(M)
k , ∆ω

(M)
k при k = 1, 2

−λ
(M)
1k (c−1), ∆λ

(M)
1k (%) −λ

(M)
2k (c−1), ∆λ

(M)
2k (%)

M = 5 M = 10 M = 5 M = 10
k = 3 16954.11, 0.173 16977.76, 0.034 5876.00, 0.060 5873.16, 0.012
k = 4 35530.12, 0.368 35643.65, 0.048 4974.59, 0.051 4972.37, 0.007

Таблица 3. Результаты расчета корней λ
(M)
1k,2k уравнения (15)

и погрешностей ∆λ
(M)
1k,2k при k = 3, 4

Проведенное численное исследование показало, что при фиксированном k
точность приближенных значений λ1k,2k довольно быстро увеличивается с уве-
личением числа M или, что то же самое, с уменьшением величины периода ε.
В то же время интересно отметить, что при k = 1, 2, 3, 4 она довольно высока
даже для среды, состоящей всего из 5 периодов, т.е. из 6 вязкоупругих и 5
жидких слоев.
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