
S e©MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 17, ñòð. xxx�xxx (2020) ÓÄÊ 510.5

DOI 10.33048/semi.2020.xx.xxx MSC 03D25
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Ñ.À. ÁÀÄÀÅÂ, Á.Ñ. ÊÀËÌÓÐÇÀÅÂ, Í.Ê. ÌÓÊÀØ, À.À. ÕÀÌÈÒÎÂÀ

Abstract. We study positive preorders relative to computable redu-
cibility. It is suggested an approach to lift well-known notions from the
theory of ceers to positive preorders. It is shown that each class of positive
preoders of a special type (precomplete, e-complete, weakly precomplete,
e�ectively �nite precomplete, and e�ectively inseparable ones) contains
in�nitely many incomparable elements and has an universal object. We
construct a pair of incomparable dark positive preorders that possess an
in�mum. It is shown that, for every non-universal positive preorder P ,
there are in�nitely many pairwise incomparable minimal weakly precom-
plete positive preorders that are incomparable with P .

Keywords: positive preorder, ceer, computable reducibility, precomplete,
weakly precomplete, minimal preorder.

Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ, çàäàííûõ íà ìíî-
æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω. Ïîä ïîçèòèâíûì ïðåäïîðÿäêîì ìû ïîíèìàåì
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.
×àñòíûé ñëó÷àé ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ � ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè �
èçó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøî. Êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàìè â ýòîé îáëàñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü ðàáîòû Þ.Ë. Åðøîâà [1], Ê. Áåðíàðäè è À. Ñîðáè [2], À. Ëàõëàíà [3],
Ñ.À. Áàäàåâà [4], Ñ. Ãàî è Ï. Ãåðäåñà [5]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé
ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòðàæåíî â îáçîðå [6], ñòàòüÿõ [7]�[10] è ðàáîòàõ
äðóãèõ àâòîðîâ.

Badaev, S.A., Kalmurzayev, B.S, Mukash, N.K., Khamitova, A.A. Specail classes

of positive preorders.
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Åñëè E � ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå ω/E ìîæ-
íî çàäàâàòü ôóíêöèè è îòíîøåíèÿ è ïîëó÷àòü èíòåðåñíûå ñòðóêòóðû ñ îò-
íîñèòåëüíî âû÷èñëèìûìè ñâîéñòâàìè. Ìîòèâàöèåé òàêîãî ïîäõîäà ïîñëóæèëà
äëÿ íàñ ðàáîòà Ô. Ìîíòàíüè è À. Ñîðáè [11], â êîòîðîé â êà÷åñòâå E áåðåò-
ñÿ îòíîøåíèå äîêàçóåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäëîæåíèé àðèôìåòèêè Ïåàíî,
à îïåðàöèè íà ω/E åñòåñòâåííî ïîðîæäàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè. Íåêîòî-
ðûå ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé èäóò
â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ðåøàÿ, íàïðèìåð, âîïðîñû î ïðåäñòàâèìî-
ñòè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ [9] èëè áóëåâûõ àëãåáð [10] â âèäå ôàêòîð-ñòðóêòóðû
ω/E äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè E. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ
êàæäîãî ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà P ìû ââîäèì òàê íàçûâàåìûé íîñèòåëü
E ïðåäïîðÿäêà P , ò.å. ìàêñèìàëüíóþ ïîçèòèâíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, ñîäåðæà-
ùóþñÿ â ïðåäïîðÿäêå P , è ôàêòè÷åñêè ðàáîòàåì ñ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì ω/E. Íà îñíîâå ïîíÿòèÿ íîñèòåëÿ ìû îáîáùàåì íåêîòîðûå èçâåñò-
íûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ïîçèòèâíûå
ïðåäïîðÿäêè.

Åñëè R è S � ýòî ïðåäïîðÿäêè íà ω, òî ãîâîðÿò, ÷òî R âû÷èñëèìî ñâîäèòñÿ
ê S (îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R ≤c S), åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f ,
òàêàÿ ÷òî xRy ⇔ f(x)Sf(y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ ω. Ïðåäïîðÿäêè R è S íàçûâàþò
ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R ≡c S), åñëè R ≤c S è S ≤c R. Ïðåä-
ïîðÿäêè R è S íàçûâàþòñÿ âû÷èñëèìî èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñ-
ëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà ω, ñâîäÿùàÿ R ê S. Ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê
íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè ëþáîé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê âû÷èñëèìî
ñâîäèòñÿ ê íåìó. Èçâåñòíîå ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè áûëî ââåäåíî ñõîæèì îáðàçîì, êàê ìàêñèìàëüíîé ñðåäè âñåõ ïîçèòèâíûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèìîé ñâîäèìîñòè.

Â ðàçäåëå 1 äàííîé ðàáîòû ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèÿ ïðåäïîëíîòû, ñëàáîé
ïðåäïîëíîòû, e-ïîëíîòû, ðàâíîìåðíî êîíå÷íîé ïðåäïîëíîòû è ýôôåêòèâíîé
íåîòäåëèìîñòè ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ è äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå óíè-
âåðñàëüíûõ ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ óêàçàííûõ âûøå òèïîâ. Â ðàçäåëå 2 ìû
èññëåäóåì âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíåé íåñðàâ-
íèìûõ ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ. À â ðàçäåëå 3 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå óíèâåð-
ñàëüíîãî ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà P ìû ïîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íå ñðàâíèìûõ ñëàáî ïðåäïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîçèòèâíûõ
Ïðåäïîðÿäêîâ, íå ñðàâíèìûõ ñ P .

1. Ñïåöèàëüíûå êëàññû ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, îêàçàâøèåñÿ ïëîäîòâîðíûìè ïðè èññëåäîâà-
íèè óíèâåðñàëüíûõ ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ïîíÿòèå ïðåäïîëíîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè áûëî ââåäåíî À.È. Ìàëüöåâûì â ðàáîòå [12]. Îíî ñûãðàëî çíà-
÷èòåëüíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, â òîì ÷èñëå â
òåîðèè ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ýêâèâàëåíòíîñòü E íàçûâàåòñÿ ïðåä-
ïîëíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò õîòÿ áû äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè è äëÿ ëþáîé
÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ϕ íàéäåòñÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî
ϕ(x)Ef(x) äëÿ âñåõ x ∈ dom(ϕ).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ À. Ëàõëàíà [3], ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü S íà-
çûâàåòñÿ e-ïîëíîé (îò extension complete), åñëè äëÿ ëþáîé ïîçèòèâíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòèR è ëþáîé êîíå÷íîé ôóíêöèè f , ÿâëÿþùåéñÿ âëîæåíèåì 〈dom(f), R �
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dom(f)〉 â 〈ω, S〉, è äëÿ ëþáîãî i ∈ ωrdom(f) ìîæíî ïî ÷èñëó i, êàíîíè÷åñêîìó
íîìåðó ôóíêöèè f è âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîìó èíäåêñó îòíîøåíèÿ R ýôôåê-
òèâíî íàéòè ÷èñëî j òàêîå, ÷òî f∪{〈i, j〉} ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì 〈dom(f)∪{i}, R〉
â 〈ω, S〉. Â [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî e-ïîëíûå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè è ïðåä-
ïîëíûå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè è îáðàçóþò
äâà ðàçëè÷íûõ òèïà âû÷èñëèìîãî èçîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ïðåäïîðÿäîê. Îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè E = {(x, y) : xPy & yPx} íàçîâåì íîñèòåëåì ïðåäïîðÿäêà P è
îáîçíà÷èì ýêâèâàëåíòíîñòü E ÷åðåç supp(P ).

Î÷åâèäíî, ÷òî íîñèòåëü supp(P ) ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà P ÿâëÿåòñÿ ïîçè-
òèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Îäíàêî, îáðàòíîå íå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèX �
íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, òî ïðåäïîðÿäîê Q = {(2x, 2x+1) : x ∈
X} íå ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíûì, íî åãî íîñèòåëü ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè Id.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ïðåäïîðÿäêîâ P1, P2, åñëè P1 ≤c P2, òî supp(P1) ≤c

supp(P2).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Íàïðèìåð, supp(Q) ≤c supp(Id) íî Q �c Id.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåäïîðÿäîê P íàçîâ¼ì ïðåäïîëíûì (ñëàáî ïðåäïîëíûì, e-
ïîëíûì, ðàâíîìåðíî êîíå÷íî ïðåäïîëíûì, èëè ýôôåêòèâíî íåîòäåëèìûì),
åñëè íîñèòåëü ïðåäïîðÿäêà supp(P ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé (ñîîòâåòñòâåííî,
ñëàáî ïðåäïîëíîé, e-ïîëíîé, ðàâíîìåðíî êîíå÷íî ïðåäïîëíîé, èëè ýôôåêòèâíî
íåîòäåëèìîé) ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà P ñóùåñòâóåò ïðåäïîëíûé
ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê Q òàêîé, ÷òî P ≤c Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê, à E �
óíèâåðñàëüíàÿ ïðåäïîëíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà supp(P ) ≤c E ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóðêöèè f . Îïðåäåëèì ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîêQ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ x, y ∈ ω

xQy ⇔ xEy ∨ (∃u)(∃v)[xEf(u) & yEf(v) & uPv]

Íå ñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî P ≤c Q è supp(Q) = E. Â ñèëó âûáîðà E ïðåäïî-
ðÿäîê Q ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì. �

Ñëåäñòâèå 1. Óíèâåðñàëüíûå ïðåäïîëíûå ïîçèòèâíûå ïðåäïîðÿäêè ñóùåñòâó-
þò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå P â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû äîñòàòî÷íî âçÿòü
ëþáîé óíèâåðñàëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê, [13]. �

Ïðåäïîëíûå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, [2],
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå îíè ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû. Áîëåå òîãî, íåòðèâèàëüíûå
ïðåäïîëíûå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóþò åäèíñòâåííûé òèï âû÷èñ-
ëèìîãî èçîìîðôèçìà, [3]. Äëÿ ïðåäïîëíûõ ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ êàðòèíà
ñîâåðøåííî èíàÿ, êàê ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñëåäñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ïðåäïîëíûå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîãóò áûòü è íå óíèâåðñàëüíûìè.
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Ñëåäñòâèå 2. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåýêâèâàëåíòíûõ ïðåäïîëíûõ
ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pk}k∈ω ïîçè-
òèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ òàêèõ, ÷òî

• supp(Pk) = Idk+1,
• (∀i ≤ j ≤ k)([i]Idn+1

Pk[j]Idn+1
).

Êàæäûé Pk � ýòî ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê, ôàêòîð êîòîðîãî ïî íîñèòåëþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, èçîìîðôíûì ïîðÿäêó {0 < 1 < 2 < . . . < k}.
Î÷åâèäíî, ÷òî Pj �c Pi äëÿ ëþáûõ i < j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk ïîçèòèâíûé
ïðåäïîðÿäîê, êîòîðûé ìîæíî ïîñòðîèòü êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1, êî-
ãäà â êà÷åñòâå P âûñòóïàåò ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê Pk. Òîãäà Qj �c Qi äëÿ
ëþáûõ i < j. �

Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

• ïîçèòèâíûõ ñëàáî ïðåäïîëíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé,
• ïîçèòèâíûõ e-ïîëíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé,
• ïîçèòèâíûõ ðàâíîìåðíî êîíå÷íî ïðåäïîëíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé,
• ïîçèòèâíûõ ýôôåêòèâíî íåîòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé,�

ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [6]. Ïðèìå-
íÿÿ êîíñòðóêöèþ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîãî ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà P ñóùåñòâóåò ïîçèòèâ-
íûé ïðåäïîðÿäîê Q èç êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå êëàññîâ òàêîé, ÷òî
P ≤c Q.

2. Òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè

Ìíîæåñòâî ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèìîé ñâîäèìî-
ñòè ≤c ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîâîé ñòðóêòóðîé, ôàêòîð ñòðóêòóðà êîòîðîé ïî
îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ≡c îáðàçóåò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî ≤c. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëü-
íîñòü ðå÷è, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê P ñîñòîèò èç êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè (òî÷íåå, êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè åãî íîñèòåëÿ supp(P )), ñâÿ-
çàííûõ îòíîøåíèåì P .

Îäíèìè èç âàæíûõ ïðîáëåì ïðè èçó÷åíèè ëþáûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóð
ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ íàèìåíüøèõ âåðõíèõ ãðàíåé è íàèáîëüøèõ
íèæíèõ ãðàíåé. Â ðàáîòå [7] èññëåäîâàëèñü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ñóïðåìóìîâ
è èíôèìóìîâ ñòåïåíåé ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîñèòåëüíî âû÷èñëè-
ìîé ñâîäèìîñòè. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ñâåäåíû â íèæåñëåäóþùèå òàáëèöû:

X Y X ∧ Y ?
light light -èíîãäà ÍÅÒ

-èíîãäà ÄÀ
dark dark ÍÅÒ
light dark ÍÅÒ

Òàáëèöà 1. Ñóùåñòâîâàíèå èíôèìóìîâ â
ñòðóêòóðå ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
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X Y X ∨ Y ?
light light -èíîãäà ÍÅÒ

-èíîãäà ÄÀ
dark dark ÍÅÒ
light dark -èíîãäà ÍÅÒ

-èíîãäà ÄÀ

Òàáëèöà 2. Ñóùåñòâîâàíèå ñóïðåìóìîâ â
ñòðóêòóðå ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

Êîíå÷íî æå â ýòèõ òàáëèöàõ ðàññìàòðèâàëèñü íåñðàâíèìûå ïîçèòèâíûå ýê-
âèâàëåíòíîñòè X è Y .

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [6]), ÷òî ÷åðåç Idn îáîçíà÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ
n âû÷èñëèìûìè êëàññàìè. ×åðåç Id îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ýêâèâàëåíòíîñòü E íàçûâàåòñÿ ò¼ìíîé (dark), åñëè E íå ñðàâíèìà ñ
Id. Ýêâèâàëåíòíîñòü E ñ áåñêîíå÷íî ìíîãèìè êëàññàìè íàçûâàåòñÿ ñâåòëîé
(light), åñëè îíà íå ò¼ìíàÿ.

Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííûé ïîäõîä, íàìå÷åííûé â ðàçäåëå 1, ââåäåì ïîíÿòèÿ
ò¼ìíîãî, ñâåòëîãî è êîíå÷íîãî ïðåäïîðÿäêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê P íàçûâàåòñÿ ò¼ìíûì (êîíå÷-
íûì, ñâåòëûì), åñëè íîñèòåëü supp(P ) ÿâëÿåòñÿ ò¼ìíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
(ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ; íå ÿâëÿåòñÿ íè êîíå÷íîé, íè ò¼ìíîé
ýêâèâàëåíòíîñòüþ).

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [8] ââåäåíî íåñêîëüêî èíîå ïîíÿòèå ò¼ìíîãî ïîçèòèâ-
íîãî ïðåäïîðÿäêà P äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà P èíäóöèðóåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà
supp(P ).

Òàê êàê ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïîçèòèâíûìè ïðåä-
ïîðÿäêàìè, òî íà âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ñóïðåìóìîâ è èíôèìóìîâ â ïðèâå-
ä¼ííûõ âûøå òàáëèöàõ ñëó÷àè ñ îòâåòàìè "èíîãäà ÄÀ, èíîãäà ÍÅÒ" ìîæíî
íå ðàññìàòðèâàòü. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà îáà
ïðåäïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ò¼ìíûìè.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò íåñðàâíèìûå ò¼ìíûå ïîçèòèâíûå ïðåäïîðÿäêè, èìå-
þùèå íàèáîëüøóþ íèæíþþ ãðàíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïðîñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà RS = {(x, y) : x =
y∨{x, y} ⊆ S} � ò¼ìíàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Îïðåäåëèì ïðåäïîðÿäêè
P è Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P = RS ⊕ Id1;

Q = RS ⊕ Id1 ∪ {(2x, 2y + 1) : x ∈ S}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîçèòèâíûå ïðåäïîðÿäêè P è Q ÿâëÿþòñÿ ò¼ìíûìè. Ïîêà-

æåì, ÷òî îíè íå ñðàâíèìû, à RS ÿâëÿåòñÿ èõ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ. Íåòðóä-
íî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäïîðÿäîê P ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ÷òî
ó ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà Q â òî÷íîñòè äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè 2S è
2ω + 1 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè, â ÷àñòíîñòè, Q íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
ßñíî, ÷òî ïðåäïîðÿäîê, âû÷èñëèìî ñâîäèìûé ê ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ñàì
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî Q �c P .
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Äîêàæåì, ÷òî è P �c Q. Äîïóñòèì, ÷òî P ≤c Q ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè f . Â ñèëó ñâîäèìîñòè, îáðàç ôóíêöèè f íå ìîæåò ïåðåñåêàòü îáà ñâÿ-
çàííûõ Q-êëàññà 2S è 2ω+1. Åñëè range(f)∩2S = ∅, òî 2S ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì
âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà, à ýòî íåâîçìîæíî. Åñëè æå range(f)∩2S 6= ∅, òî ôóíê-
öèÿ f([x2 ]) îñóùåñòâëÿåò íå ñþðúåêòèâíóþ ñâîäèìîñòü RS ≤c RS , ÷òî òàêæå
íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîçèòèâíûå ïðåäïîðÿäêè P è Q íå ñðàâíèìû.

ßñíî, ÷òî RS ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ P è Q. Ïóñòü ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿ-
äîê T ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ ïðåäïîðÿäêîâ P è Q. Òàê êàê P ÿâëÿåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ è T ≤c P , òî ïðåäïîðÿäîê T òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ïóñòü T ≤c Q ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g. Êàê è âûøå, çàìåòèì, ÷òî
range(g) íå ìîæåò ïåðåñåêàòü îáà ñâÿçàííûõ Q-êëàññà 2S è 2ω+1 è ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. range(g) ∩ 2S = ∅. Òàê êàê âñå Q-êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êðîìå
êëàññà 2S ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûìè, òî âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè T òàêæå
ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûìè. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè â T êîíå÷íî. Äîïóñòèì, ÷òî T èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà range(g) ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà Q-êëàññîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî range(g) r (2ω + 1 ∪ 2S)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, à ýòî íåâîçìîæíî ââèäó ïðîñòîòû ìíîæåñòâà S. Èòàê,
T ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ω íà êîíå÷íîå ÷èñëî âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, T ≤c RS .

Ñëó÷àé 2. range(g) ∩ 2S 6= ∅. Òîãäà range(g) ∩ 2ω + 1 = ∅ è âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ g(x)
2 îñóùåñòâëÿåò ñâîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè T ê RS .

Ñëåäîâàòåëüíî, RS ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíüþ ïîçèòèâíûõ ïðåä-
ïîðÿäêîâ P è Q. �

3. Ñëàáî ïðåäïîëíûå ìèíèìàëüíûå ïîçèòèâíûå ïðåäïîðÿäêè

Äëÿ ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé â ðàáîòå [7] Ó.Àíäðþñîì è À.Ñîðáè áûë
óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R - íå óíèâåðñàëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà
íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íå ñðàâíèìûõ ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé {El}l∈ω òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäûõ l è ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè X

(1) El � R
(2) X ≤ El ⇒ (∃n)[X ≤ Idn]

Çàìåòèì, ÷òî â Òåîðåìå 3 íåò íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòåé {El}l∈ω, äîñòàòî÷íî ñòðîèòü òîëüêî îäíó. Êðî-
ìå òîãî, ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü áûëà
ñëàáî ïðåäïîëíîé. Èñïîëüçóÿ èäåè äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3, ìû äîêàæåì å¼
àíàëîã äëÿ ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðåäïîðÿäîê P íàçîâåì ìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
ïðåäïîðÿäêà X ñâîäèìîñòü X ≤c P âëå÷¼ò ñâîäèìîñòü P ≤c X èëè êîíå÷-
íîñòü ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íîñèòåëÿ supp(P ).

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî íå óíèâåðñàëüíîãî ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà R íàé-
äåòñÿ ñëàáî ïðåäïîëíûé ìèíèìàëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê P , íå ñâîäÿ-
ùèéñÿ ê R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � íå óíèâåðñàëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê. Ïî-
ñòðîèì ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê P , óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ äëÿ
ëþáûõ i, j, k, e ∈ ω :

Pi,j : Åñëè ìíîæåñòâî Wi ïåðåñåêàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè supp(P ), òî îíî ïåðåñåêàåò êëàññ [j]supp(P ).

Tk : ϕk íå ÿâëÿåòñÿ ñâîäÿùåé ôóíêöèåé P ê R.
WPe : Åñëè ϕe âñþäó îïðåäåëåíà, òî ∃xe((xe, ϕe(xe)) ∈ supp(P )).
Îñíîâíîé îïåðàöèåé â íàøåì ïîñòðîåíèè ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ðåôëåêñèâíî-

ãî è òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ ñèìâîëîì ∗: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ X ÷åðåç X∗ îáîçíà÷àåòñÿ íàèìåíüøèé ïðåäïîðÿäîê, ñî-
äåðæàùèé X. Êàæäûé ðàç, êîãäà â ñòðîÿùèéñÿ ïðåäïîðÿäîê äîáàâëÿåòñÿ îäíà
èëè íåñêîëüêî ïàð ÷èñåë, äëÿ ïîëó÷åííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íåìåäëåííî
âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ ∗.

×åðåç (Rs)s∈ω îáîçíà÷èì ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
çèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ ñî ñâîéñòâàìè: R0 = Id,

⋃
s∈ω Rs = R, äëÿ êàæäîãî s

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: Rs+1 = (Rs ∪ {(xs, ys)})∗ äëÿ íåêîòîðîé
ïàðû ÷èñåë (xs, ys).

Ïîä áîëüøèì ÷èñëîì ìû ïîíèìàåì ÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå âñåõ ÷èñåë, óæå
èñïîëüçîâàííûõ â ïîñòðîåíèè.
Èçîëèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Pi,j:

(1) Âûáèðàåì áîëüøîå ÷èñëî t.
(2) Åñëè Wi ∩ [j]supp(P ) = ∅, òî æä¼ì ïîêà Wi ∩ [k]supp(P ) 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî

k ≥ t.
(3) Äîáàâëÿåì ïàðû (j, k) è (k, j) â P .
Èçîëèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ Tk:

Ôèêñèðóåì óíèâåðñàëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê U .
(1) Âûáèðàåì ñâåæèå (ò.å. ðàíåå íå èñïîëüçîâàííûå) ÷èñëà a0, a1 è ïîëàãàåì

ïàðàìåòð r ýòîé ñòðàòåãèè ðàâíûì 1.
(2) Äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ i, j ≤ r ñòàâèì çàïðåò íà äîáàâëåíèå ïàð (ai, aj) â

P , åñëè îíè óæå íå íàõîäÿòñÿ â P . Ýòîò çàïðåò îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ñòðàòåãèÿì,
îòëè÷íûì îò Tk.

(3) Æä¼ì, ïîêà âñå çíà÷åíèÿ ϕk(a0), ϕk(a1), ..., ϕk(ar) ñòàíóò îïðåäåë¼ííûìè
íà íåêîòîðîì øàãå s.

(4) Åñëè äëÿ âñåõ i, j ≤ r

aiP
saj ⇔ ϕk(ai)R

sϕk(aj), (†)

òî äîáàâëÿåì ïàðû (ai, aj) â P äëÿ âñåõ i, j ≤ r òàêèõ, ÷òî iUsj, óâåëè÷èâàåì
íà 1 çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r, âûáèðàåì ñâåæèé ýëåìåíò ar è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó
(2).
Èçîëèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ WPe:

(1) Âûáèðàåì ñâåæåå ÷èñëî xe.
(2) Æä¼ì, ïîêà îïðåäåëèòñÿ çíà÷åíèå ϕe(xe).
(3) Äîáàâëÿåì ïàðû (ϕe(xe), xe) è (xe, ϕe(xe)) â P.

Ïîíÿòíî, ÷òî âûïîëíåíèå âñåõ òðåáîâàíèé Tk, k ∈ ω, è WPe, e ∈ ω, ãàðàíòè-
ðóåò íåñâîäèìîñòü ïðåäïîðÿäêà P ê R è ñëàáóþ ïðåäïîëíîòó P . Ïîêàæåì, ÷òî
âûïîëíåíèå âñåõ òðåáîâàíèé Pi,j , i, j ∈ ω, ãàðàíòèðóåò ìèíèìàëüíîñòü ïðåäïî-
ðÿäêà P . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê,
ñâîäÿùèéñÿ ê P ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f . È ïóñòü Wi
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åñòü range(f). Åñëè ìíîæåñòâî Wi ïåðåñåêàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè supp(P ), òî ïðîîáðàçîì f ìîæåò áûòü òîëüêî ïîçèòèâíûé
ïðåäïîðÿäîê, íîñèòåëü êîòîðîãî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Åñëè æå Wi ïåðåñåêàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè,
òî ñòðàòåãèè Pi,j , j ∈ ω, â ñîâîêóïíîñòè äàþò ðàâåíñòâî [range(f)]supp(P ) = ω
è âñëåäñòâèå ïîçèòèâíîñòè ïðåäïîðÿäêà P íå ñëîæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ
ñâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ñâîäèìîñòè P ≤c X. Òàêèì îáðàçîì, P ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì ïîçèòèâíûì ïðåäïîðÿäêîì.
Êîíôëèêòû ñòðàòåãèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðàòåãèè Pi,j è WPe íå êîíôëèê-

òóþò ìåæäó ñîáîé. Êîíôëèêòû ìîãóò âîçíèêíóòü, êîãäà îäíà èç ýòèõ ñòðàòå-
ãèé æåëàåò äîáàâèòü íåêîòîðóþ ïàðó ÷èñåë â P , à ýòà ïàðà óæå íàõîäèòñÿ ïîä
çàïðåòîì, íàëîæåííûì íåêîòîðîé ñòðàòåãèåé Tk. Çàìåòèì, ÷òî çàïðåòû íàëàãà-
þòñÿ òîëüêî ñòðàòåãèÿìè Tk. Êàçàëîñü áû, ÷òî ñòðàòåãèÿ Tk′ äëÿ k′ 6= k ìîæåò
ïðåïÿòñòâîâàòü ñòðàòåãèè Tk ïåðå÷èñëèòü â P ïàðó (ai, aj) ïðè âûïîëíåíèè
ïóíêòà (4), íàëàãàÿ çàïðåò íà ýòó ïàðó. Îäíàêî ýòî íå ïðîèñõîäèò, ïîñêîëü-
êó âûáîð ïàðàìåòðîâ a0, a1, . . . , ar â îáåèõ ñòðàòåãèÿõ Tk′ è Tk ïðîèçâîäèòñÿ
èç ñâåæèõ ÷èñåë. Ïî òîé æå ïðè÷èíå, ïàðàìåòðû xe, âûáèðàåìûå ñòðàòåãèåé
WPe, íå ìîãóò áûòü êîìïîíåíòîé íè îäíîé ïàðû, çàïðåù¼ííîé íè îäíîé èç
ñòðàòåãèé Tk. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ïîñòðîåíèè ïðåäïîðÿäêà P ìû äîëæíû
çàáîòèòüñÿ òîëüêî î ðàçðåøåíèè êîíôëèêòîâ ñòðàòåãèé Pi,j è Tk.

Ñïîñîá ðàçðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà êîíôëèêòîâ äàâíî èçâåñòåí � ýòî ìåòîä ïðè-
îðèòåòà, â äàííîì ñëó÷àå ìåòîä ïðèîðèòåòà ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè. Ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ñòðàòåãèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû: S0, S1, S2, . . . , Sk, . . . , ïðè-
÷¼ì ïî íîìåðó k ìîæíî ýôôåêòèâíî âîññòàíîâèòü âèä ñòðàòåãèè è å¼ èíäåê-
ñû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ Sk èìååò áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì Sn, åñëè
k < n.

Íà êàæäîì øàãå s êîíñòðóêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â òî÷íîñòè îäíà èç ñòðàòå-
ãèé Sl, l ∈ ω, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç Ss, ïðè ýòîì Ss ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíê-
öèåé àðãóìåíòà s è äëÿ ëþáîãî l ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî s òàêèõ, ÷òî
Ss = Sl. Ê êîíöó ëþáîãî øàãà s ñòðàòåãèÿ Sl ìîæåò áûòü ëèáî àêòèâíîé, ëèáî
ïàññèâíîé. Íà øàãå 0 âñå ñòðàòåãèè ïàññèâíû. Àêòèâíàÿ (ïàññèâíàÿ) íà øà-
ãå s ñòðàòåãèÿ îñòà¼òñÿ òàêîâîé äî òåõ ïîð, ïîêà íà íåêîòîðîì áîëüøåì øàãå
îíà íå îáúÿâëÿåòñÿ ïàññèâíîé (ñîîòâåòñòâåííî, àêòèâíîé). Àêòèâíàÿ ñòðàòå-
ãèÿ, ñòàâøàÿ ïàññèâíîé, ìîæåò áûòü ðåàêòèâèçèðîâàíà íà íåêîòîðîì áîëüøåì
øàãå.

Àêòèâèçàöèÿ (ðåàêòèâèçàöèÿ) ñòðàòåãèè Sl îçíà÷àåò âûáîð å¼ ïàðàìåòðîâ:
äëÿ ñòðàòåãèé Pi,j , Tk è WPe ýòî âûïîëíåíèå ïóíêòà (1) ýòèõ ñòðàòåãèé, ïàðà-
ìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà t, r, a0, a1 è xe. Ïî õîäó êîíñòðóêöèè
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r ñòðàòåãèè Tk ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî, à â ñïèñîê å¼ ïà-
ðàìåòðîâ ìîãóò áûòü äîáàâëåíû ñâåæèå ÷èñëà ar, êàê ýòî îïèñàíî â ïóíêòå
(4) ýòîé ñòðàòåãèè. Êðîìå ïàðàìåòðîâ r, a0, a1 ñòðàòåãèÿ Tk ïðè àêòèâèçàöèè
ôîðìèðóåò ìíîæåñòâî res(k), ñîñòîÿùåå èç ïàð ÷èñåë, êîòîðûå ñòðàòåãèÿ Tk

çàïðåùàåò äîáàâëÿòü â P âñåì ñòðàòåãèÿì ìåíüøåãî ïðèîðèòåòà. Ïðè àêòèâè-
çàöèè (ðåàêòèâèçàöèè) res(k) ñîñòîèò èç äâóõ ïàð (a0, a1) è (a1, a0), ê êîòîðûì
ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà r äîáàâëÿþòñÿ íîâûå ïàðû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíê-
òîì (4) îïèñàíèÿ ñòðàòåãèè Tk.
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Îáúÿâëåíèå ñòðàòåãèè ïàññèâíîé ñîïðîâîæäàåòñÿ òåì, ÷òî âñå å¼ ïàðàìåòðû
ñòàíîâÿòñÿ íåîïðåäåë¼ííûìè, à ìíîæåñòâî çàïðåòîâ res(k) ñòðàòåãèè Tk îïó-
ñòîøàåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî ñòðàòåãèÿ ðåàêòèâèçèðóåòñÿ íà áîëüøåì øàãå.

Êîíñòðóêöèÿ. Ïðåäïîðÿäîê P ñòðîèòñÿ ïî øàãàì. ×åðåç P s îáîçíà÷àåòñÿ
ïðåäïîðÿäîê íà ω, ñîäåðæàùèé êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð (x, y) ñ x 6= y, ïîñòðîåííûé
ê êîíöó øàãà s.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àêòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ Ss+1 òðåáóåò âíèìàíèÿ, åñëè

(1) Ss+1 = Sl è Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Pi,j äëÿ íåêîòîðûõ i, j è âûïîëíåíî
óñëîâèå: åñëèW s

i ∩[j]supp(P s) = ∅, òîW s
i ∩[m]supp(P s) 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî

m ≥ t òàêîãî, ÷òî {(j,m), (m, j)} ∩ res(l′) = ∅ äëÿ âñåõ l′ < l, ëèáî
(2) Ss+1 = Sl è Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Tk è çíà÷åíèÿ ϕk(a0), ϕk(a1), ..., ϕk(ar)

îïðåäåëåíû íà øàãå s äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ a0, a1, . . . , ar ñòðàòåãèè Tk

è âûïîëíåíî (�), ëèáî
(3) Ss+1 = Sl è Sl åñòü ñòðàòåãèÿ WPe äëÿ íåêîòîðîãî e, (y, ϕe(y)) /∈

supp(P s) äëÿ êàæäîãî y ∈ dom(ϕs
e) è ϕs

e(xe) îïðåäåëåíî.

Øàã 0. Ïîëàãàåì P 0 = Id, res(l) = ∅ äëÿ ëþáûõ l. Âñå ñòðàòåãèè íà øàãå 0
îáúÿâëÿåì ïàññèâíûìè. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Øàã s+1. Åñëè ñòðàòåãèÿ Ss+1 ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíîé, òî àêòèâèçèðóåì (ðåàê-

òèâèçèðóåì) å¼ è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Åñëè ñòðàòåãèÿ Ss+1 ÿâëÿåòñÿ
àêòèâíîé, íî íå òðåáóåò âíèìàíèÿ, òî íè÷åãî íà èçìåíÿÿ ïåðåõîäèì ê ñëåäó-
þùåìó øàãó. Íàêîíåö, åñëè ñòðàòåãèÿ Ss+1 òðåáóåò âíèìàíèÿ, òî ðàññìîòðèì
òðè ñëó÷àÿ.

(1) Ss+1 = Sl è Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Pi,j äëÿ íåêîòîðûõ i, j. Åñëè W s
i ∩

[j]supp(P s) 6= ∅, òî ñðàçó ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âûáèðàåì íàèìåíüøåå ÷èñëî m ≥ t òàêîå, ÷òî êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè [m]supp(P s) ñîäåðæèò ÷èñëî èç W s

i è îáå ïàðû (j,m), (m, j)

íå ñîäåðæàòñÿ íè â îäíîì èç ìíîæåñòâ res(l′), l′ < 1; ïîëàãàåì P s+1 =
(P s ∪ {(j,m), (m, j)})∗; îáúÿâëÿåì âñå ñòðàòåãèè S′l , l > l′, ïàññèâíûìè.

(2) Ss+1 = Sl è Sl åñòü ñòðàòåãèÿ WPe äëÿ íåêîòîðîãî e. Ïóñòü xe � ïàðà-
ìåòð ñòðàòåãèèWPe. Ïîëàãàåì P s+1 = (P s∪{(xe, ϕe(xe)), (ϕe(xe), xe)})∗.
Îáúÿâëÿåì âñå ñòðàòåãèè S′l , l > l′, ïàññèâíûìè.

(3) Ss+1 = Sl è Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Tk äëÿ íåêîòîðîãî k. Ïóñòü r, a0, a1, . . . , ar
� å¼ ïàðàìåòðû. Ïîëàãàåì P s+1 = (P s∪{(ai, aj) : i, j ≤ r&(i.j) ∈ Us})∗.
Óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r íà åäèíèöó. Ïîëàãàåì ïàðàìåòð
ar+1 ðàâíûì íàèìåíüøåìó ñâåæåìó ÷èñëó. Äîáàâëÿåì â resk âñå ïà-
ðû ÷èñåë (a1, ar+1), (ar+1, ai), i ≤ r. Îáúÿâëÿåì âñå ñòðàòåãèè S′l , l > l′,
ïàññèâíûìè.

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
Âåðèôèêàöèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî s êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ, ÿâëÿþùà-

ÿñÿ ïàññèâíîé íà øàãå s, áóäåò àêòèâèçèðîâàíà (ðåàêòèâèçèðîâàíà) íà íåêîòî-
ðîì áîëüøåì øàãå.

Ëåììà 1. Êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ òðåáóåò âíèìàíèÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S0 � ýòî
T0, à ϕ0 � íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñòðàòåãèÿ S0 àêòèâèçèðóåòñÿ
ðîâíî îäèí ðàç è íèêîãäà íå òðåáóåò âíèìàíèÿ.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà s0 íè îäíà èç ñòðàòåãèé
S0, S1, . . . , Sl−1 íå òðåáóåò âíèìàíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà s1 ≥



ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÊËÀÑÑÛ ÏÎÇÈÒÈÂÍÛÕ ÏÐÅÄÏÎÐßÄÊÎÂ 19

s0 ñòðàòåãèÿ Sl òàêæå íå áóäåò òðåáîâàòü âíèìàíèÿ. Íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
åñëè Sl ýòî îäíà èç ñòðàòåãèé Pi,j èëè WPe, òî ïîñëå øàãà s0 ñòðàòåãèÿ Sl

ìîæåò ïîòðåáîâàòü âíèìàíèÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Tk äëÿ íåêîòîðîãî k è Sl òðåáóåò

âíèìàíèÿ íà áåñêîíå÷íî ìíîãèõ øàãàõ s > s0. Â ñèëó âûáîðà s0, ñòðàòåãèÿ Sl íå
ìîæåò áûòü îáúÿâëåíà ïàññèâíîé è íà âñåõ ýòèõ øàãàõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå †. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ a0, a1, a2, . . . ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-
íîé, ôóíêöèÿ ϕe ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ ϕe(ai) ïåðåìåííîé i ñâîäèò óíèâåðñàëüíûé ïîçèòèâíûé ïðåäïîðÿäîê
U ê ïðåäïîðÿäêó R, ÷òî íåâîçìîæíî. �

Ëåììà 2. Âñå òðåáîâàíèÿ Pi,j, WPe, Tk óäîâëåòâîðåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sl åñòü ëþáàÿ èç ñòðàòåãèé Pi,j , WPe, Tk è ïóñòü s0
� íàèìåíüøèé øàã, ïîñëå êîòîðîãî íè îäíà èç ñòðàòåãèé S0, S1, . . . , Sl íå òðå-
áóåò âíèìàíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî øàãà ñëåäóåò èç Ëåììû 1. Ïîêàæåì,
÷òî ñòðàòåãèÿ Sl áóäåò óäîâëåòâîðåíà íà èëè ïîñëå øàãà s0. Ðàññìîòðèì òðè
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Pi,j äëÿ íåêîòîðûõ i, j, ïðè÷åì Wi ïåðåñåêàåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè supp(P ), à ÷èñëî j ïðîèçâîëüíîå.
Ââèäó âûáîðà s0 ìíîæåñòâî

⋃
l′<l resl′ êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë m ∈ Wi, îòëè÷íûõ îò êîìïîíåíòîâ âñåõ ïàð ýòîãî ìíî-
æåñòâà. Ïóñòü s1 + 1 > s0 íåêîòîðûé øàã, äëÿ êîòîðîãî îäíî èç òàêèõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë m ñîäåðæèòñÿ â W s1

i , è Ss1+1 åñòü ñòðàòåãèÿ Pi,j . Òîãäà
W s1

i ∩ [j]supp(P s) 6= ∅, èíà÷å íà øàãå s1 + 1 ñòðàòåãèÿ Sl ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó øàãà s0.

Ñëó÷àé 2. Sl åñòü ñòðàòåãèÿ WPe äëÿ íåêîòîðîãî e, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ ϕe

ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííîé. Ïóñòü íà øàãå s2+1 > s0 ïàðàìåòð xe è çíà÷åíèå
ϕe(xe) îïðåäåëåíû, è Ss2+1 åñòü ñòðàòåãèÿ WPe. Òîãäà (y, ϕe(y)) ∈ supp(P s2)
äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ dom(ϕs2

e ), èíà÷å íà øàãå s2 + 1 ñòðàòåãèÿ Sl ïîòðåáóåò
âíèìàíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó øàãà s0.

Ñëó÷àé 3. Sl åñòü ñòðàòåãèÿ Tk äëÿ íåêîòîðîãî k, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ ϕk ÿâëÿåò-
ñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííîé. Ïîñêîëüêó ñòðàòåãèÿ Tk íå òðåáóåò âíèìàíèÿ ïîñëå øà-
ãà s0, ñïèñîê å¼ ïàðàìåòðîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
a0, a1, . . . , ar, ñòàáèëèçèðóåòñÿ ìíîæåñòâî çàïðåòîâ resk, è ê íåêîòîðîìó øàãó
s3 + 1 > s0, äëÿ êîòîðîãî Ss3+1 åñòü Tk, âñå çíà÷åíèÿ ϕk(a0), ϕk(a1), . . . , ϕk(ar)
áóäóò îïðåäåëåíû è äëÿ âñåõ i, j ≤ r âûïîëíÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

ϕk(ai)Rϕk(aj) ⇐⇒ ϕk(ai)R
s3ϕk(aj), iUj ⇐⇒ iUs3j.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà øàãå s3 + 1 íàðóøåíî ñîîòíîøåíèå †. Â ñèëó âûáîðà s0,
íè îäíà èç ïàð (ai, aj), i, j ≤ r, íå ìîæåò áûòü ïåðå÷èñëåíà â P ñòðàòåãèÿìè
áîëüøåãî ïðèîðèòåòà è òåì áîëåå íå ìîæåò áûòü ïåðå÷èñëåíà â P ñòðàòåãèÿìè
ìåíüøåãî ïðèîðèòåòà, ÷åì Sl. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî aiP

s3aj ⇐⇒ aiPaj äëÿ
âñåõ i, j ≤ r. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîäèìîñòü P ≤c R ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè ϕk íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû íà îäíîé ïàðå ÷èñåë (ai, aj) ∈ resk.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ðàññìîòðåííûõ âûøå òð¼õ ñëó÷àåâ êîíñòðóêöèÿ
îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåáîâàíèÿ. �

Òåîðåìà äîêàçàíà.
�
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Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáîãî íå óíèâåðñàëüíîãî ïîçèòèâíîãî ïðåäïîðÿäêà R íàé-
äåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íå ñðàâíèìûõ ñëàáî ïðåäïîëíûõ ìèíèìàëü-
íûõ ïîçèòèâíûõ ïðåäïîðÿäêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ñâîäèòñÿ ê R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 4 äëÿ ïðåäïîðÿäêà R íàéäåòñÿ ñëàáî ïðåäïîë-
íûé ìèíèìàëüíûé ïðåäïîðÿäîê P0, íå ñðàâíèìûé ñ R. Ðàññìîòðèì ïîçèòèâíûé
ïðåäïîðÿäîê R1 = R⊕P0. Òîãäà supp(R1) íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ïîçèòèâ-
íîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ïîñêîëüêó óíèâåðñàëüíàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
íå ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåñðàâíèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, [1]. Ñëåäî-
âàòåëüíî, R1 íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïîçèòèâíûì ïðåäïîðÿäêîì. Ïðèìå-
íÿÿ Òåîðåìó 4, ïîëó÷èì ñëàáî ïðåäïîëíûé ìèíèìàëüíûé ïðåäïîðÿäîê P1, íå
ñðàâíèìûé ñ R1, à, çíà÷èò, íå ñðàâíèìûé íè ñ R, íè ñ P0. Èòåðèðóÿ ýòîò ïðî-
öåññ, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ïðåäïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ
ïðåäïîðÿäêîâ. �
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