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ПОЛИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ТЕОРИЙ

С УСЛОВИЕМ СИММЕТРИИ

Д.Ю. ЕМЕЛЬЯНОВ, С.В. СУДОПЛАТОВ

Abstract. В работе описывается структура алгебр бинарных фор-
мул полигонометрических теорий с условием симметрии. Вводятся
понятия псевдоевклидовых и интервальных алгебр бинарных фор-
мул, исследуются вопросы существования таких алгебр в классах
полигонометрических теорий.
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с условием симметрии, псевдоевклидова алгебра, интервальная ал-
гебра.

Понятия полигонометрии групп и полигонометрической теории [1, 2] имеют
следующие основные предпосылки и возможности. С одной стороны, полиго-
нометрии групп являются естественными обобщениями классических тригоно-
метрий и полигонометрий, которые находят широкое применение во многих
областях жизни [3, 4, 5, 6, 7]. С другой стороны, полигонометрии групп позво-
ляют реализовывать структурные свойства для решения некоторых известных
теоретико-модельных проблем [1, 8, 9, 10]. С третьей стороны, многие классы
полигонометрических теорий имеют хорошее структурное описание и допуска-
ют естественную классификацию [1, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18].

Среди всех полигонометрий групп следует выделить: 1) полигонометрии
групп с особыми элементами, позволяющие, в частности, строить стабильные
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властные орграфы [1, 9, 10, 20]; 2) полигонометрии пар групп, для которых од-
на из групп служит для измерения расстояний между точками, а вторая — для
измерения углов между линиями [1, 19]; 3) полигонометрии групп с условиями
симметрии, к которым относятся классические тригонометрии и полигономет-
рии [1, 21].

В настоящей работе продолжаются исследования по описанию алгебр бинар-
ных формул [22, 23] полигонометрических теорий [1], начатые в [24], рассмат-
риваются алгебры бинарных формул полигонометрических теорий с условием
симметрии, описывается структура и исследуется специфика этих алгебр. Эта
специфика связана с вводимыми понятиями псевдоевклидовых и интерваль-
ных алгебр. Доказано существование таких полигонометрий для любой ком-
мутативной линейно упорядоченной группы, рассматриваемой в виде группы
сторон.

В работе используется терминология, относящаяся к алгебрам бинарных
формул, а также к полигонометриям и их элементарным теориям [1, 22, 24].

Мы будем рассматривать алгебры A бинарных изолирующих формул эле-
ментарных теорий T (spm) s-полигонометрий spm, т.е. полигонометрий с усло-
вием симметрии, и, в частности, элементарных теорий T (strm) s-тригонометрий
strm пар групп (G1, G2) [1].

Работа состоит из следующих разделов. В разделе 1 приводятся необходи-
мые сведения о полигонометриях групп и о полигонометрических теориях [1].
В разделе 2 дается система понятий и обозначений для алгебр бинарных фор-
мул [22, 23]. В разделе 3 описывается структура и специфика алгебр бинарных
изолирующих формул полигонометрических теорий с условием симметрии. В
разделе 4 охарактеризованы детерминированные и почти детерминированные
алгебры бинарных изолирующих формул полигонометрических теорий. В раз-
деле 5 изучены расширения псевдоплоскостей полигонометрий с условием сим-
метрии до плоскостей, а также введены псевдоевклидовы и интервальные ал-
гебры бинарных изолирующих формул полигонометрических теорий и решены
вопросы их существования.

1. Полигонометрии групп и полигонометрические теории

Полигонометрии групп (в частности, тригонометрии групп) представляют
собой объекты на (псевдо)плоскостях, наделенные действиями групп, которые
позволяют измерять длины отрезков и величины углов. При этом приводимые
ниже понятия полигонометрии и s-полигонометрии отличаются тем, что в пер-
вом случае длины отрезков и величины углов могут быть несимметричными,
т.е. переход от точки p1 до точки p2 на некоторой линии (также как и переход
от линии l1 до линии l2, при наличии общих точек у этих линий) и обратный
переход могут соответствовать разным элементам группы.

Система P = ⟨P,L, I⟩, где P — множество точек , L — множество линий,
I ⊆ P × L — отношение инцидентности, называется точной (λ1, λ2)-псевдо-
плоскостью, где λ1, λ2 — некоторые кардиналы, если выполняются следующие
предложения:

∀p ∈ P ∃=λ1 l ∈ L I(p, l), ∀l ∈ L ∃=λ2p ∈ P I(p, l),

∀p1 ̸= p2 ∈ P ∃≤1l ∈ L (I(p1, l) ∧ I(p2, l)),
∀l1 ̸= l2 ∈ L ∃≤1p ∈ P (I(p, l1) ∧ I(p, l2)).
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Здесь ∃=λ означает “существует ровно λ”, а ∃≤1 — “существует не более одного”.
Точную (λ1, λ2)-псевдоплоскость P будем называть псевдоплоскостью, если

из контекста ясно, о каких кардиналах λ1 и λ2 идëт речь.
Пусть P = ⟨P,L,∈⟩ — (λ1, λ2)-псевдоплоскость. Если p1, p2 — точки псевдо-

плоскости P, то наименьшее число n, для которого существуют линии l1, . . . , ln
с условиями p1 ∈ l1, p2 ∈ ln, li ∩ li+1 ̸= ∅, i = 1, . . . , n− 1, называется расстоя-
нием d(p1, p2) между точками p1 и p2, если такая последовательность линий
существует, и d(p1, p2) 
 ∞, если такой последовательности нет; d(p1, p1) 
 0.

Пусть P ′ = ⟨P ′, L′,∈⟩ — (λ1, λ2)-псевдоплоскость, для которой P ′ ⊆ P ,
L′ ⊆ L и P ′, L′ — максимальные подмножества P и L соответственно такие, что
расстояния между любыми двумя точками конечны. Тогда псевдоплоскость P ′

называется связной компонентой или компонентой связности псевдоплоско-
сти P. Число связных компонент псевдоплоскости P обозначается через c(P).
Псевдоплоскость P называется связной, если c(P) = 1. Диаметром d(P) псев-
доплоскости P называется наибольшее расстояние между точками, принадле-
жащими одной и той же связной компоненте, если такое расстояние существует,
и полагается d(P) 
 ∞, если расстояния в некоторой связной компоненте не
ограничены.

Точная (λ1, λ2)-псевдоплоскость P называется плоскостью, если выполня-
ется

∀p1 ̸= p2 ∈ P ∃=1l ∈ L (I(p1, l) ∧ I(p2, l)).
Плоскость P называется проективной плоскостью, если

∀l1 ̸= l2 ∈ L ∃=1p ∈ P (I(p, l1) ∧ I(p, l2)).

Точная (λ1, λ2)-псевдоплоскость называется точной λ-псевдоплоскостью, если
λ1 = λ2 = λ.

Любая последовательность, состоящая из n ≥ 3 точек (p1, p2, . . . , pn), для
которых существуют линии l1, l2, . . . , ln такие, что p1, p2 ∈ l1, . . ., pn−1, pn ∈
ln−1, pn, p1 ∈ ln, называется n-угольником или многоугольником. Как обычно,
при n = 3 n-угольник называется треугольником, при n = 4 — четырëх-
угольником и т.д. Последовательность точек (p1, p2, . . . , pn) (при n ≥ 1), для
которых существуют линии l1, l2, . . . , ln−1 такие, что p1, p2 ∈ l1, . . ., pn−1, pn ∈
ln−1, называется ломаной.

Обозначим через l(p1, p2) линию, проходящую через две данные точки p1 и
p2, где p1 ̸= p2, а через p(l1, l2) — точку пересечения двух данных линий l1 и
l2, где l1 ̸= l2.

Пусть G1, G2 — некоторые группы, G1 ̸= {e}. Система ⟨G1, G2,P⟩ (обознача-
емая через pm(G1, G2,P)) называется полигонометрией пары групп (G1, G2)
на точной (|G1|, |G2|)-псевдоплоскости P = ⟨P,L,∈⟩, если выполняются следу-
ющие условия:

а) для любой линии l ∈ L (соответственно для любой точки p ∈ P ) группа
G1 (соответственно G2) действует точно транзитивно на множестве точек из
l (на множестве линий, проходящих через точку p), т. е. для любых p′, p′′ ∈ l
существует единственный элемент g1 ∈ G1 такой, что p′′ = p′g1 на множестве l,
и для любых линий l′, l′′, содержащих точку p, найдëтся единственный элемент
g2 ∈ G2 такой, что l′′ = l′g2 на множестве {l ∈ L | p ∈ l};

б) для любых p1, p2 ∈ P и l1, l2 ∈ L, если p1 ∈ l1 и p2 ∈ l2, то существует
биекция f : P → P такая, что
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i) f(p1) = p2, f(l1) = l2;
ii) f(l) принадлежит множеству L для любой линии l ∈ L, и f({l | p ∈ l}) =

{l | f(p) ∈ l} для любой точки p ∈ P ;
iii) для любой линии l и точек p′, p′′ ∈ l, если p′′ = p′g1 на l, то f(p′′) = f(p′)g1

на f(l); для любой точки p и линий l′, l′′, содержащих точку p, если l′′ = l′g2
на множестве {l | p ∈ l}, то f(l′′) = f(l′)g2 на множестве {l | f(p) ∈ l}.

При этом биекции f называются автоморфизмами полигонометрии

pm(G1, G2,P).

Тригонометрией пары групп (G1, G2) называется любая полигонометрия
pm = pm(G1, G2,P), у которой точная псевдоплоскость P является плоско-
стью. При этом полигонометрия pm обозначается через trm(G1, G2,P).

Напомним, что (линейно) упорядоченной группой называется группа G, на
которой задан (линейный) порядок ≤ такой, что для любых a, b, x, y из G нера-
венство a ≤ b влечëт за собой xay ≤ xby. Положительным конусом упоря-
доченной группы G называется множество Pos(G) 
 {x ∈ G | x ≥ e}. Для
любого элемента g из линейно упорядоченной группы G через |g| обозначается
элемент g′ ∈ Pos(G), для которого (g′)±1 = g.

Пусть G1 — линейно упорядоченная группа, Pos(G1) — ее положительный
конус, G2 — группа, P = ⟨P,L ∈⟩ — точная (|G1|, |G2|)-псевдоплоскость. Пред-
положим, что для тройки ⟨G1, G2,P⟩ выполняются следующие условия:

1) для любой линии l ∈ L определено действие множества Pos(G1) на мно-
жестве всех подмножеств множества l, для которого:

а) если X ⊆ l, то Xg1 =
∪
{{p}g1 | p ∈ X}, g1 ∈ Pos(G1);

б) {p}e = {p}, |{p}g1| = 2, p ∈ l, g1 ∈ Pos(G1) \ {e};
в) ({p}g1)g′1 = {p}(g1g′1) ∪ {p}|g1(g′1)−1|, p ∈ l, g1, g′1 ∈ Pos(G1);
г) если p, p′ ∈ l, то существует единственный элемент g1 ∈ ∈ Pos(G1), для

которого p′ ∈ {p}g1;
2) существует элемент π ∈ G2 \ {e} такой, что для любой точки p ∈ P опре-

делено действие группы G2 на множестве
∪
{l ∈ L | p ∈ l}, удовлетворяющее

следующим условиям:
а) pg2 = p для любого g2 ∈ G2;
б) если p′′ = p′g2, g2 ∈ G2 \ {e} и p′ ∈ {p}g1 на линии l(p, p′), то p′′ ∈ {p}g1

на линии l(p, p′′);
в) если p ∈ l, то lg2 ∈ L и lπ = l;
г) если p′′ = p′g2 и p′′ = p′g′2, то g2 = g′2.
Ниже будем обозначать множество {p}g1 через pg1.
Если точки p′ и p′′ принадлежат линии l, как и раньше пара p′ p̂′′ будет на-

зываться отрезком. Если p′′ ∈ p′g1 для множества l, то элемент g1 называется
длиной отрезка p′ p̂′′ и обозначается через |p′ p̂′′|.

Используя условия 1), можно определить трëхместное отношение на множе-
стве P “лежать между”. Для трëх коллинеарных точек p, p′, p′′ будем говорить,
что точка p′ лежит между точками p и p′′, если |p̂ p′′| = |p̂ p′| · |p′ p̂′′|.

Если линии l′ и l′′ содержат общую точку p, точка p′ принадлежит l′ \ {p},
точка p′′ принадлежит l′′ \ {p} и |p̂ p′| = |p̂ p′′|, то тройка (p′, p, p′′) называется
углом между линиями l′ и l′′. Если l′′ = l′g2 и p′′ = p′g2 для множества

∪
{l ∈

L | p ∈ l}, то элемент g2 называется величиной ∠(p′, p, p′′) данного угла.
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Величина угла ∠(p′, p, p′′) может быть определена тройкой (p′, p, p′′′) для лю-
бой точки p′′′ ∈ l′′, удовлетворяющей следующим условиям: p′′′ ̸= p′, и p′′ лежит
между точками p′ и p′′′ или p′′′ лежит между точками p′ и p′′. Поэтому будем
также писать (p′, p, p′′′) для обозначения углов и ∠(p′, p, p′′′) для обозначения
их величин.

Предположим дополнительно, что тройка ⟨G1, G2,P⟩ удовлетворяет следу-
ющим условиям:

3) если (p0, p1, . . . , pn) и (p′0, p
′
1, . . . , p

′
n) — ломаные (или многоугольники),

|pi−1 p̂i| = |p′i−1 p̂
′
i|, 1 ≤ i ≤ n, ∠(pi−1, pi, pi+1) = ∠(p′i−1, p

′
i, p

′
i+1), 1 ≤ i ≤ n− 1,

то существует биекция f : P → P такая, что
а) f(pi) = p′i, 0 ≤ i ≤ n;
б) f(l) принадлежит L для любой линии l ∈ L, и f({l | p ∈ l}) = {l | f(p) ∈ l}

для любой точки p ∈ P ;
в) для любой линии l и еë подмножеств X ′ и X ′′ если X ′′ = X ′g1 на l, то

f(X ′′) = f(X ′)g1 на f(l);
г) для любой точки p и точек p′, p′′ ∈

∪
{l ∈ L | p ∈ l} если p′′ = p′g2 на

множестве
∪
{l | p ∈ l}, то f(p′′) = f(p′)g2 на множестве

∪
{l | f(p) ∈ l}.

При выполнении условий 1)–3) будем говорить, что тройка ⟨G1, G2,P⟩
образует полигонометрию с условием симметрии или s-полигонометрию
spm(G1, G2,P) пары групп (G1, G2) на точной псевдоплоскости P. Биекция f ,
удовлетворяющая условию 3, называется автоморфизмом s-полигонометрии
spm(G1, G2,P).
s-Полигонометрия spm = spm(G1, G2,P) называется s-тригонометрией па-

ры групп (G1, G2), если P — плоскость. Такие s-полигонометрии spm будут
обозначаться через strm(G1, G2,P).

Рассмотрим некоторые следствия из аксиом.

Предложение 1.1 [1, 21]. (i) (Симметричность). Если p′′ ∈ p′g1 на некото-
рой линии l, то p′ ∈ p′′g1 на l.

(ii) (Коммутативность группы G1). Группа G1 коммутативна.
(iii) (Порядок элемента π). π2 = e.
(iv) (Центральность элемента π). Элемент π коммутирует с любым эле-

ментом из G2.

В силу предложения 1.1 функция длины

| ·ˆ · |: {(p′, p′′) | p′, p′′ ∈ l для некоторой l ∈ L} → Pos(G1)

симметрична и мы будем рассматривать группу G1 как коммутативную линей-
но упорядоченную группу с групповой операцией + и элементом e = 0.

Пусть S = (p1, p2, . . . , pn) — многоугольник. Для сторон pi p̂i+1 и pn p̂1 мно-
гоугольника S определим их параметры как элементы ai ∈ Pos(G1) группы
сторон G1, для которых pi+1 ∈ piai на линии, содержащей pi и pi+1, i =
1, . . . , n− 1, и p1 ∈ pnan на линии, содержащей pn и p1. Соответственно для уг-
лов (pi−1, l(pi−1, pi), l(pi, pi+1), pi+1), i = 2, . . . , n− 1, (pn−1, l(pn−1, pn), l(pn, p1),
p1) и (pn, l(pn, p1), l(p1, p2), p2) многоугольника S определим их параметры как
элементы αi группы углов G2, для которых ∠(pi−1, pi, pi+1) = αi−1, i = 2, . . . , n−
1, ∠(pn−1, pn, p1) = αn−1 и ∠(pn, p1, p2) = αn. Таким образом, параметры мно-
гоугольника S определяются матрицей(

a1 a2 . . . an
α1 α2 . . . an

)
.
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Любая матрица S =

(
a1 a2 . . . an
α1 α2 . . . an

)
, где a1, . . . , an ∈ ∈ Pos(G1), α1, . . . ,

αn ∈ G2, называется (G1, G2, n)
s-угольником или просто (G1, G2)

s-многоуголь-
ником. Элементы a1, . . . , an (соответственно α1, . . . , αn) вместе с их вхождени-
ями в S называются сторонами (углами) (G1, G2)

s-многоугольника S.
Обозначим множество всех (G1, G2, n)

s-угольников, соответствующих n-
угольникам s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P), через Sn(spm), а также
через Sn(G1, G2,P); S(spm) 
 S(G1, G2,P) 


∪
n≥3

Sn(spm).

Если S =

(
a1 a2 . . . an
α1 α2 . . . an

)
— (G1, G2, n)

s-угольник, ai > 0, i = 1, . . . , n,

то любые 2n − 3 параметра из S, среди которых нет каких-то ak, αk, ak+1,
или αk, ak+1, αk+1, или an, αn, a1 или αn, a1, α1, называются определяющими.
Нетрудно заметить, что из равенства соответствующих определяющих пара-
метров (G1, G2)

s-многоугольников S1, S2 ∈ Sn(spm) следует, что S1 = S2. В
частности, (G1, G2)

s-треугольники из S3(spm) с ненулевыми параметрами из
G1 однозначно определяются по стороне и двум прилежащим к ней углам, а
также по двум сторонам и углу между ними.

Любая матрица (
ai ai+1 . . . an a1 . . . ai−1

αi αi+1 . . . αn α1 . . . αi−1

)
называется циклической перестановкой матрицы

S =

(
a1 a2 . . . an
α1 α2 . . . αn

)
.

Матрица
(

an an−1 . . . a1
α−1
n−1 α−1

n−2 . . . α−1
n

)
называется разворотом матрицы S.

Пусть S1 =

(
a1 . . . ak−1 ak . . . am
α1 . . . αk−1 αk . . . αm

)
и S2 =

(
am . . . ak+1 ak bm−k+2 . . . bn
α−1
m−1 . . . α−1

k βm−k+1 βm−k+2 . . . βn

)
—

(G1, G2)
s-многоугольники. (G1, G2)

s-Многоугольник

S =

(
a1 . . . ak−1 bm−k+2 . . . bn−1 bn
α1 . . . αk−1βm−k+1 βm−k+2 . . . βn−1 βnαm

)
,

где q = k−1+(n−(m−k+2)+1) = n−m+2k−2 ≥ 3, называется соединением
(G1, G2)

s-многоугольников S1 и S2 по границе (ak, ak+1, . . . , am).
Если S — множество (G1, G2)

s-многоугольников, то через GN(S) обозна-
чается замыкание множества S над циклическими перестановками, разворо-
тами и соединениями, а через GNn(S) — множество (G1, G2, n)

s-угольников из
GN(S). Через ∆e(G1, G2)

s обозначается замыкание над циклическими переста-
новками множества матриц(

g1 g′1 g1 + g′1
π e e

)
,

(
0 0 0
πg2 g′2 (g′2)

−1g−1
2

)
,(

g1 g1 0
e πg2 g−1

2

)
,

где g1, g′1 ∈ Pos(G1), g2, g′2 ∈ G2.
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Обозначим через S0(G1, G2) множество (G1, G2)
s-многоугольников, имею-

щих сторону 0.
Множество S (G1, G2)

s-треугольников ((G1, G2)
s-многоугольников) называ-

ется s-согласованным (s-полигонометрическим), если S удовлетворяет следу-
ющим условиям:

1) если ∆ — (G1, G2)
s-треугольник и некоторый из его элементов равен 0

или e, то ∆ ∈ S тогда и только тогда, когда ∆ ∈ ∆e(G1, G2)
s;

2) любой (G1, G2)
s-треугольник ((G1, G2)

s-многоугольник) S ∈ S с нену-
левыми сторонами однозначно определяется по любым своим определяющим
параметрам;

3) GN3(S) = S (GN(S) = S).

Теорема 1.2 [1, 21]. Пусть S — множество (G1, G2)
s-треугольников

((G1, G2)
s-многоугольников). Следующие условия эквивалентны:

(1) S — s-согласованное (s-полигонометрическое) множество;
(2) на некоторой точной (|G1|, |G2|)-псевдоплоскости P существует s-

полигонометрия spm = spm(G1, G2,P), для которой S = GN3(S(spm)) (S =
GN(S(spm))).

Отображение f : P → P ′ называется вложением s-полигонометрии spm в
s-полигонометрию spm′ (пишем f : pm ↪→ spm′), если выполняются следующие
условия:

1) f инъективно;
2) для любой линии l ∈ L существует единственная линия l′ ∈ L′ (обознача-

емая через l(P ′, f(l))), для которой f(l) ⊆ l′;
3) если p2 ∈ p1g1 на линии l(p1, p2) в spm, то f(p2) ∈ f(p1)φ1(g1) на линии

l(f(p1), f(p2)) в spm′;
4) если l2 = l1g2 на множестве {l | p(l1, l2) ∈ l} в spm, то l(P ′, f(l2)) =

l(P ′, f(l1))φ2(g2) на множестве {l′ | p(l(P ′, f(l1)), l(P ′, f(l2))) ∈ l′} в spm′.
Если G1 — упорядоченная подгруппа упорядоченной группы G′

1, а G2 —
подгруппа группы G′

2, будем предполагать, что φ1 = idG1 и φ2 = idG2 .
s-Полигонометрия spm называется (тождественно) вложимой в s-полиго-

нометрию spm′, если существует вложение f : spm ↪→ spm′ (являющееся тожде-
ственной функцией). Если s-полигонометрия spm пары (G1, G2) тождественно
вложима в s-полигонометрию spm′ пары (G′

1, G
′
2), G1 ≤ G′

1, G2 ≤ G′
2, то s-

полигонометрия spm называется (G1, G2)-s-подполигонометрией s-полигоно-
метрии spm′.
s-Полигонометрии spm = spm(G1, G2,P) и spm′ = spm(G1, G2,P ′) называ-

ются изоморфными (пишем spm ≃ spm′), если существует биекция f : P → P ′,
являющаяся вложением spm в spm′.

Для s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P) число c(P) обозначается че-
рез c(spm). s-Полигонометрия spm называется связной, если c(spm) = 1. Лю-
бая связная s-подполигонометрия s-полигонометрии spm, имеющая ту же па-
ру групп, называется связной компонентой, или компонентой связности ,
s-полигонометрии spm.

Теорема 1.3 [1, 21]. Следующие условия эквивалентны:
(1) spm ≃ spm′;
(2) S(spm) = S(spm′) и c(spm) = c(spm′).
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Пусть ∆ — s-согласованное множество (G1, G2)
s-треугольников. Множество

∆ называется s-предполным, если для любых g1, g3 ∈ Pos(G1), g2 ∈ G2 множе-

ство ∆ содержит некоторый (G1, G2)
s-треугольник

(
g1 g3 ·
g2 · ·

)
. s-Предполное

множество ∆ называется s-полным, если для любых g1, g3 ∈ G2, g2 ∈ Pos(G1)

множество ∆ содержит некоторый (G1, G2)
s-треугольник

(
· · g2
· g1 g3

)
.

Теорема 1.4 [1, 21]. Если P — связная псевдоплоскость и тройка (G1, G2,P)
образует s-полигонометрию, то следующие условия эквивалентны:

(1) S3(G1, G2,P) — s-предполное (s-полное) множество;
(2) P — (проективная) плоскость.

Следствие 1.5 [1, 21]. Если S3(G1, G2,P) — s-предполное множество, то
S(G1, G2,P) = GN(S3(G1, G2,P)).

В s-полигонометрии spm(G1, G2,P) многоугольниками, препятствующими
проведению линий через точки, или hp-многоугольниками, называются мно-
гоугольники (p1, p2, . . . , p2n), n ≥ 2, pn ̸= p2n, соответствующие (G1, G2)

s-
многоугольникам вида(

a1 . . . an−2 an−1 an an an−1 . . . a2 a1
α1 . . . αn−2 αn−1 β α−1

n−1 α−1
n−2 . . . α−1

1 γ

)
,

где β, γ ̸= e, а также их циклическим перестановкам. Многоугольниками, пре-
пятствующими пересекаемости линий, или hl-многоугольниками, называют-
ся многоугольники (p1, p2, . . . , p2n), n ≥ 2, l(p1, p2n) ̸= l(pn, pn+1), соответству-
ющие (G1, G2)

s-многоугольникам вида(
b a2 . . . an−1 an c an . . . a2
α1 α2 . . . αn−1 αn α−1

n α−1
n−1 . . . α−1

1

)
,

а также их циклическим перестановкам.

Теорема 1.6 [1, 21]. 1. s-Полигонометрия spm вложима в s-полигономет-
рию, в которой через любые две точки проходит линия (соответственно лю-
бые две линии пересекаются) тогда и только тогда, когда spm не содержит
hp-многоугольников (hl-многоугольников).

2. s-Полигонометрия spm вложима в s-тригонометрию на проективной
плоскости тогда и только тогда, когда spm не содержит hp-многоугольников
и hl-многоугольников.

Теорией T (pm) полигонометрии pm = pm(G1, G2, ⟨P,L,∈⟩) называется тео-
рия Th(M(pm)), где

M(pm) =
⟨
P ;

⟨
Q(2)

g1 | g1 ∈ G1

⟩
,
⟨
R(3)

g2 | g2 ∈ G2

⟩⟩
,

Qg1 = {(p, p′) | p′ = pg1 на некоторой линии l ∈ L}, g1 ∈ G1, Rg2 = {(p, p′, p′′) |
существуют l(p, p′), l(p, p′′) и ∠(l(p, p′), l(p, p′′)) = g2}, g2 ∈ G2. Заменив в опре-
делении pm на spm, получим теорию T (spm) полигонометрии spm с условием
симметрии. Теории T (pm) и T (spm) называются полигонометрическими. Если
trm — тригонометрия, то теория T (trm) называется тригонометрической.
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2. Алгебры бинарных формул

Определение 2.1 [22, 25, 26, 27, 28, 29]. Пусть T — полная теория, M |= T .
Рассмотрим типы p(x), q(y) ∈ S(∅), реализуемые в M, а также всевозможные
(p, q)-устойчивые, или (p, q)-полуизолирующие, формулы φ(x, y) теории T , т. е.
формулы, для которых найдутся элементы a ∈M такие, что |= p(a) и φ(a, y) ⊢
q(y). Напомним, что если |= p(a) и |= φ(a, b) для (p, q)-полуизолирующей фор-
мулы φ(x, y), то говорят, что a полуизолирует b. Определим для каждой такой
формулы φ(x, y) двухместное отношение Rp,φ,q 
 {(a, b) | M |= p(a) ∧ φ(a, b)}.
При условии (a, b) ∈ Rp,φ,q пара (a, b) называется (p, φ, q)-дугой. Если φ(a, y) —
главная формула (над a), то (p, φ, q)-дуга (a, b) также называется главной.

Если φ(x, y) является (p ↔ q)-формулой, т. е. одновременно (p, q)- и
(q, p)-устойчивой, то множество [a, b] 
 {(a, b), (b, a)} называется (p, φ, q)-
ребром. Если (p, φ, q)-ребро [a, b] состоит из главных (p, φ, q)- и (q, φ−1, p)-дуг,
где φ−1(x, y) обозначает φ(y, x), то [a, b] называется главным (p, φ, q)-ребром.

Будем называть (p, φ, q)-дуги и (p, φ, q)-рëбра дугами и рëбрами соответ-
ственно, если из контекста ясно, о какой формуле идëт речь, или речь идëт
о некоторой формуле φ(x, y). Дуги (a, b), у которых пары (b, a) не являются
дугами ни по каким (q, p)-формулам, будем называть необращаемыми.

Определение 2.2 [22, 23]. Для типов p(x), q(y) ∈ S(∅) обозначим через
PF(p, q) множество

{φ(x, y) | φ(a, y) — главная формула, φ(a, y) ⊢ q(y), где |= p(a)}.

Пусть PE(p, q) — множество пар (φ(x, y), ψ(x, y)) формул из PF(p, q) таких,
что для любой (некоторой) реализации a типа p совпадают множества решений
формул φ(a, y) и ψ(a, y).

Очевидно, что PE(p, q) является отношением эквивалентности на множестве
PF(p, q). Заметим, что каждому PE(p, q)-классу E соответствует либо глав-
ное ребро, либо необращаемая главная дуга, связывающая реализации типов
p и q посредством любой (некоторой) формулы из E. Таким образом, фактор-
множество PF(p, q)/PE(p, q) представляется в виде дизъюнктного объеди-
нения множеств PFS(p, q) и PFN(p, q), где PFS(p, q) состоит из PE(p, q)-
классов, соответствующих главным рëбрам, а PFN(p, q) состоит из PE(p, q)-
классов, соответствующих необращаемым главным дугам.

Множества PF(p, p), PE(p, p), PFS(p, p) и PFN(p, p) обозначаются соответ-
ственно через PF(p), PE(p), PFS(p) и PFN(p).

Зафиксируем полную теорию T , не имеющую конечных моделей. Пусть
U = U− ∪̇ {0} ∪̇U+ — некоторый алфавит мощности ≥ |S(T )|, состоящий из
отрицательных элементов u− ∈ U−, положительных элементов u+ ∈ U+ и
нуля 0. Как обычно, будем писать u < 0 для любого элемента u ∈ U− и u > 0
для любого элемента u ∈ U+. Множество U− ∪ {0} обозначается через U≤0, а
U+ ∪ {0} — через U≥0. Элементы множества U будем называть метками.

Рассмотрим инъективные меточные функции

ν(p, q): PF(p, q)/PE(p, q) → U,

p(x), q(y) ∈ S(∅), при которых классам из PFN(p, q)/PE(p, q) соответствуют
отрицательные элементы, а классам из PFS(p, q)/PE(p, q) — эле-
менты неотрицательные так, что значение 0 определяется лишь для p = q
и задаëтся по формуле (x ≈ y), ν(p) 
 ν(p, p). При этом будем считать, что
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ρν(p) ∩ ρν(q) = {0} для p ̸= q (где, как обычно, через ρf обозначается область
значений функции f) и ρν(p,q)∩ρν(p′,q′) = ∅, если p ̸= q и (p, q) ̸= (p′, q′). Любые
меточные функции с указанными свойствами, а также семейства таких функ-
ций будем называть правильными и далее рассматривать только правильные
меточные функции и их правильные семейства.

Через θp,u,q(x, y) будут обозначаться формулы из PF(p, q), представляющие
метку u ∈ ρν(p,q). Если тип p фиксирован и p = q, то формула θp,u,q(x, y)
обозначается через θu(x, y).

Отметим, что если θp,u,q(x, y) и θq,v,p(x, y) — формулы, свидетельствующие о
том, что для реализаций a и b типов p и q соответственно пары (a, b) и (b, a) яв-
ляются главными дугами, то формула θp,u,q(x, y) ∧ θq,v,p(y, x) свидетельствует
о том, что [a, b] является главным ребром. При этом обратимой метке u одно-
значно соответствует (неотрицательная) метка v и наоборот. Метки u и v будем
называть взаимно обратными и обозначать через v−1 и u−1 соответственно.

Для типов p1, p2, . . . , pk+1 ∈ S1(∅) и множеств меток X1, X2, . . . , Xk ⊆ U
обозначим через

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1)

множество, состоящее из всех меток u ∈ U , соответствующих формулам

θp1,u,pk+1
(x, y),

которые для реализаций a типа p1 и некоторых u1 ∈ X1 ∩ ρν(p1,p2), . . . , uk ∈
Xk ∩ ρν(pk,pk+1) удовлетворяют условию

θp1,u,pk+1
(a, y) ⊢ θp1,u1,p2,u2,...,pk,uk,pk+1

(a, y),

где
θp1,u1,p2,u2,...,pk,uk,pk+1

(x, y) 


 ∃x2, x3, . . . , xk(θp1,u1,p2(x, x2) ∧ θp2,u2,p3(x2, x3) ∧ . . .

. . . ∧ θpk−1,uk−1,pk
(xk−1, xk) ∧ θpk,uk,pk+1

(xk, y)).

Тем самым, на булеане P(U) множества U образуется алгебра распределений
бинарных изолирующих формул с k-местными операциями

P (p1, ·, p2, ·, . . . , pk, ·, pk+1),

где p1, . . . , pk+1 ∈ S1(∅). Эта алгебра имеет естественное обеднение на любое
семейство R ⊆ S1(∅).

Очевидно, что биективно заменяя множество меток, мы получаем изоморф-
ную алгебру. В частности, имеется каноническая алгебра, у которой метки пред-
ставлены элементами ∪

p,q

PF(p, q)/PE(p, q).

Тем не менее, мы будем использовать абстрактное множество меток U , от-
ражающее знаки меток и проясняющее алгебраические свойства операций на
P(U).

Заметим, что если хотя бы одно из множеств Xi не пересекается с ρν(pi,pi+1)

и, в частности, если оно пусто, справедливо равенство

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1) = ∅.
Отметим также, что если Xi ̸⊆ ρν(pi,pi+1) для некоторого i, то

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1) =
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= P (p1, X1 ∩ ρν(p1,p2), p2, X2 ∩ ρν(p2,p3), . . . , pk, Xk ∩ ρν(pk,pk+1), pk+1).

На основании последнего равенства в дальнейшем при рассмотрении значе-
ний

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1)

будем предполагать, что Xi ⊆ ρν(pi,pi+1), i = 1, . . . , k.
Если каждое множество Xi состоит лишь из одного элемента ui, то в записи

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1)

вместо множеств Xi будем использовать элементы ui и писать

P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1).

По определению справедливо следующее равенство:

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1) =

= ∪{P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1) | u1 ∈ X1, . . . , uk ∈ Xk}.
Таким образом, задание множества

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1)

сводится к заданию множеств P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1). Отметим также,
что для любого множества X ⊆ ρν(p,q) имеет место P (p,X, q) = X.

Заметим, что если ui = 0, то pi = pi+1 для непустых множеств

P (p1, u1, p2, u2, . . . , pi, 0, pi+1, . . . , pk, uk, pk+1)

и при этом выполняются следующие соотношения:

P (p1, 0, p1) = {0},
P (p1, u1, p2, u2, . . . , pi, 0, pi+1, ui+1, pi+2, . . . , pk, uk, pk+1) =

= P (p1, u1, p2, u2, . . . , pi, ui+1, pi+2, . . . , pk, uk, pk+1).

Если все типы pi совпадают с типом p, то вместо записей

P (p1, X1, p2, X2, . . . , pk, Xk, pk+1)

и
P (p1, u1, p2, u2, . . . , pk, uk, pk+1)

будем писать Pp(X1, X2, . . . , Xk) и Pp(u1, u2, . . . , uk) соответственно, а также
⌊X1, X2, . . ., Xk⌋p и ⌊u1, u2, . . . , uk⌋p. Будем также опускать индексы ·p, ес-
ли из контекста ясно, о каком типе p идет речь. При этом вместо формул
θp,u1,p,u2,...,p,uk,p(x, y) будем писать θu1,u2,...,uk

(x, y).
При наличии модели Mp группоид Pν(p) 
 ⟨P(ρν(p)) \ {∅}; ⌊·, ·⌋⟩, будучи по-

луассоциативной (слева) алгеброй, позволяет представить всевозможные опе-
рации ⌊·, ·, . . . , ·⌋ термами сигнатуры ⌊·, ·⌋. В дальнейшем операцию ⌊·, ·⌋ будем
также обозначать через · и использовать запись uv вместо u · v. При этом
в случае отсутствия полуассоциативности справа будем в записи u1u2 . . . uk
предполагать следующую расстановку скобок: (((u1 · u2) · . . .) · uk).

Поскольку по выбору метки 0 для формулы (x ≈ y) справедливы равенства
X · {0} = X и {0} · X = X для любого X ⊆ ρν(p), группоид Pν(p) имеет еди-
ничный элемент {0} и, при выполнении свойства полуассоциативности справа,
является моноидом. В этой системе для любых множеств Y, Z ∈ P(ρν(p)) \ {∅}
справедливо соотношение

(1) Y · Z =
∪

{yz | y ∈ Y, z ∈ Z}.
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Для семейства 1-типов R ⊂ S(T ) обозначим через IR (в модели M) множе-
ство

{(a, b) | tp(a), tp(b) ∈ R и a изолирует b},

а через SIR (в модели M) множество

{(a, b) | tp(a), tp(b) ∈ R и a полуизолирует b}.

Очевидно, что IR ⊆ SIR и на любом множестве реализаций типов из R от-
ношения IR и SIR рефлексивны. Известно, что отношение полуизолированно-
сти на множестве кортежей произвольной модели транзитивно и, в частности,
транзитивно любое отношение SIR. Что касается отношения IR, оно может
быть как транзитивным, так и нетранзитивным:

Предложение 2.3 [22, 23]. Пусть p(x) — полный тип полной теории T ,
имеющей модель Mp, ν(p) — правильная меточная функция. Следующие усло-
вия эквивалентны:

(1) отношение Ip (на множестве реализаций типа p в любой модели M |=
T ) транзитивно;

(2) для любых меток u1, u2 ∈ ρν(p) множество Pp(u1, u2) конечно.

Предложение 2.4 [22, 23]. Если p, q ∈ R — главные типы, то ρν(p,q) ∪
ρν(q,p) ⊆ U≥0.

Расширяя множество меток U положительными и отрицательными метка-
ми для полуизолирующих формул, а также нейтральными метками u′ ∈ U ′

(совмещающими необратимые дуги и главные ребра в множество решений по-
луизолирующих формул), получаем SIR-системы SI для полуизолирующих
формул, а также si-ранги, булевы операции на метках этих формул, отношения
доминирования меток, соответствующие отношению ⊢, и POSTCR-системы,
включающие все указанные атрибуты [22, 30].

Предложение 2.5 [22, 31]. Для любой теории T , непустого семейства
R ⊆ S1(∅) изолированных типов и правильного семейства ν(R) меточных
функций для полуизолирующих формул POSTCR-система Mν(R) состоит из
положительных меток и нуля, и каждая метка u имеет дополнение ū та-
кое, что u∧ ū = ∅ и u∨ ū является максимальным элементом. Если R = {p},
то моноид SIν(p) = ⟨Mν(R), ·⟩ порождается булевой алгеброй, для которой
u ∨ ū соответствует изолирующим формулам типа p.

Следствие 2.6 [22, 31]. Для любой ω-категоричной теории T , непусто-
го семейства R ⊆ S1(∅) и правильного семейства ν(R) меточных функций
для полуизолирующих формул POSTCR-система Mν(R) конечна, состоит из
положительных меток и нуля, и каждая метка u имеет дополнение ū.

Теорема 2.7 [22, 31]. Для любой POSTCR-системы M, у которой каж-
дая метка положительная или нулевая и при этом имеет дополнение, су-
ществует теория T , непустое семейство R ⊆ S1(∅) изолированных типов и
правильное семейство ν(R) меточных функций для полуизолирующих формул
такие, что Mν(R) = M.
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Следствие 2.8 [22, 31]. Для любой конечной POSTCR-системы M, у ко-
торой любая метка положительна или нулевая и имеет дополнение, суще-
ствует ω-категоричная теория T , непустое семейство R ⊆ S1(∅) и правиль-
ное семейство ν(R) меточных функций для полуизолирующих формул такие,
что Mν(R) = M.

Замечание 2.9.. Отметим, что если u1, . . . , un — все метки, связывающие
реализации 1-типов p и q главными дугами, то для любой метки u = ui1∨. . .∨uik
еë дополнением является метка ū = uj1 ∨ . . . ∨ ujl , где {i1, . . . , ik}, {j1, . . . jl} —
разбиение множества {1, . . . , n}. Поэтому в следствиях 2 и 2 о наличии допол-
нений можно не упоминать.

Кроме того, поскольку в любой конечной POSTCR-системе M все метки
сводятся к меткам изолирующих формул, эта система однозначно определяется
своей подалгеброй распределений изолирующих формул.

Напомним [22, 23], что алгебра A бинарных формул теории называется (по-
чти) детерминированной, если для любых меток u и v множество u · v одно-
элементно (конечно). Для детерминированной алгебры A с множеством меток
U алгебра ⟨U ; ∗⟩ с операцией u ∗ v = w, где u · v = {w}, обозначается через A′.

3. Алгебры бинарных изолирующих формул полигонометрических
теорий с условием симметрии

Пусть T = T (spm) — теория s-полигонометрии spm пары групп (G1, G2).
Напомним [1], что группа сторон G1 должна быть линейно упорядочена и ком-
мутативна, а ее действие на каждой линии из spm задается положительным
конусом Pos(G1).

Для тригонометрических теорий бинарные изолирующие формулы задают-
ся предикатами Qg, где g ∈ Pos(G1). При перемножении Qg и Qg′ образуется
множество параметров сторон треугольников, у которых две стороны имеют
параметры g и g′, а параметры углов варьируются произвольно в рамках груп-
пы G2.

Алгебра A = Pν(p) бинарных изолирующих формул полигонометрической
теории, вообще говоря, не сводится к указанным перемножениям, поскольку
многоугольники могут не распадаться на треугольники и, следовательно, пе-
ремножения для меток u и v, задаваемых параметрами

(g1, α1, . . . , αk−1, gk),

(g′1, α
′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m)

двух ломаных, определяют множество меток w, задаваемых параметрами

(g1, α1, . . . , αk−1, gk, β, g
′
1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m)

с произвольными β ∈ G2.
Кроме того, в случае конечности, т.е. формульной определимости компонент

связности, и при наличии нескольких компонент возникает изолирующая фор-
мула θc̄(x, y), связывающая, элементы, принадлежащие разным компонентам
связности. В этом случае алгебра A имеет подалгебру с меткой c̄. Если компо-
нент связности две, то эта подалгебра детерминирована и имеет таблицу Кэли,
задаваемую следующей таблицей:

Таблица 1
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· 0 c̄
0 {0} {c̄}
c̄ {c̄} {0}

Если имеется больше двух компонент связности, то эта подалгебра недетер-
минирована и имеет таблицу Кэли, задаваемую следующей таблицей:

Таблица 2

· 0 c̄
0 {0} {c̄}
c̄ {c̄} {0, c̄}

Поскольку все метки u ̸= c̄ связывают элементы одной компоненты связно-
сти и u · c̄ = c̄ · u = {c̄}, описание алгебры A сводится к описанию подалгебры
Ac на множестве меток u ̸= c̄, т.е. к описанию алгебр изолирующих формул
для теорий связных s-полигонометрий spm.

Как уже замечено выше, алгебра Ac включает метки u для предикатов Qg,
g ∈ Pos(G1), а также метки v для наборов параметров ломаных, соединяющих
элементы компоненты связности C. При этом множество U0 меток u естествен-
но считать подмножеством множества V меток v. Метки из U0 будем называть
реберными, а метки из V \ U0 — нереберными.

Отметим, что метки v ∈ V фактически выделяют классы эквивалентно-
сти наборов (g1, α1, . . . , αk−1, gk) параметров ломаных, у которых совпадают
начала и совпадают концы. При этом реберные метки u ∈ U0 соответствуют
классам эквивалентности, включающим (единственные) наборы вида (g1), т.е.
элементы g1 ∈ Pos(G1).

Напомним, что в простой модели полигонометрической теории T все ком-
поненты связности изоморфны. Поэтому метки v исчерпываются метками для
фиксированной компоненты связности. Кроме того, если |= φ(a, b), a, b ∈ C, то
выполняется |= θv(a, b) и θv(x, y) ⊢ φ(x, y), где v — метка для набора парамет-
ров кратчайшей (a, b)-ломаной. Таким образом, множество меток для алгебры
Ac исчерпывается указанным множеством меток V .

Нетрудно заметить, что нереберные метки v ∈ V \ U0 образуются лишь при
наличии кратчайших ломаных длины ≥ 2, т.е. при условии, что C не является
плоскостью. Таким образом, справедливо следующее

Предложение 3.1. Алгебра Ac состоит из реберных меток из u ∈ U0 то-
гда и только тогда, когда (|G1|, |G2|)-псевдоплоскость для C образует плос-
кость.

Как уже замечено выше, в общем случае алгебра Ac задается параметрами
многоугольников простой модели теории T (spm): для меток v и v′, задаваемых
параметрами (g1, α1, . . . , αk−1, gk), (g

′
1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m) двух ломаных, множе-

ство u · v состоит из меток w, задаваемых параметрами

(g1, α1, . . . , αk−1, gk, β, g
′
1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m),

β ∈ G2. При этом метки w могут быть как реберными, если в spm имеется
(G1, G2)

s-многоугольник вида(
g1 . . . gk−1 gk g′1 . . . g′m−1 g′m h
α1 . . . αk−1 β α′

1 . . . α′
m−1 γ δ

)
,
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так и нереберными, в случае отсутствия (G1, G2)
s-многоугольников указанного

вида с некоторыми β.
Таким образом, структура алгебры Ac, а значит и алгебры A, полностью

определяется множеством S(spm) и числом c(spm) компонент связности
данной s-полигонометрии.

Замечание 3.2. Поскольку для реберных меток u, u′, соответствующих
элементам g1, g

′
1 ∈ Pos(G1), множество u · u′ включает метки |u − u′| и u + u′

для элементов |g1 − g′1| и g1 + g′1 соответственно (при действии на фиксирован-
ной линии), ограничение значения u · u′ на множество реберных меток может
варьироваться от множества {|u − u′|, u + u′}, если s-полигонометрия свобод-
ная, до максимально допустимого множества реберных меток, и включающего
0 тогда и только тогда, когда u = u′.

Рассмотрим теперь динамику меток при расширении/сужении пар групп
(G1, G2).

Напомним [1], что при отсутствии в s-полигонометрии spm многоугольников,
препятствующих проведению линий через различные точки p1, p2, соединенные
ломаной с параметрами (g1, α1, . . . , αk−1, gk), группу G2 можно расширить но-
выми свободными порождающими β, γ и взять произвольный положительный
элемент h группы G1 или ее упорядоченного абелева расширения G′

1 так, что
после расширения множества (G1, G2)

s-многоугольников матрицей

S =

(
g1 . . . gk−1 gk h
α1 . . . αk−1 β γ

)
образуется s-полигонометрия spm′ пары групп (G′

1, G2 ∗ ⟨β, γ⟩), для которой
метка v набора (g1, α1, . . . , αk−1, gk) превращается в метку u ∈ U ′

0 для spm′,
соответствующую элементу h.

Таким образом, имеет место следующее

Предложение 3.3. Для любых точек p1 ̸= p2 s-полигонометрии spm =
spm(G1, G2,P), не имеющих препятствий для проведения линий l(p1, p2), а
также для любого положительного элемента h из упорядоченного абелева
расширения G′

1 группы G1 существует s-полигонометрия spm′ = spm(G′
1, G2∗

⟨β, γ⟩,P ′), расширяющая s-полигонометрию spm и такая, что метка изолиру-
ющей формулы, связывающей p1 и p2, принадлежит множеству U ′

0 реберных
меток формул Qg(x, y), g ∈ G′

1.

Согласно предложению 3.3 нереберная метка v ∈ V для набора

(g1, α1, . . . , αk−1, gk)

после расширения spm превращается в некоторую реберную метку u ∈ U ′
0.

Понятно, что обратной операцией, при которой удаляется линия l(p1, p2), с со-
хранением некоторой (p1, p2)-ломаной, реберная метка u ∈ U ′

0 становится неко-
торой нереберной меткой из V \ U ′

0.
Преобразование s-полигонометрии spm в s-полигонометрию spm′, описанное

для доказательства предложения 3.3, задает оператор LS с параметрами из
матрицы S. В результате действия этого оператора из s-полигонометрии spm
получается s-полигонометрия spm′: LS(spm) = spm′.

Указанная динамика преобразования нереберных меток v ∈ V \ U0 в ре-
берные метки u ∈ U ′

0 позволяет, при условии отсутствия препятствий к про-
ведению линий l(p1, p2) при расширении s-полигонометрий, шаг за шагом, с
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использованием трансфинитной индукции, перевести все нереберные метки из
V \ U0 в некоторые реберные метки из U ′

0. Более того, вновь возникающие
нереберные метки, не принадлежащие U ′

0, некоторыми расширениями также
можно преобразовать в реберные метки.

Таким образом, в силу предложений 3.1 и 3.3 устанавливается следующая

Теорема 3.4. Для связной s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P) следу-
ющие условия эквивалентны:

(1) существует расширение s-полигонометрии spm до некоторой s-полиго-
нометрии spm′ на плоскости;

(2) существует расширение s-полигонометрии spm до некоторой s-полиго-
нометрии spm′, не имеющей нереберных меток;

(3) spm не имеет точек p1 ̸= p2, для которых имеются препятствия к
проведению линий l(p1, p2).

4. Почти детерминированные алгебры бинарных изолирующих
формул полигонометрических теорий

Напомним характеризацию детерминированности алгебры бинарных изоли-
рующих формул полигонометрической теории [24]:

Теорема 4.1. Алгебра A бинарных изолирующих формул полигонометри-
ческой теории T (pm) пары групп (G1, G2) детерминирована тогда и только
тогда, когда выполняется какое-либо из следующих условий:

(1) |G1| = 1 и c(pm) ≤ 2;
(2) 1 < |G1| < ω, |G2| = 1 и c(pm) = 1;
(3) |G1| ≥ ω и |G2| = 1.

При этом в случае (1) алгебра P′
ν(p) изоморфна единичной группе или группе

Z2, а в случаях (2) и (3) эта алгебра изоморфна группе G1.

Для доказательства аналога теоремы 4.1 при переходе к s-полигонометри-
ческим теориям напомним, что неединичная упорядоченная группа бесконеч-
на. Поэтому условие (2) теоремы 4.1 для полигонометрий с условием симмет-
рии выполняться не может. Кроме того, при |G1| ≥ ω s-полигонометрическая
теория не может иметь детерминированную алгебру A в силу замечания 3.2.
Следовательно, условие (3) для детерминированности алгебры A также невоз-
можно и остается только условие (1). При этом детерминированность обеспе-
чивается таблицей 1. Таким образом, при переходе от классов полигонометрий
пар групп к классу s-полигонометрий теорема 4.1 преобразуется в следующую
теорему.

Теорема 4.2. Алгебра A бинарных изолирующих формул s-полигонометри-
ческой теории T (spm) пары групп (G1, G2) детерминирована тогда и только
тогда, когда |G1| = 1 и c(spm) ≤ 2.

В следующем предложении дается очевидная “техническая” характеризация
почти детерминированности алгебр A для s-полигонометрических теорий.

Предложение 4.3. Алгебра A бинарных изолирующих формул s-полиго-
нометрической теории T (spm) пары групп (G1, G2) почти детерминирова-
на тогда и только тогда, когда для любых меток u, v, соответствующих
наборам параметров некоторых кратчайших ломаных (g1, α1, . . . , αk−1, gk),
(g′1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m), множество u · v меток w, задаваемых параметрами
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(g1, α1, . . . , αk−1, gk, β, g
′
1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m), β ∈ G2, совпадает с некоторым

конечным множеством меток, соответствующих некоторым наборам па-
раметров кратчайших ломаных.

Из предложений 3.1 и следствия 4.3 вытекают

Следствие 4.4. Для любой s-полигонометрической теории T (spm) на плос-
кости алгебра A бинарных изолирующих формул является почти детерми-
нированной тогда и только тогда, когда произведение u · v любых меток u, v
алгебры A содержит лишь конечное число реберных меток.

Отметим, что для теорий всюду конечно определенных s-полигонометрий
имеется лишь конечное число представлений меток w, задаваемых параметра-
ми

(g1, α1, . . . , αk−1, gk, β, g
′
1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m)

из предложения 4.3, посредством кратчайших ломаных с другими параметра-
ми. Поэтому для таких s-полигонометрий почти детерминированность алгебры
A равносильна одноэлементности группы G1 или конечности группы G2. Тем
самым, имеет место следующая теорема.

Теорема 4.5. Алгебра бинарных изолирующих формул всюду конечно опре-
деленной теории T (spm) s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P) почти де-
терминирована тогда и только тогда, когда группа G1 одноэлементна или
группа G2 конечна.

Расширение связной s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P) без много-
угольников, препятствующих проективности, описанное в доказательстве пред-
ложения 3.3, позволяет шаг за шагом нереберные метки сводить к реберным,
соответствующим элементам h, причем эти реберные метки u выбираются про-
извольно среди реберных меток для положительных элементов группы G1. Тем
самым, некоторое расширение группы G2 обеспечивает преобразование псев-
доплоскости P в некоторую плоскость P ′, а выбор конечного числа реберных
меток для произведений u · v, при изначальном конечном числе реберных ме-
ток в u · v, гарантирует почти детерминированность теории расширенной s-
полигонометрии. Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 4.6. Для любой всюду конечно определенной s-полигонометрии
spm = spm(G1, G2,P), не имеющей многоугольников, препятствующих проек-
тивности, существует расширение spm′ = spm(G1, G

′
2,P ′) s-полигонометрии

spm на некоторой плоскости P ′ такое, что алгебра A бинарных изолирующих
формул теории T (spm′) почти детерминирована.

Приведенные выше рассуждения и утверждения для s-полигонометрий spm
естественным образом переносятся на полигонометрии pm пар групп и их тео-
рии. В частности, из допустимости конечных групп сторон G1 и отсутствия
нереберных меток для связных полигонометрий на плоскости вытекает следу-
ющее

Предложение 4.7. Если P — плоскость для полигонометрии pm =
pm(G1, G2,P) и группа G1 конечна, то алгебра A, для теории T (pm), (|G1|+1)-
почти детерминирована.

Из рассуждения для доказательства теоремы 4.6 вытекает
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Теорема 4.8. Для любой полигонометрии pm = pm(G1, G2,P) с конечной
группой G1 и не имеющей многоугольников, препятствующих проективно-
сти, существует расширение pm′ = pm(G1, G

′
2,P ′) полигонометрии pm на

некоторой плоскости P ′ такое, что алгебра A бинарных изолирующих фор-
мул теории T (pm′) почти детерминирована.

5. Расширения псевдоплоскостей полигонометрий с условием
симметрии до плоскостей. Псевдоевклидовы и интервальные

алгебры бинарных изолирующих формул полигонометрических
теорий

Как уже замечено выше, использованный в доказательстве предложения 3.3
алгоритм преобразования нереберных меток в реберные позволяет выполнять
эти преобразования достаточно свободно. По существу единственными ограни-
чениями являются следующие:

1) наличие многоугольников, препятствующих проведению линий l(p1, p2);
2) включение в множество u ·u′, для реберных меток u, u′, соответствующих

элементам g, g′ ∈ Pos(G1), меток |u− u′| и u+ u′, соответствующих элементам
|g − g′| и g + g′.

Это означает, что при отсутствии в s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P)
многоугольников, препятствующих проективности и задании для каждой па-
ры (u, u′) ненулевых реберных меток некоторого согласованного множества
Z(u, u′) ⊆ Pos(G1) реберных меток, включающего метки |u − u′|, u + u′ и
все реберные метки из u · u′ для T (spm), а также удовлетворяющего соот-
ношениям Z(u, 0) = Z(0, u) = {u}, u ∈ Pos(G1), найдется расширение spm′ =
spm(G1, G

′
2,P ′) s-полигонометрии spm на некоторой плоскости P ′ такое, что

алгебра A бинарных изолирующих формул теории T (spm′) удовлетворяет со-
отношениям u · u′ = Z(u, u′), u, u′ ∈ Pos(G1).

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 5.1. Для любой s-полигонометрии spm = spm(G1, G2,P), не име-
ющей многоугольников, препятствующих проективности, а также для лю-
бой согласованной системы множеств Z(u, u′) ⊆ Pos(G1), существует рас-
ширение strm′ = strm(G1, G

′
2,P ′) s-полигонометрии spm на некоторой плоско-

сти P ′ такое, что алгебра A бинарных изолирующих формул теории T (spm′)
удовлетворяет соотношениям u · u′ = Z(u, u′), u, u′ ∈ Pos(G1).

Далее мы рассмотрим два важных класса согласованных систем множеств,
возникающих в классических и близких к ним тригонометриях.

Алгебра A для теории T (spm) называется псевдоевклидовой, если для лю-
бых реберных меток u и u′, соответствующих предикатам Qg1 и Qg′

1
, g1, g′1 ∈

Pos(G1), множество u · u′ состоит из реберных всех меток w, соответствующих
предикатам Qg с условием |g1 − g′1| ≤ g ≤ g1 + g′1.

Базисными примерами псевдоевклидовых алгебр являются алгебры для тео-
рий классической и сферической тригонометрий.

Применяя рассуждение для доказательства теоремы 5.1 к произвольной сво-
бодной s-полигонометрии с группой сторон G1, получаем следующую теорему.

Теорема 5.2. Для любой коммутативной линейно упорядоченной группы
G1 существует s-тригонометрия strm = strm(G1, G2,P) такая, что теория
T (strm) обладает псевдоевклидовой алгеброй бинарных изолирующих формул.
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Алгебра A для теории T (spm) называется интервальной, если для любых
реберных меток u и v соответствующих предикатам Qg1 и Qg′

1
, g1, g′1 ∈ Pos(G1),

множество u · u′ состоит из всех меток w, соответствующих предикатам Qg та-
ким, что элементы g образуют некоторый интервал Ig1,g′

1
в Pos(G1). При этом

каждое множество u · u′ обозначается через Iu,v и образует интервал относи-
тельно линейного порядка, порождаемого линейным порядком группы G1.

Таким образом, каждой паре (u, u′) реберных меток соответствует как ин-
тервал Ig1,g′

1
, так и интервал Iu,u′ , задаваемый интервалом Ig1,g′

1
.

Заметим, что в силу |g1 − g′1|, g1 + g′1 ∈ Ig1,g′
1

имеет место включение

(2) [|g1 − g′1|, g1 + g′1] ⊆ Ig1,g′
1
.

Система I интервалов Ig1,g′
1
, удовлетворяющих (2), называется согласован-

ной с умножением меток.
Снова применяя рассуждение для доказательства теоремы 5.1 к некоторой

свободной s-полигонометрии, получаем следующую теорему.
Теорема 5.3. Для любой коммутативной линейно упорядоченной груп-

пы G1 и согласованной системы I интервалов существует s-тригонометрия
strm = strm(G1, G2,P) такая, что теория T (strm) обладает интервальной
алгеброй бинарных изолирующих формул, определяющей систему I.
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