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Abstract. The paper considers second-order di�erential equations
whose right-hand sides are polynomials with respect to the �rst derivative
with periodic continuously di�erentiable coe�cients and corresponding
dynamical systems on a cylindrical phase space. The leading coe�cient of
the polynomial is assumed to be unequal to zero. The concept of a rough
equation is introduced � an equation for which the topological structure
of the phase portrait does not change when pass to an equation with
"close"coe�cients. It is proved that the equations for which all singular
points and closed trajectories are hyperbolic and there are no trajectories
going from saddle to saddle are rough and form an open everywhere dense
set in the space of all the considered equations. In addition, we prove that
for any natural numbers N and n>1, there is a rough equation whose right
side is a polynomial of degree n, and the number of limit cycles that are
not homotopy to zero on the phase cylinder is greater than N.

Keywords: di�erential equation of second order, polynomial right-hand
side, cylindrical phase space, rough equation, limit cycle.

1. Ââåäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

(1) a : ẍ = a(x, ẋ),

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

a(x, ẋ) = an(x)ẋn + · · ·+ a1(x)ẋ+ a0(x),

Roitenberg, V.Sh., On generic polinomial differential equations of second order

on the circle.
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ÿâëÿþùåéñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè≤ n îòíîñèòåëüíî ẋ ñ ω-ïåðèîäè÷åñêèìè íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ak(x), x ∈ R. Òàêîãî âèäà óðàâ-
íåíèÿ âîçíèêàþò â ðÿäå òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ (ñì, íàïðèìåð, [1, 2]) Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî óðàâíåíèå (1) çàäàíî íà îêðóæíîñòè S1 = R/ωZ. Îáîçíà÷èì Anω ìíî-
æåñòâî òàêèõ óðàâíåíèé. Ïóñòü C1(S1) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ C1-íîðìîé

‖g‖C1 = max
x∈R

max{|g(x)|, |g′(x)}.

Óðàâíåíèå (1) åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì åãî êî-
ýôôèöèåíòîâ (a0, a1, . . . , an) , à ìíîæåñòâî Anω ñ ïðÿìîé ñóììîé

C1(S1)⊕ · · · ⊕ C1(S1)︸ ︷︷ ︸
n+1

ñ íîðìîé

‖a‖ = max
i=0,1,...,n

‖ai‖C1 .

Ïðîñòðàíñòâî Akω ïðè k < n ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäïðîñòðàíñòâî Anω.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç An,+ω îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Anω, ñîñòîÿùåå èç óðàâíåíèé,

äëÿ êîòîðûõ ∀x ∈ R èìååì an(x) 6= 0.
Óðàâíåíèå a ∈ Anω îïðåäåëÿåò íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Φ = S1×R âåêòîðíîå

ïîëå y∂/∂x + a(x, y)∂/∂y, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ~a. Åãî òðàåêòîðèè áóäåì
íàçûâàòü òðàåêòîðèÿìè óðàâíåíèÿ a (â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Φ).

Äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ïîëèíîìàìè ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè, ôàçîâûå ïîðòðåòû èññëåäîâàíû â [1, 2].
Â ñòàòüÿõ [3, 4, 5] ôàçîâûå ïîðòðåòû óðàâíåíèé èç Akω, k = 1, 2, ðàññìàòðèâà-
ëèñü íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Φ̄ = S1×R̄, ãäå R̄ � äâóõòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêà-
öèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Â ÷àñòíîñòè, áûëî èññëåäîâàíî ðîæäåíèå ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ èç ¾áåñêîíå÷íîñòè¿.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî èíäèâèäóàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðåàëüíûé
ïðîöåññ, äîëæíî áûòü ¾ãðóáûì¿ � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà åãî ôàçîâîãî
ïîðòðåòà íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ ïðè ¾ìàëûõ¿ èçìåíåíèÿõ åãî êîýôôèöèåíòîâ
[12]. Â ðàçäåëå 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû äàåì òî÷íîå îïðåäåëåíèå ãðóáîñòè â
ïðîñòðàíñòâå An,+ω è âûäåëÿåì â An,+ω îòêðûòîå è âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
Σ, ñîñòîÿùåå èç ãðóáûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ãðóáûå óðàâíåíèÿ â An,+ω

òèïè÷íû.
Èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, íàïðèìåð [6, 7, 8, 9, 10], ãäå äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé è ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ðàçíîãî ðîäà äàþòñÿ îöåíêè ÷èñëà
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Â ðàçäåëå 3 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n ãðóáîå
óðàâíåíèå èç An,+ω ìîæåò èìåòü ñêîëü óãîäíî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, êàê ãîìî-
òîïíûõ íóëþ, òàê è íåãîìîòîïíûõ íóëþ íà öèëèíäðå Φ.

2. Ãðóáûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Óðàâíåíèÿ a è ã èç An,+ω òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : Φ→ Φ, ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå òðàåê-
òîðèè óðàâíåíèÿ ã â îðèåíòèðîâàííûå òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ a.

Îïðåäåëåíèå 2. Óðàâíåíèå a ∈ An,+ω íàçûâàåòñÿ ãðóáûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ åãî îêðåñòíîñòü U(a), ÷òî a è ëþáîå óðàâíåíèå ã ∈ U(a) òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.
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Îáîçíà÷èì Σ = ΣAn,+ω ìíîæåñòâî óðàâíåíèé èç An,+ω , ó êîòîðîãî âñå îñîáûå
òî÷êè è çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèå è íåò òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç
ñåäëà â ñåäëî. (Ïî ïîâîäó èñïîëüçîâàííîé òåðìèíîëîãèè ñì. [13]).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ΣAn,+ω îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â An,+ω . Óðàâíåíèÿ
èç ΣAn,+ω ãðóáûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî Σ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à óðàâíåíèÿ èç Σ
ãðóáûå.

Ïóñòü óðàâíåíèå a ∈ Σ . Òàê êàê ∀x ∈ R an(x) 6= 0 , òî cóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà ε0 > 0 è R > 0, ÷òî

(2) a∗(x, y) 6= 0 ïðè a∗ ∈ An,+ω , ‖a∗ − a‖ < ε0, x ∈ R, |y| ≥ R.
Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå ~a ∗ òðàíñâåðñàëüíî îêðóæíîñòÿì S1 × {ρ}, ρ ≥ R.

Ïóñòü X1 � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî C1-âåêòîðíûõ ïîëåé v = v1∂/∂x+v2∂/∂y
íà öèëèíäðå ΦR = S1 × [−R,R] ñ íîðìîé

‖v‖1 = max
(x,y)∈ΦR

max
k=1,2

{|vk(x, y)|, |∂vk(x, y)/∂x|, |∂vk(x, y)/∂y|}.

Ìíîæåñòâî An,+ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïîäìíîæåñòâî â X1. Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óðàâíåíèþ a ∈ Σ âåêòîðíîå ïîëå ~a, ðàññìàòðèâàåìîå íà ΦR, ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóáûì â X1 [12, 13]. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå ε1 > 0, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ
a∗ ∈ An,+ω , ‖a∗−a‖1 < ε1, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïîëå ~a

∗|ΦR
òðàíñâåðñàëü-

íî ∂ΦR, èìååò òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè è çàìêíóòûå òðàåêòîðèè,
íå èìååò òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî, è ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
hR : ΦR → ΦR, hR(S1 × {±R}) = S1 × {±R}, ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïî-
ëÿ ~a ∗|ΦR

â òðàåêòîðèè ïîëÿ ~a|ΦR
. Ìû ìîæåì âûáðàòü ÷èñëî ε ∈ (0, ε0) òàê,

÷òî äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ a∗ ∈ An,+ω , ‖ a∗ − a‖ < ε, èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî
|a∗ − a‖1 < ε1. Ââèäó (2) ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïîëå ~a ∗ èìååò òîëüêî
ãèïåðáîëè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè è çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, íå èìååò òðàåêòîðèé,
èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî, à ãîìåîìîðôèçì hR, ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìåî-
ìîðôèçìà h : Φ→ Φ, ïåðåâîäÿùåãî òðàåêòîðèè ïîëÿ ~a ∗ â òðàåêòîðèè ïîëÿ ~a.
Ïîýòîìó Σ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â An,+ω , à óðàâíåíèå a ∈ Σ ãðóáîå â Φ.

Äîêàæåì ïëîòíîñòü Σ â An,+ω . Ïóñòü a ∈ An,+ω . Çàäàäèì ÷èñëî ε > 0 è íàé-
äåì òàêîå óðàâíåíèå ã ∈ Σ , ÷òî |ã− a‖ < ε. Òàê êàê ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
î ïðèáëèæåíèè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè âñþäó ïëîòíû â C1(S1), òî áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó óðàâíåíèÿ a êîýôôèöèåíòû ak(x) �
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì a0(x) � íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé aµ,ν : ẍ = aµ,ν(x, ẋ), ãäå

aµ,ν(x, y) = a(x, y) + µy + ν.

Âûáåðåì ÷èñëî δ1 > 0 òàê, ÷òîáû ‖aµ,ν−a‖ < ε. ïðè |µ | < δ1, Âñå îñîáûå òî÷êè
âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a 0,ν èìåþò âèä (x0, 0) , ãäå x0 � íóëü ôóíêöèè a0(x) + ν. Òàê
êàê a0(x) � íåïîñòîÿííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
íóëåé êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Ïîýòîìó ν0 ∈ (0, δ1) ìîæíî ñ÷èòàòü âûáðàííûì òàê,
÷òî a0(x)+ν0 èìååò òîëüêî ïðîñòûå íóëè. Ïóñòü ýòî òî÷êè xk ∈ S1, k = 1, ...,K.
Óðàâíåíèå aµ,ν0 èìååò òå æå îñîáûå òî÷êè, ÷òî è óðàâíåíèå a0,ν0 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â îñîáîé òî÷êå Sk = (xk, 0) ïîëÿ ~aµ,ν0 èìååò
âèä λ2 − (a1(xk) + µ)λ − a′0(xk) = 0. Òàê êàê a′0(xk) 6= 0, òî âñå åãî êîðíè
îòëè÷íû îò íóëÿ. Âûáðàâ ÷èñëî δ2 ∈ (0, δ1) äîñòàòî÷íî ìàëûì, áóäåì èìåòü
a1(xk) + µ 6= 0 äëÿ âñåõ k = 1, ...,K è µ ∈ (0, δ2). Ïîýòîìó ïðè âñåõ µ ∈ (0, δ2)
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ëþáàÿ îñîáàÿ òî÷êà Sk âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a
µ,ν0 ãèïåðáîëè÷åñêàÿ è èìååò îäèí è

òîò æå òèï (óçåë, ôîêóñ, ñåäëî).
Ïóñòü µ0 ∈ (0, δ2). Äëÿ êàæäîãî ñåäëà Sk ïîëÿ ~aµ0,ν0 âûáåðåì îêðóæíîñòü

Tk ñ öåíòðîì â òî÷êå Sk, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ âñå ñåïàðàòðèñû ýòîãî
ñåäëà. Ïóñòü L0 � âõîäÿùàÿ (âûõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà ñåäëà Sk. Ìû ìîæåì âû-
áðàòü ñòîëü ìàëîå δ > 0, ÷òî 0 < µ0 − δ < µ0 + δ < δ2 è äëÿ µ ∈ (µ0 − δ, µ0 + δ)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà l(µ) ∈ Tk, íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò µ, ÷å-
ðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò âõîäÿùàÿ (âûõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà L(µ) ñåäëà Sk ïîëÿ
~aµ,ν0 , ñîâïàäàþùàÿ ïðè µ = 0 ñ L0. Áóäåì íàçûâàòü L(µ) ïðîäîëæåíèåì ïî
ïàðàìåòðó µ ñåïàðàòðèñû L0. Òàê êàê ñåïàðàòðèñ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî δ ìîæíî
ñ÷èòàòü âûáðàííûì òàê, ÷òî äëÿ âñåõ ñåïàðàòðèñ ñåäåë ïîëÿ ~aµ0,ν0 îïðåäåëåíû
èõ ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó µ ∈ (µ0 − δ, µ0 + δ).

Ëåììà 1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~aµ1,ν0 , µ1 ∈ (µ0 − δ, µ0 + δ), èìååò âû-
õîäÿùóþ ñåïàðàòðèñó L1 ñåäëà S1, èäóùóþ â ñåäëî S2 (íå èñêëþ÷åíî, ÷òî
S1 = S2). Ïóñòü L1(µ) � åå ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó µ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé èíòåðâàë (µ1, µ1 + σ) ⊂ (µ0 − δ, µ0 + δ), ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ (µ1, µ1 + σ)
ñåïàðàòðèñà L1(µ) íå èäåò â ñåäëî S2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [11] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñåïàðàòðèñ L1, L2, ..., Lm òàêàÿ, ÷òî ïðè i = 1, ...,m− 1 ñåïàðàòðèñà Li èäåò èç
ñåäëà â ñåäëî, à Li+1 ÿâëÿåòñÿ ω-ïðîäîëæåíèåì Li ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíû
è ëèáî

1) âñå ñåïàðàòðèñû â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷íû, à Lm íå ÿâëÿåòñÿ
âõîäÿùåé ñåïàðàòðèñîé ñåäëà,

ëèáî
2) Li 6= Lj ïðè i, j ∈ {1, ...,m − 1}, i 6= j, Lm = L1, à ñåïàðàòðèñíûé êîíòóð

L = L̄1 ∪ · · · ∪ L̄m−1 ÿâëÿåòñÿ èëè
(à) ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ òðàåêòîðèé ïîëÿ ~aµ1,ν0

èëè
(á) ãðàíè÷íûì êîíòèíóóìîì äëÿ ÿ÷åéêè èç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1). Ïóñòü ñíà÷àëà Lm ω-ïðåäåëüíà ê óçëó èëè ôîêóñó

èëè ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ∂ΦR. Òàê êàê îïðå-
äåëèòåëü ∣∣∣∣ y aµ1,ν0(x, y)

y aµ,ν0(x, y)

∣∣∣∣ = (µ− µ1)y2,

òî ïðè µ > µ1 äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ ΦR, y 6= 0, ðåïåð (~aµ1,ν0(x, y),~aµ,ν0(x, y))
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí, è ïîòîìó óãîë ïîâîðîòà âåêòîðà ~aµ1,ν0(x, y) ê âåê-
òîðó ~aµ,ν0(x, y) ïîëîæèòåëåí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé èíòåðâàë
(µ1, µ1 + σ) ⊂ (µ0 − δ, µ0 + δ), ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ (µ1, µ1 + σ) âûõîäÿùàÿ ñåïà-
ðàòðèñà L1(µ) ïîëÿ ~aµ,ν0 , ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî ïàðàìåòðó µ ñåïàðà-
òðèñû L1 ñåäëà S

1, òàêæå ω-ïðåäåëüíà ê óçëó èëè ôîêóñó èëè òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàåò ∂ΦR.

Ïóñòü ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(Lm) ñåïàðàòðèñû Lm � ïðåäåëüíûé öèêë
èëè ñåïàðàòðèñíûé êîíòóð. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ Lm è äîñòà-
òî÷íî áëèçêóþ ê ω(Lm) ìîæíî ïðîâåñòè çàìêíóòóþ òðàíñâåðñàëü T âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ~aµ1,ν0 . Ïî òåîðåìå Æîðäàíà Φ \ T ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò. Ñåäëî S2 è ìíîæåñòâî ω(Lm) ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì. Åñëè
µ ∈ (µ1, µ1 + σ), à σ âûáðàíî äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî T � òðàíñâåðñàëü è äëÿ
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âåêòîðíîãî ïîëÿ ~aµ,ν0 , à ñåïàðàòðèñà L1(µ) òàêæå ïåðåñåêàåò T . Íî òîãäà S2 è
ìíîæåñòâî ω(L1(µ)), åñëè îíî ñóùåñòâóåò, òàêæå ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïî-
íåíòàì è ïîòîìó íå ñîâïàäàþò.

Â ñëó÷àå 2à) ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ òðàíñâåðñàëü T âåêòîðíîãî ïîëÿ
~aµ1,ν0 , ÷òî ïåðåñåêàþùèå åå òðàåêòîðèè ëèáî

(i) ω-ïðåäåëüíû ê L,
ëèáî
(ii) α-ïðåäåëüíû ê L.
Ïóñòü G � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ T è êîíòèíóóìîì L. Åñëè σ äîñòàòî÷íî

ìàëî, òî T ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ è äëÿ ïîëÿ ~aµ,ν0 äëÿ âñåõ µ ∈ (µ1, µ1 + σ),
ïðè÷åì â ñëó÷àå (i) â òî÷êàõ T òðàåêòîðèè âõîäÿò â G, à â â ñëó÷àå (ii) âûõîäÿò
èç G.

Â ñëó÷àå 2á) ïóñòü T � îäíà èç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ÿ÷åéêè. Òàê êàê ïðè
y 6= 0 óãîë ïîâîðîòà âåêòîðà ~aµ1,ν0(x, y) ê âåêòîðó ~aµ,ν0(x, y) ïîëîæèòåëåí, òî
â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êàõ T òðàåêòîðèè ïîëÿ ~aµ,ν0 âûõîäÿò èç G. Ïî òåîðåìå
Æîðäàíà Φ \ T ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò C1 è C2. Êîíòèíóóì L
ïðèíàäëåæèò îäíîé èç íèõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòå C1.

Â ñëó÷àå 2à) ïðè óñëîâèè (i) ñåïàðàòðèñà L1(µ) ëåæèò â G è ïîòîìó ω-
ïðåäåëüíà ê çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, à â ñëó÷àÿõ 2à) ïðè óñëîâèè (ii) è 2á)
âûõîäèò èç G, è òîãäà åå âîçìîæíîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò
êîìïîíåíòå C2 è îòëè÷íî îò ñåäëà S2. �

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë I ⊂ (µ0 − δ, µ0 + δ), ÷òî âåêòîðíûå
ïîëÿ ~aµ,ν0 , µ ∈ I, íå èìåþò ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~aµ0,ν0 èìååò m ñåäåë. Ïðîíóìåðóåì
÷èñëàìè 1, 2, ..., N = 4m2 âñå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (L+, L−), ãäå L+ ( L−) � âû-
õîäÿùàÿ (âõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà êàêîãî-íèáóäü ñåäëà. Çàäàäèì ïî èíäóêöèè
èíòåðâàëû Ik, k = 1, 2, ..., N .

Ïóñòü (L+, L−) � ïàðà ñåïàðàòðèñ ñ íîìåðîì 1. Åñëè íà èíòåðâàëå I ⊂
(µ0 − δ, µ0 + δ) íåò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðîì ñîâïàäàþò ñåïàðà-
òðèñû L+(µ) è L−(µ) , ÿâëÿþùèåñÿ ïðîäîëæåíèÿìè ïî ïàðàìåòðó ñîîòâåò-
ñòâåííî ñåïàðàòðèñ L+ è L−, òî ïîëîæèì I1 = (µ0 − δ, µ0 + δ). Åñëè òàêîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ1 åñòü, òî ñîãëàñíî ëåììå 1 íàéäåòñÿ òàêîé èíòåðâàë
I1 = (µ1, µ1 + σ) ⊂ (µ0 − δ, µ0 + δ), ÷òî ∀µ ∈ I1 L+(µ) 6= L−(µ).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë Is ⊂ (µ0 − δ, µ0 + δ), 1 ≤ s < N , ÷òî
∀µ ∈ Is L

+(µ) 6= L−(µ) äëÿ âñåõ ïàð ñåïàðàòðèñ (L+, L−) ñ íîìåðàìè ≤ s.
Ïóñòü (L+, L−) � ïàðà ñåïàðàòðèñ ñ íîìåðîì s + 1. Åñëè íà èíòåðâàëå Is íåò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðîì ñîâïàäàþò ñåïàðàòðèñû L+(µ) è L−(µ),
ÿâëÿþùèåñÿ ïðîäîëæåíèÿìè ïî ïàðàìåòðó ñîîòâåòñòâåííî ñåïàðàòðèñ L+ è
L−, òî ïîëîæèì Is = Is . Åñëè òàêîå çíà÷åíèå µs ïàðàìåòðà åñòü, òî ïî ëåììå
1 íàéäåòñÿ èíòåðâàë Is+1 = (µs, µs + σ) ⊂ Is , äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ
èç êîòîðîãî L+(µ) 6= L−(µ) .

Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë I = IN ⊂ (µ0 − δ, µ0 + δ)
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ I âåêòîðíîå ïîëå ~aµ,ν0 íå èìååò ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ
èç ñåäëà â ñåäëî. �

Ïóñòü µ∗ ∈ I. Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå ~aµ∗,ν0 èìååò òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå
îñîáûå òî÷êè, íå èìååò ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî, à âñå åãî çàìêíó-
òûå òðàåêòîðèè ëåæàò â ΦR, òî ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé êîíå÷íî. Ïóñòü Γ



Î ÒÈÏÈ×ÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ 2127

� çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà τ , à x = ξ(t), y = η(t), t ∈ [0, τ ] � å¼ óðàâíåíèÿ.
Âûáåðåì àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå g : (−1, 1)→ Φ , g(0) = (ξ(0), η(0)), òðàíñ-
âåðñàëüíîå ê Γ â íóëå, òàê, ÷òîáû ðåïåð (~aµ∗,ν0(g(0)), g′(0)) áûë ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàí. Ïðè u è µ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ñîîòâåòñòâåííî ê íóëþ è µ∗ îïðå-
äåëåíî îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ ~aµ,ν0 íà òðàíñâåðñàëè:
g(u) 7→ g(P (u, µ)), P (0, µ∗) = 0.

Èç ôîðìóëû (36) íà ñ. 391 êíèãè [12] ñëåäóåò, ÷òî

P ′µ(0, µ∗) =
1

∆

τ∫
0

ξ̇(s)
∂

∂µ

∣∣∣
µ=µ∗

aµ,ν0(ξ(s), η(s)) exp

∫ τ

s

(aµ∗,ν0)′y(ξ(t), η(t))dt ds =

=
1

∆

τ∫
0

η2(s) exp

∫ τ

s

(aµ∗,ν0)′y(ξ(t), η(t))dt ds,

ãäå ∆ > 0. Ïîýòîìó P ′µ(0, µ∗) > 0. Îòñþäà è èç ðàçäåëà 32.4 êíèãè [12] ïîëó÷à-
åì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë (µ∗, µ∗ + ρ) ⊂ I, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà µ ∈ (µ∗, µ∗ + ρ) âñå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ïîëÿ ~aµ,ν0 ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè.

Èòàê, ïðè µ ∈ (µ∗, µ∗ + ρ) óðàâíåíèå aµ,ν0 ïðèíàäëåæèò Σ. Ïîñêîëüêó äëÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ‖aµ,ν0 − a‖ < ε, òî òåì ñàìûì äîêàçàíà
ïëîòíîñòü Σ â An,+ω . �

3. Îöåíêà ÷èñëà öèêëîâ

Òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1) íà ìíîæåñòâå {(x, y) ∈ Φ : y 6= 0} ñîâïàäàþò ñ
èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(3)
dy

dx
= an(x)yn−1 + · · ·+ a2(x)y + a1(x) +

a0(x)

y
.

Åñëè a0(x) ≡ 0, òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Àáåëÿ

dy

dx
= an(x)yn−1 + · · ·+ a2(x)y + a1(x).

Ñóùåñòâóåò ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ äàåòñÿ îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé òàêîãî óðàâíåíèÿ ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ íà åãî êîýôôèöèåíòû [6, 8, 9].
Èç ýòèõ ðàáîò ñëåäóþò ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ âòîðîãî ðîäà (òî åñòü öèêëîâ, íåãîìîòîïíûõ íóëþ íà öèëèíäðå Φ) äëÿ
óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòîì a0(x) ≡ 0, à òàêæå ñ a0(x), äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê
íóëþ.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå âèäà (1) ìîæåò èìåòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ, êàê âòîðîãî ðîäà, òàê è ïåðâîãî ðîäà (ãîìîòîïíûõ íóëþ íà Φ).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå ã ∈
A1
ω, èìåþùåå íå ìåíåå N ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âòîðîãî ðîäà.
Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N è n > 1 ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå ã ∈

ΣAn,+ω , èìåþùåå íå ìåíåå N ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âòîðîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 óðàâíåíèå (3) èìååò âèä

(4)
dy

dx
= a1(x) +

a0(x)

y
.
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Ñäåëàåì â íåì çàìåíó z = 1/y. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

dz

dx
= −a0(x)z3 − a1(x)z2.

Ñîãëàñíî ðàáîòå Íåòî [7] êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîäîáðàòü òàê,
÷òî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü íå ìåíååN èçîëèðîâàííûõ íåíóëåâûõ ω-ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (4) èìååò íå ìåíåå N ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé, à óðàâíåíèå ẍ = a1(x)ẋ + a0(x) èìååò K ≥ N ïðåäåëüíûõ öèêëîâ Γi,
i = 1, ...,K, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè y = pi(x), x ∈ R, ãäå pi � ω-ïåðèîäè÷åñêèå
C1-ôóíêöèè, íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

aµ : ẍ = (a1(x) + µ)ẋ+ a0(x)

è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óðàâíåíèå (3):

(5)
dy

dx
= a1(x) + µ+

a0(x)

y
.

Ïóñòü Y (x, u, µ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ Y (0, u, µ) = u. Ïðè u äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ui = pi(0), i = 1, ...,K, è µ
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ ðåøåíèå Y (x, u, µ) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω] è
Y (x, ui, 0) = pi(x). Ïðîèçâîäíàÿ Y ′µ(x, ui, 0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèà-
öèÿõ

d

dx
Y ′µ(x, ui, 0) = −a0(x)

p2
i (x)

Y ′µ(x, ui, 0) + 1

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Y ′µ(0, ui, 0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

(6) Y ′µ(x, ui, 0) =

x∫
0

exp

ξ∫
x

a0(s)

p2
i (s)

ds dξ.

Ôóíêöèÿ ðàñõîæäåíèÿ d(u, µ) = Y (ω, u, µ)−u îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ àíàëè-
òè÷åñêîé ïðè u äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ui è µ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî öèêëû Γi, i = 1, ...,K, ïðîíóìåðîâàíû òàê, ÷òî ïðè i = 1, ..., l îíè
èìåþò ÷åòíóþ êðàòíîñòü, à ïðè i = l + 1, ...,K � íå÷åòíóþ. Êðàòíîñòü öèêëà
Γi � êðàòíîñòü íóëÿ ui ôóíêöèè d(·, 0).

Èç (6) ïîëó÷àåì

(7) d′µ(ui, 0) > 0, i = 1, ...,K.

Ïîñêîëüêó öèêëû Γi, i = l+ 1, ...,K, íå÷åòíîé êðàòíîñòè, òî èç (7) è ëåììû
2 íà ñ. 404 êíèãè [12] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî µ0 > 0, ÷òî ôóíêöèÿ d(·, µ)
ïðè 0 < |µ| < µ0 áóäåò èìåòü ïðîñòûå íóëè ũi(µ), i = l + 1, ...,K, äëÿ êîòîðûõ
limµ→0 ũi(µ) = ui.

Ïóñòü 2mi � êðàòíîñòü öèêëà Γi, i = 1, ..., l. Ìû ìîæåì âûáðàòü σ ∈ {−1, 1}
òàê, ÷òîáû ïðè ÷åòíîì (íå÷åòíîì) l ñóùåñòâîâàëî íå ìåíåå l/2 ((l + 1)/2 )
íîìåðîâ i = 1, ..., l, äëÿ êîòîðûõ σ∂2mid(ui, 0)/∂u2mi < 0. Òîãäà èç (7) è ëåììû
3 íà ñ. 404 êíèãè [12] ñëåäóåò, ÷òî µ0 ìîæíî ñ÷èòàòü ñòîëü ìàëûì, ÷òî d(·, µ)
ïðè 0 < σµ < µ0 áóäåò èìåòü ïðîñòûå íóëè ũij(µ), i = 1, ..., l, j = 1, 2, òàêèå,
÷òî limµ→0 ũij(µ) = ui.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < σµ < µ0 ôóíêöèÿ d(·, µ) èìååò íå ìåíåå N
ïðîñòûõ íóëåé, à óðàâíåíèå aµ èìååò íå ìåíåå N ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ âòîðîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó aµ ∈ A1

ω, òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
äîêàçàíî.
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Òàê êàê ãèïåðáîëè÷åñêèå öèêëû ãðóáûå, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U(aµ) óðàâíåíèÿ aµ â Anω, n > 1, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå èç ýòîé îêðåñòíîñòè
òàêæå èìååò íå ìåíåå N ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âòîðîãî ðîäà.
Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 óðàâíåíèå

a∗ : ẍ = εẋn + (a1(x) + µ)ẋ+ a0(x)

ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè U(aµ). Âûáåðåì îêðåñòíîñòü U(a∗) óðàâíåíèÿ a∗ â
An,+ω , ñîäåðæàùóþñÿ â U(aµ). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî â U(a∗) åñòü óðàâíå-
íèå, ïðèíàäëåæàùåå ΣAn,+ω . Îíî èìååò íå ìåíåå N ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âòîðîãî
ðîäà. �

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è N ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå
ã ∈ ΣAn,+ω , èìåþùåå íå ìåíåå N óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [1, ñ. 363�364] ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå

ẍ = (cosx− 1)ẋ+ (1− µ− sinx)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì µ > 0 èìååò íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ x, y = ẋ
óñòîé÷èâûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë, ëåæàùèé â ïîëîñå −π < x < π.
Óðàâíåíèå

ẍ =

(
cos

2πN

ω
x− 1

)
ẋ+

(
1− µ− sin

2πN

ω
x

)
ω

2πN

ïðèíàäåæèò A1
ω. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Φ îíî èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå N ãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà. Ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ν > 0 óðàâíåíèå

a : ẍ =

(
cos

2πN

ω
x− 1− ν

)
ẋ+

(
1− µ− sin

2πN

ω
x

)
ω

2πN

ïðèíàäëåæèò A1,+
ω è èìååò íå ìåíåå N óñòîé÷èâûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëü-

íûõ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà. Òàê êàê ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû ÿâëÿ-
þòñÿ ãðóáûìè, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(a) óðàâíåíèÿ a â A1,+

ω , ÷òî
ëþáîå óðàâíåíèå èç ýòîé îêðåñòíîñòè òàêæå èìååò íå ìåíåå N óñòîé÷èâûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Èç ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà ΣA1,+

ω â A1,+
ω

ñëåäóåò, ÷òî â U(a) åñòü óðàâíåíèå èç ΣA1,+
ω .

Êàê è â òåîðåìå 2 äîêàçûâàåòñÿ. ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óðàâíåíèÿ a â
An,+ω , n ≥ 2, ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå ã ∈ ΣAn,+ω , èìåþùåå íå ìåíååN óñòîé÷èâûõ
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà. �
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